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DELLA VITA E BELLE OPERE DI L. CREMONA. *) 


Un grande matematico, un uomo superiore per mente e per animo, Luigi Cremona 
e morto in Roma il 10 giugno 1903, di malattia cardiaca, ehe da piu di un anno ne insi- 
diava la salute e la vita. 

A lui e ad altri eminenti matematici, Battaglini, Beltrami, Betti, Brioschi, Caso- 
RATi, ora pur troppo tutti seomparsi, deve ITtalia il risveglio e i notevoli progress! degli 
studi matematici, ehe si verificarono nella seconda meta del secolo scorso fra le agitazioni 
e le lotte del risorgimento nazionale: ma spetta in ispecial modo al Cremona il merito della 
nuova vita a cui furono richiamati in Italia gli stud! di Geometriapura, e delrapido sviluppo 
che quest! vi ebbero nella via aperta da Ponoblet, Mobius, Steiner, Chaslbs, PlUoker, 
Staudt,... I geometri italiani che seguirono questa via, anche se non assisterono alle le- 
zioni di Cremona, anche quando la sua produzione seientifica si arrestb, lui chiamarono 
Maestro, perche sentivano di appartenere alia sua Scuola, di derivare dai suoi alti inse- 
gnamenti e dalle sue opere immortali. E gli scienziati stranieri pure lo riconobbero ed am- 
mirarono come Maestro, ed inaieme come uno dei principal! fattori del mirabile inere- 
mento dei metodi geometric! negli ultimi cinquant’anni **). 

Luigi Cremona nacque il 7 decembre 1830 a Pavia, primo di quattro figli (I’ultimo 
dei quali, Tranquillo, fu rinoraato pittore) che Gaudenzio, impiegato comunale, 
discendente da una distinta famiglia di Novara venuta in strettezze finanziarie, ebbe, in 

*) Questo articolo, giS, pubblicato in inglese nei Proceedings of the London mathematical So- 
ciety (Series 2, vol. I (1904)) e poi in italiano nel Giornale di Matematiehe (Vol. XLII (1904)), h 
riprodotto qui con variazioni ed aggiunte. 

**) K.. Sttom, nell’introduzione al Nachruf, portante il titolo Luigi Cremona {Archiv der 
Mathematik wnd Physik, III Eeibe, VIII Band (1904)), sorive: « lob babe das Ersobeinen der 
Mebrzabl der CEEMONAScben Scbriften mit erlebt nnd erinnere miob der Wirbrong, die sie bat- 
ten, und wie viel icb selbst aus ibnen gelernt babe ; jetzt, wo icb sie von nenem und im Zu- 
sammenbange studiert babe, kam es mir deutliober als bisber zum Bevusstsein, in wie um- 
angreiober Weise mein Denken CBBMONASobes Denken -gewesen ist nnd icb micb seinen 
Scbiiler nennen kann ». 
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secondo inatriHionio, da Teresa Andreoli. Perduto il padre a 12 anni, egii pote tuttavia 
seguire gli stud! nella citta natale, grazie alle cure della niadre, all assistenza di uii fra- 
tello di altra madre, Taw. Giuseppe e agli ottimi risultati da lui conseguiti. Nacque a 
quest’epoca, specialmente per il soggiorno che egli faceva nelle vacanze a Groppello presso 
la sorella (pure d’altra madre) Giovanna Magenta, quell’affettuosa intimita, colla fa- 
miglia Cairoli, in particolare con Benedetto, la quale ebbe forse in qualche circostanza 
influenza non lieve. 

Nel 1848 interruppe gli studi per partecipare come volontario alia guerra delTindi- 
pendenza. NelTabbandonare le scuole e la madre egli scriveva di farlo « senza rimorso, 
perche avrebbe creduto di mancare ai dettami della piu santa delle religioni, e di commet- 
tere un atto di vilta e inettitudine ricusando di dare il sangue per la patria » *). Milito 
per 18 mesi e fu ai principali combattimenti dell’eroiea difesa di Venezia, distinguendosi 


M. N6ETiiER oomincia il NachmJ, pure col titolo Luigi Cremona {MathemaUsclie Annalen, 
LIX Band (1904)), oosi: « Auf Luigi Cremona, dessen Hinscheiden wir im Sommer des vorigen 
Jabres zu beklagen hatteu, geht niclit niir die in krMtiger Bliite stehende geometrische Soiiiilc 
Italiens zuriick, vielmehr erkennen die Geometer aller Lander, nicht zum wenigsten die 
deutsclien, ikn als einen ihrer geistigen Lehrer an. Es gibt kein zusammenfassendes rein-geome- 
trisckes Werk, das einen weiteren imd tieferen Einfluss auf die Ausbildung und Handhabung 
der geometriscben Methoden ausgeiibt hatte, als Cremonas Sobriften iiber die ebenen Kurven 
und die Flachen — nur vergleiobbar dem Einfluss der SALMONSchen Kompendien auf die alge- 
braiscli-geometrisclie Entwickelung ». 

Ed P. Lindemann nelle Parole pronunciate a name della Accademia delle Seienze di Monaco 
(Baviera) (Onoranze al Prof. Luigi Cremona, Roma, 1909, Tipografia Nazionale) aflerma 
« .... als Porscber, als Mathematiker gebort Cremona alien Nationen an, die im vergangenen 
Jabrbiindert mitgearbeitet baben an den Portscbritten der Civilisation, mitgewirkt baben zu 

der glMzenden Entwicklung der matbematiscben Wissenscbaften die Werke Cremona’s 

Tiber algebraiscbe Curven und iiber grapbiscbe Statik diirften nirgends besser bekannt und 
mebr studiert sein als in Deutschland ». 

Debbono essere altresi ricordate le recensioni fatte da G. Darboux dei due volumi gia piib- 
bJicati {Bullefln des Sciences Mathematiques, 2 .««e gerie, tome XXXIX (1915), pag. 113 e 137) 
nelle qiiali Topera scientifica di Cremona e messa in piena luce. In particolare nella recensione 
relativa al 2s volume si legge ; c En relisant les Memoires qui le composent, nous nous sommes 
reportes aux temps de notre jeunesse ou Chasles, Cayley, Clebsch, Cremona et bien d’au- 
tres poursuivaient d’un commun accord ces etudes geometriques que Ton neglige si comple- 
fcement aujourd’biii et que Ton a bien tort de negliger. La part de Cremona a ete grande, et 
Eon retrouvera ici grand nombre d’ecrits ou il a enonce et demontre, paries metbodes les plus 
simples, les propositions les plus dignes d’inter^t ». 

*) Veronese, Commemorazione del socio Luigi Cremona (Rendiconti della R. Accad. dej 
Lincei, serie 6.% vol. XII (1903)) 
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per discipliiia e coraggio, si da essere proposto a « modello di virtii militari e eivili » *). 

A1 ritorno in patria, nel 1849. ebbe il grande dolore di non trovarvi piii la diletta madre 
morta da qualche mese, e fu tratto quasi in fin di vita da un gravissimo tifo, di cui aveva 
portato il germe dalla guerra. Forte nelFavversita e tenace nel lavoro, egli termino nello 
stesso anno 1849 le scuole classiche e poscia entro nella Universita di Pavia, ove ebbe a 
maestri Bordoni e Brioschi ed ove consegui, con lode, nel 1853, la laurea di ingegnere 
civile ed architetto **). 

A Pavia fece conoscenza di Beltrami e Casorati, venuti alPUniversita alcuni anni 
dope di lui, e rimase jBno al 1856, prima come private ripetitore di Matematica, poi, fatto il 
necessario anno di prova nel Ginnasio, come professore supplente nel Ginnasio stesso: ed 
a Pavia fece le due prime pubblicazioni [1, 2] ***) ispirate rispettivamente a lavori dei suoi 
due Maestri. Fu poscia nominato professore ordinario nel Ginnasio di Cremona e vi rimase 
per pin di due anni. Qui, continuando con instancabile alacrita negli studi geometrici 
gia avviati, pubblico intorno ad essi le prime ricerche e pose le basi del suo avvenire t) 

Nel 1859 passo ad insegnare nel liceo S. Alessandro (oggi Beccaria) di Milano e nel 
1860 fu chiamato alia cattedra di Geometria superiore nella Universita di Bologna, ove 
ebbe inoltre Finsegnamento della Geometria descrittiva, ed anche per alcuni mesi quello 
di Geometria analitica, e per iin anno (1864-65) quello di Meccanica razionale. Trasferi- 
tosi a Milano nel 1866, vi insegno la Statica grafica nel Politecnico e la Geometria supe- 
riore nella Scuola Normale, che Brioschi aveva annesso al Politecnico stesso colFin- 
tendimento di formare professori per gli istituti tecnici. 


*) Veronese, 1. c. 

**) Loria, Luigi Gremona et son oeuvre mathematique (Bibliotlieca Mathematica, III Folge, 
Band V (1904)). 

Berzolari, Della vita e delle of ere di Luigi Gremona (Rendiconti del R. Istituto lombardo, 
serie II, voL XXXIX (1906)). 

***) 1 nnmeri fra parentesi quadre sono i numeri d’ordine dei lavori pubblicatiin queste Opere. 
Il tomo I finisce col n. 31 e il tomo II col n. 78. 

t) Cremona prese in moglie nel 1854 la signora Elisa Ferrari uscita da una famiglia di pa- 
triotti (Cfr. nella Nuova Antologia, Ilivistadi 8ciense, Leftere ed Arfi, seeonda serie, vol. XLTI 
(1883), pag. 767, una bella lettera indirizzatale da Mazzini nel 1855 per la morte di un suo amato 
fratello, die era stato a Venezia compagno d’armi di Cremona). Xe ebbe tre %li, la signora 
Elena C.^ Perozzi, Ting. Vittorio e la signora Itala Cozzolino. La morte della moglie, ot- 
tima signora e ottima madre, awenuta nel 1882, fu cagione di grande afdizione al Cremona, il 
quale ebbe a serivere agli amici, cbe a lei doveva i migliori consigli ed ineoraggiamenti, a lei, 
che gli aveva procurato quiete e serenitA d’animo prendendo sopra di se tutte quanta le cure 
della casa e deUa educazione dei figli, egli doveva i suoi studi e la sua carriera. Nel 1887 sposo 
in seconde nozze la colt a e distinta signora Anna Maner-Muller, la quale gli fu gentile e affet- 
tuosa oompagna fine agli ultimi istanti. 
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Nel 1873 accolse T invito di recarsi a Roma come Direttore della Scuola degli Inge- 
gneri, die egli ricostitui ed ordino con singolare perfezione; continuando nell’insegnamento 
di Statica grafica e nolle lezioni di Geometria superiore. Queste fece, per alcuni anni, nel 
Corso normale che, a somiglianza di quello di Milano, aveva aggiunto a detta Scuola; indi, 
cessato questo Corso, come insegnante di Matematiche superiori nella Facolta di Scienze 
dell’Universita, cattedra die egli, nel pensiero di rimettersi alle sue amate ricerche, 
assimse nel 1877, abbandonando la cattedra di Statica, e die tenne, insieme alia Dire- 
zione della Scuola, fino al termine di sua vita *). 

Difficile e raccogliere in brevi linee la grande opera scientifica del Cremona. T primi 
passi die egli mosse nella Geometria moderna non provennero gi^ da qualdie impulso ri- 
ce vuto in lezioni universitarie, die quelPinsegnamento, accolto eon onore e successo in 
Francia e in Germania, non aveva allora alcuna vitalita nelle University, italiane, ove pur 
rifulgevano per altri rami alcuni nomi insigni: ma provennero dall’azione generosa di un 
illustre analista, il Brioschi, il quale, seguendo il rapido moto delle Matematiche nelle 
loro varie manifestazioni, vi indirizzo alcuni dei suoi eletti discepoli, porgendo loro 
consign, libri, aiuti. Ci6 e confermato dallo stesso Cremona, die, nella sua elevata 
Prolusione al Corso di Geometria superiore nella University di Bologna [25], rendc al 
Brioschi pubblica testimonianza di gratitudine **). 

I principali lavori che rivelarono la potenza geometrica di Cremona e lo indicarono 
per una delle cattedre di Geometria superiore istituite in Italia nel 1860 (un’altra, a Na- 
poli, essendo stata pure degnamente affidata al Battaglini) sono quelli sulla cubica 
gobba [9, 10], della quale varie propriety metriche e proiettive, ed il sistema nullo re- 
lative ad essa sono dedotti mediante la rappresentazione parametrica, che soltanto pin 
tardi Cremona seppe essere dovuta a Mobtus; ed i lavori sulle quadriche inscritte in 


*) Per maggiori particolari, an che rispetto ai lavori Cremoniani di cui si parla in appresso, 
vedansile commemorazioni precedentemente citate. Vedasi altresi il cDiscorso commemorativo )> 
di Enriques (Rendiconto delle Session! della R. Acoademia delle Scienze di Bologna, 1903-1904). 

■^*) Cid e pure confermato dalle aifettuose dicMarazioni fatte dal Cremona in una sna let- 
tera scritta in oocasione delle feste commemorative del 25.o anniversario (1878) della fondazione 
del Politecnico di Milano. Tvi, fra altre cose, si legge: « .... Non esagero alferraando che il Brio- 
schi mi comnnich il sacro fuoco ond’egli stesso ardeva e mi dischinse per primo gli infiniti 

orizzonti dell’alta matematica GU anni che passai con Brioschi, come scolaro e poi come 

collega neU’insegnamento, sono gran parte della mia vita; nei primi imparai ad amare la scienza, 
negli altri poi a trasfonderla in nn grande cerchio di nditori. La memoria degli uni e degli altri 
e un vincolo di affetto, di ammirazione e di gratitudine clie mi unisce a Brioschi. » Cfr. anche 
Pepigrafe dedioatoria dell’® Introduzione » e la lettera scritta da Casorati e Cremona alia 
hglia del Brioschi per le sue nozze (Queste Opere, t. I, pag. 315 e t. Ill, pag. 495.) 
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una sviluppabile di d.** elasse e sulle coniche inscritte in una sviluppabile di 3.®' classe 
[11, 12], contenenti molti teoremi metriei, particolarmente sulla specie di dette quadri- 
ehe e coniche. 

Cosi in questi come nei lavori suceessivi sulle quadriche omofocali, sulle coniche e qua- 
driche congiunte [19, 20], il metodo di dimostrazione e fondato sulla Geometria analitica, 
che Cremona applica con sagace ingegnosita, giovandosi abilmente dei perfezionamenti 
che allora vi erano stati introdotti, in particolare facendo nroficuo uso deUe coordinate 
tangenziali. E sono pure ottenute d’ordinario coll’applieazione dell’Analisi algebrica alia 
Geometria le varie soluzioni di esercizt, uscite durante lo stesso periodo (1857-60) nei 
Nourelles Annales de MatMmatiques: nelle quali soluzioni c’e inoltre da rilevare che tal- 
volta le question! proposte sono generalizzate e collegate alle nascenti teorie geometriche. 
Ci6 pub dirsi specialmente del lavoro [17],.notevole’ non solo perche vi sono esposte le 
prime cose del metodo di Grassmann e su esse sono innestate le soluzioni dei due 
problemi ivi considerati, ma anche perche vi b affermata la grande importanza di quel 
metodo, riconosciuta nella stessa Germania soltanto alcuni anni dopo. 

Cremona aveva gib, mostrato in quei suoi primi lavori la forza, I’eleganza e I’accura- 
tezza della sua mente, ma non aveva ancora trovata la sua via, nb abbracciato per intero 
il campo dell’indagine geometrica del suo tempo. Nei lavori stessi le sue ricerche sono in 
gran parte ispirate alle opere di Chasles, delle quali dimostrano o completano o accre- 
scono vari risultati. Nei 1860, salendo alia cattedra di Bologna, cHedeva eonsiglio a 
Chasles e gli sciiveva: «La mia debolezza proviene sopratutto dalla mia edueazione 
esclusivamente algebrica, e se i miei occhi si sono aperti al sole della geometria pura, io 
devo tutta la mia riconoscenza a Voi; b il vostro Aperpu, b il vostro trattato di Geometria 
superiore che io benedird sempre ! » *). La prevalente influenza della Scuola francese e spe- 
cie di quell’insigne geometra sulla prima produzione scientifiea del Cremona, se gib non 
risultasse dalle sue stesse diehiarazioni, sarebbe evidente per moltepliei segni. Caratte- 
ristica, ad es., b la reeensione dei Beitrage zur Geometrie der Lage di Staudt [8], nella 
quale, pur lodaudo I’opera egregia, si lamenta eon frasi incisive il divorzio delle proprietb 
deserittive dalle metriche e si ricorda che Chasles aveva rimproverata la medesima 
esclusivitb, sebbene non tanto esagerata, alia celebre Scuola di Monge! **). 

Perb, grazie ad insuperabili energia e eostanza di lavoro***), ben presto Cremona s’ im- 


*) Veronese, 1. o. 

**) Anche da altri fu fatta allora qxreU’osservazione suU’Opera di Staudt, della qnale sol- 
tanto pih tardi si rieonobbe 0. grande valore. 

Nella Commemorazione, pin volte citata, di Veronese si legge: 
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padroni completarnGnte anche doi niGtodi e delle ricerche della Scuolai tedesca e domino 
tutto il inovimento che portava alia formazione di una nuova dottriiia geometrica. A1 con- 
tatto dei lavori dei grandi geometri stranieri si detennino rapidamente quella evoliizione 
del suo spirito verso i metodi georaetrici puri, ai quali era disposto per natura *). II che 
si seorge gia nelle Considerazioni di storia della Cleomdria [32], pubblicate neH’oceasioiie 
dolla traduzione del trattato di Amiot fatta dal Novi e contenenti un notevole quadro 
stcrico di ricerehe geometriche antiche e moderne (ael quale sono pure ricordali i geometri 
napoletani e il metodo delle equipollenze di Bellavitis colie sue interessanti applicazioni), 
e piu aiicora si seorge nella Prolusions su ricordata, in oui le principal! conquiste faltc 
dalla Geometria nella proiettivit^ delle forme di 2 a, 3 specie e nelle forme che ne 
sono generate, vengono esposte in bell’ordine e animate da un vivissimo amore per la 
scienza, che fa dire al Cremona; " me beato se esso mi darh potenza d’infondere in 
voi, 0 giovani, quella sete di studl senza la quale nulla si fa di bello e di grande! » **). 

Dal 1861 si delineo chiaramente un nuovo indirizzo nel metodo di dimostrazione e 
nella composizione dei lavori di Cremona. Il quale accolse e segui i procedimenti geome- 
trici spogli di qualunque algoritmo e gia diffusi per opera d’insigni maestri, Poncblet, 
Chaslbs, Steiner, Stauot; ma vi diede una impronta propria, che si esplico e si perfe- 
zionb sempre di piu negli anni successivi, caratterizzata da una singolare agilita e sempli- 
cita di diraostrazioni, da una forma limpida ed eletta e da un.sentimento artistico squisito. 

Della qiiartica di 2.^ specie [28] espose in una bolla e organicatrattazione le proprieta 
scoperte da Cayi.ey, Salmon, Steiner, ed altre sue, come una costruzione lineare della 
curva, generalizzata poi ad una classe di curve in altro lavoro [SO]; della superficie gobba 
di grado fece conoscere le propriety fondamentali [27] e piii tardi (nel 1862) illustrb 
il caso osservato priraa da Chasles ***) e segnalatogli da Cayley [39]; delle sviluppabili 


« Per inolti anni a Bologna si alzo alia mezzanotte, dopo un brevissimo soniio, per atten- 
dere assiduamente a ricerche di scienza fino al sorgere del mattino, dopo di che rist-oravasi dor- 
mendo anoora qualclie poeo; ed aveudogli il lavoro soverchio date forti emicranie, egli, a cor- 
reggere i danni dei trascurati esercizi in gioventh, voile gia mature essere nuotatore, alpini- 
sta, giuocatore di bigliardo, ciclista, e raggiunse il suo fine. Voile, fortemente voile 9 . 

Nel 1872 Cremona, nella bella e vigorosa Prefazione agli Elem 67 iU di Geofmtria proiet- 
fiva, scriveva: ... diedi maggior rilievo alle proprieta grafiche che non alle metriche; mi at- 
tenni ai pTocedimeiiti della Geometrie der Lage di Stattdt piii spesso che a quelli della GSomStrie 
suv^>rieuYe di Ohasles ». 

Il programma ivi svolto riguarda le proprieta descrittive, ma Cremona avverte ohe cib 
ha fatto perche nuelle si lasciano enunciare assai facilmente, senza bisogno di ricorrere a simboli 
algebrici, e aggiunge che, nelle lezioni a eui prelude, avra riguardo ancor maggiore alle relazioni 
metriche .... e cita in appoggio alcune parole di Chasles. 

Cfr. nota del tomo II di queste Opere (pag. 44 : 7 ). 
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di 5.® ordine [36] (pure nel 1862) enuneio varie eleganti proprieta, dando in fine un note- 
vole esempio di sistema nullo d’ordine supeiriore, che e il prime conosciuto *); e sulla 
cubica gobba, intorno a cui rieerco a piu riprese dal 1859 al 1864 [13, 13, 1 7, 34, 37, 3S, 
41, 45, 50, 54], raccolse un’ampia messe di proprieta metriche e descrittive, di aicima 
delie quali aveva gi^ trattato analiticamente, rispetto ai punti e piani congiunti, alle specie 
deile coniche inscritte nella sviluppabile osculatrice e delle quadriche passanti per la 
cubica, alia determinazione della cubica stessa mediante punti e corde, a suoi casi par- 
ticolari, specialmente a quello della cubica osculatrice al piano all’infinito, ece. 

Ma la pubblieazione nella quale Cremona spiego luminosamente le eminenti quality 
del suo temperanaento artistico ed un’ampia e profonda coltura geometrica e Vlntmlu- 
zione ad una teoria geometrica delle curve piane [39], pubblicata nel 1862, trade tta poi in 
tedesco dal Curtze e in boemo dal Weyr. Nel 1852 era uscito per la prima volta il cele- 
bre trattato di Salmon, che esponeva la teoria delle curve plane con metodo mnltiforme, 
ina prevalentemente analitico e in relazione alia teoria invariantiva delle forme alge- 
briche. Cremona si propose inveee nel suo trattato di dimostrare tutti i risultati noti, 
in ispecie quelli iinportantissimi enunciati da Steiner e di aggiungerne altri nuovi coi soli 
mezzi della geometria pura. La qual denominazione ora si pub forse ossercare non essere 
del tutto appropriata, chb il metodo ivi seguito, sebbene proceda quasi seinpre coi puro 
ragionamento, tuttavia richiede necessariamente alcuni teorerai fondamentali algebriei, 
mentre il nome di geometria pura suole attribuirsi ad un organisino geonietrico affatto 
indipendente dall’algebra (Staudt, Kotteb, De Paolis, 

Cremona pervenne infatti in detta Opera, le cui imperfezioni furono in parte corrette 
in un lavoro successive [53], a dare, mediante la teoria delle curve polari che egli arricchi 
di nuove proprieta, una trattazione uniforme ed elegante di tutte le cognizioni allora 
aequisite nella Geometria proiettiva delle curve piane, in particolare del 3° ordine, ag- 
giungendone molte altre, frutto delle sue rieerehe, specialmente in relazione alle curve 
invariantive da lui chiamate Hessiana, Steineriana, Cayleyana. Ben pud dirsi che egli 
riusci, con quell’Opera, alio scopo propostosi di diffondere in Italia I’amore per le spe- 
culazioni di geometria razionale! 

Le teorie e i metodi deWMroduzione trovarono felici applicazioni in numerosi e sva- 
riati lavori pubblieati in pochi anni (1862-65). Fra questi, oltre a quelli gia ricordatie 
ad altri di minore importanza, sono da menzionare le due belle Memorie [55, 63] sopra la 
superfleie di Steiner e I’ipocicloide a tre regressi, nelle quali i teoremi seoperti da Stei- 
ner, Summer, Weiesstrass, ScHRciTBR sono magistralmente collegati, in semplici e ar- 


*) Cfr. E. Stubm, Liniengeometrie, I, (Leipzig, 1892) pag. 78. 
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moniehe trattazioni e accreseiuti di nuove proprietel, come quelle relative al tetraedro 
singolare della superficie di Steiner, e a certi poligoni circoscritti all’ipoeicloide. 


Fra i lavori del periodo ora accennato primeggiano per6, per rimportanza che ebbero 
nel progresso della Geometria moderna, le due Note sulle trasformazioni geometriehe 
delle figure piane. La prima Nota [40], del 1863, oltre il concetto generale di tali trasfor- 
mazioni, d^ le due equazioni fondamentali a cui debbono soddisfare i numeri dei punti 
di eguale moltiplicita comuni aUe curve di un piano che eorrispondono alle rette dell’al- 
tro e la effettiva costruzione, mediante curve gobbe, di quella classe partieolare di dette 
trasformazioni che si dieono di JonquiIires o isologiehe. £ giusto ricordare che JoNQUii)- 
RES aveva gi^ fatto di queste, nel 1859, un aecenno senza dimostrazione nella lettera 
d’invio {Comptes rendus, t. 49 (1869, 2.® semestre), p. 542), con cui accompagnava una 
sua memoria sulle curve gobbe rimasta inedita fine al 1864 (e poi pubblicata in riassunto 
nei Nouv. Ann. de Math., t. Ill (2.® s6rie) e integrahnente nel Qionale di Matem., vol. 
XXIII (l.®" serie)), dichiarando per5 che quelle trasformazioni offrivano qualche interesse 
per s^, ma ne acquistavano sopratutto per I’applicazione alle curve gobbe. Tale accenno 
presumibilmente sfuggi al Cremona, tanto pin che non piccola parte della sua Nota era 
appunto destinata alia determinazione di quelle partieolari trasformazioni. Cosi pure deve 
essere sfuggita al Cremona I’osservazione di Magnus nella prefazione alia Sammlung 
von Aufg. und Lehrs, aus der anedyt. Qeom. (Berlin 1833) sulla esistenza di una trasforma- 
zione nella quale alle rette eorrispondono quartiche con tre punti doppi e tre semplici, 
addotta, pare, ad esempio di trasformazioni ottenute colla composizione o ripetizione 
di trasformazioni quadratiche *): mentre nel t. 8 del giornale di Crelle (1832), come 
Cremona awerte, Magnus (al pari di Schiaparelli) concludeva invece aUe sole trasfor- 
mazioni quadratiche ed omografiche come trasformazioni biunivoehe fra due piani: il 
che fu per alcun tempo ammesso anche dal Cremona [35]. Quest! precedent! ad ogni inodo 
non tolgono a Cremona il grande merito di avere per prime eompresa tutta I’importanza 
del problema di queste tras.i.rmazioni e sopratutto di averne data la soluzione comple- 
tamente generale. 

La secouda Nota [62], del 1864, ove sono citati JonquiEres e Magnus, 6 un’aggiunta 
di gran valore alia prima, per lo studio della Jacobiana di una rete omaloidiea e per il 


*) Anche Cremona, nella introduzione alia Nota in discorso, osserva che dalla composizione 
di pih trasformazioni quadratiche nascono trasformazioni di ordine superiore al secondo. 11 
teorema inverso che ogni tale trasformazione h una composizione di trasformazioni quadratiche 
fu taoyato pit tardi quasi aimultaneamente da Clifford, Noether, Rosanes (Cfr. il lavoro 

di Clebsoh citato dopo) e, in seguito ad una obiezione di Segre, dimostrato rigorosamente 
eta Castelnuovo. 
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teorema delFeguaglianza dei numeri di due soluzioni coniugate, trovato per via indiit- 
tiva non del tutto completa, e dimostrato poi da Clebsch (Math. Ann,, Bd. 4) e da al- 
tri *). Ben a ragione quelle trasformazioni si cMamarono Cremoniane e si disse Cremoniana 
la geometria delle proprieta ehe rimangono per esse invariate! H loro studio forni nuovi 
mezzi e nuovi argomenti alle ricerche geometriche, come nelle involuzioni plane, nelle 
singolarita delle curve piane **), ecc. 

Negli anni 1866-67 Cremona, estendendo il concetto d^WIntrodmione, pubblico i Pre- 
liminari di una teoria geometriea delle superfieie [70]. Quasi contemporanea fu la pre- 
sentazione all’Accademia di Berlino della Memoria [79] sulle superfieie del 3.^ ordine 
pubblicata pin tardi nel Giornale di Crelle, la quale ottenne dall’Accademia stessa meta 
del premio fondato da Steiner ***). Quelli e questa, riuniti ed accresciuti nella tradu- 
zione tedesca di Curtze (1869), offrono una esposizione sistematica e siutetiea della teoria 
proiettiva delle superfieie con particolare applicazione a quelle di 3.® ordine, fondata 
sulle proprieta delle superfieie polari. Forse per alcuni concetti e teoremi, cosi nei Pre- 
liminari come nelVIntrodneione, si pub desiderare una piu esatta determmazione f); ma 
il saggio ordinamento della materia, la semplicitb; e Tingegnosita delle dimostrazioni e 
la limpidezza della forma renderanno sempre quei due trattati attraenti ed utili per i 
cultori della geometria, 

Nella Memoria sulle superfieie di 3.® ordine e ottenuta la rappresentazione piana di 
una tale superfieie coU’aiuto di una trasformazione birazionale (cubica) dello spazio ana- 
loga, in un eerto senso, alia quadratiea del piano, trasformazione gia considerata da Ma- 


•^) Nel 1873 le due Note, fuse insieme ed acoresciute, furono tradotte in francese dal 
Dewulf {Bullettin d, sc, mathim,, t. 5). 

Noether riferisce nel citato Hachruf che: «... als im Juni 1871 von dem Yerfasser die- 
ses Aufsatzes auf die Zerlegung beliebiger Kurvensingularitaten mittels der Transformatio- 
nen, etwa quadratisober, bingewiesen worden war, griff Cremona sogleicb den Gedanken voU 
auf. SoUte ich, bemerkte er briefliob sobon unter dem 18. Juni, in deutseber Spraobe, die er 
gelaufig sebrieb, in ZuJcnnft eine neue Ausgahe meiner geometriscTien W erlceJien uber Kurven und 
Fldchen bearheiten, so werde ich mich hestreheny auf die Lehre der Trans formationen und auf Ilir 
. , , . Verfahren die Theorie der mehrfacJien FunJete m begrunden ; was so gewiss wait besser als 
anders gelingen wirdv, 

***) Cremona ebbe nuovamente il premio Steiner, per intero e senza concorso, nel 1874, 
« als Anerkennung fur seine ausgezeicbneten geometrisoben Arbeiten ». 

•f ) Sui Freliminari anebe da osservare cbe, nella teoria dei complessi simmetricif s incon- 
brano aloune defloienze rilevate nelle note e seg.* delle note dei revisori eontenute nel 
bomo II di queste Opere (pag. 448). 
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GNUS e da Hesse; e ne 5 fatta applicazione allo studio delle curve sulla superficie *). 
AI ehe giunsero simultaneamente (come il confronto delle date facilmente dimostra) 
Cremona e Clebsch, questi avendo inveee ricavata la detta rappresentazione dalle 
form ole che esprimono la generazione (di Grassmann) della superficie per tre stelle 
proiettive. 

La rappresentazione piana della superficie di Steiner e delle superficie gobbe di 3.° 
grado [71] forni pure a Cremona semplici mezzi per dimostrare, sulla prima superficie, 
il teorema trovato analiticamente da Clebsch, essere le asintotiche di essa quartiche 
gobbe generali di genere zero, e, sulla seeonda, un teorema analogo nel quale pero le 
asintotiche sono una specie particolare di dette quartiche, cioe quelle eon due rette oscu- 
latrici: la qual specie particolare, osservata dapprima da Cayley, fu poi oggetto di una 
graziosa Nota di Cremona [75]. Cosi dalla rappresentazione piana delle superficie gobbe 
razionali con due direttrici rettilinee [7 7] Cremona trasse il nuovo e notevole teorema del- 
I’algebricita delle linee asintotiche su tali superficie, teorema dimostrato poi dal Lie 
(Cfr. Mathem. Annalen, Bd. V, p. 179) per tutte le dette superficie gobbe algebriche, 
cio^ eliminata la restrizione della razionalita. 

I precedent! lavori iniziano un altro fecondo ed importante periodo di rieerche, consa- 
crato da Cremona alle superficie rappresentabili sul piano e alle trasformazioni birazio- 
nali dello spazio. Sul primo argomento una Memoria classica di Clebsch {Math. Ann. 
Bd. 1) dava gi^, oltre a vari esempi, alcune propriety generali, ed una di Noether (ivi, 
Bd. 3) presentava il teorema generale, cosi ricco di conseguenze, della rappresentabili ta 
delle superficie ehe posseggono un fascio razionale di curve razionali; alle quali Memorie 
Cremona faceva seguire le due belle Note [88, 89] sulla superficie di 4.° ordine con co- 
nica doppia e sopra un caso particolare di essa, studiati con trasformazione quadratica 
dello spazio. Sull’altro argomento delle trasformazioni birazionali dello spazio, oltre la 
trasformazione del 2.° ordine la cui inversa ^ pure del 2.° ordine, e la trasformazione 
(cubica), cui si e accennato sopra, adoperata da Cremona per la rappresentazione delle 
superficie di 3.° ordine. erano gi^ state date da Cayley le formole per la trasformazione 
di 2.° ordine la cui inversa e del 3.° (Proc. of the London math. Soc., t. .3). Dope cio appar- 
vero quasi nello stesso tempo (1871), e certo indipendentemente I’uno dall’altro, i lavori 
di Noether e Cremona suUe trasformazioni birazionali dello spazio, particolarmente 
su quelle di 3.° grado, e sulla loro applicazione alle superficie rappresentabili sul piano. 
Lo stesso Cremona (Cfr. nota *) a pag. 258 del presente tomo) si compiace di tale coinci- 


*) E. Sttom (1. 0 .) nota nel procedimento di Cremona una lacuna consistente in ci6 che 
non ristilta rigorosamente dimostrato potersi una superficie di 3.° ordine generare con tre 
stelle ooUineari. Cfr., neUe note dei revisori del presente tomo (pag. 485), la nota [-“J. 
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denza anche in minnti particolari e tiene a diehiarare che fu invo^liato a riprendere lo 
studio delle trasformazioni birazionali dalle belle ricerche di Noether piibblicate avaiiti. 

Nei lavori di Cremcna intorno al detto argomeiito e fondamentale il metodo semplice 
ed ingegnoso, a lui dovuto, per eostruire tutti i sistemi omaJoidici ai quali pu6 appartenere 
una data superficie omaloide; metodo consistente in un opportune spezzamento del si- 
stem a lineare imagine delle sezioni della superficie con tutte le altre superficie omaloidi 
dello stesso ordine e aventi le stesse singolarita. Coiraiuto di questo metodo Cremona 
riusci, nei lavori [91], [93], [93], a presentare molteplici e svariati esempi di trasforma- 
zioni birazionali e a dare una sorgente inesauribile di nuove e interessaiiti applicazioni *). 

La trasformazione del 2.^ ordine, la cui inversa e del 4.^, fu osservata per la prima 
volta da Cremona, e fu da lui applicata a stabilire I’esistenza di una superficie del 4,° 
ordine rappresentabile suJ piano dotata di un tacnodo e tre punti doppi, primo esempio 
(dope la superficie di 3.° ordine), di superficie rappresentabili che non sono monoidi, ne 
dotate di linea multipla; le quali cose, accennate nei lavori citati dianzi, furono poi esposte 
con maggiore sviluppo in altra memoria [94]. Di quella superficie poco dopo {Nachnclh 
ten di Oottinga, 7 giugno 1871. Cfr. anche Math Ann. Bd. 33) Noether fece conoscere 
un tipo pill generale cioe con solo tacnodo, pure rappresentabile sul piano, che fu piii 
tardi (1881) oggetto di uno studio diretto di Cremona in una memoria [108] nei Col- 
lectanea mathemaliea in memnriam Dominici Chelini. 

da ricordare ancora la memoria [96], laseiata incompiuta, nella quale Cremona 
riassunse, in quella elegante veste geometrica a lui tauto famigliare, i risultati generali 
suoi e quelli di Noether (non raggiungendo forse in qualche pun to della dimostrazione 
completo rigore); ed inoltre diede tutti i casi delle trasformazioni di 2.^ ordine e parte 
di quelli del 3.^, corredandoli delle formole dirette ed inverse. A questa memoria fece 
poi seguire un’altra applicazione delle trasformazioni birazionali dello spazio alia deter- 
minazione e rappresentazione di due superficie dotate di curve cuspidali [97]. 

Come a Bologna, cosi a Milano, Cremona die prova di grande attivita scientifica. 
In vero, nei periodo ora descritto (o meglio in una parte di esso che corre circa dal 1868 
al 1870), egli rivolse le sue ricerche anche ad argomenti vari e diversi dai precedenti. 
Tali sono la bella memoria [78] sulla classificazione delle superficie gobbe di4.ograclo, 


*) Noether (1. c.) scrive: « Preilich fulirt nicht jede abbildbare Flacbe zu einer Raumtran- 
sformation; aber Cremona bat bier eine endlose Kette von neuen eindeutigen Transforma- 
tionen und von Abbildungen bergestellt, bis zu kompliziertesten und singularsten bin, die 
auf keine andere Weise vorauszuseben moglicb gewesen ware: in der Tat eine u'nerschdjpfliche 
Quelle (Math. Ann. Bd. 4). » 


Cremona, tomo III 


II 
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i lavorisulle trasformazioni birazionali delle curve [80] [81] e sugli integrali abeliani [83], 
e quelli sugli enneaedri di una superficie di 3.° ordine [84-], suile linee di curvatura delle 
superficie razionali e particolarmente delle quadriche [86], sulle tangenti doppie di una 
curva di 4,° ordine con punto doppio [90]. 

Le pubblicazioni del periodo suddetto sono rimarchevoli anche per cio, che le consi- 
derazioni analitiche vi sono poste esplicitamente a base della trattazione geometrica e 
talvolta usate metodicamente. Cremona, che aveva avuto una educazione esclusivaraente 
analitica e che poi aveva sentita fortissima attrazione per la geometria pura, non tardb 
ad accorgersi che le due forze dovevano essere associate, ed egli le associo dit'atti nel la- 
voro di ricerca, pur prediligendo d’ordinario nella redazione la forma sintetica. Fino dal 
^2 , ;.i Cx-xiBSOH, ciil quale ebbe amichevoli relazioni, scriveva: (do sono pienamente con- 

vinto circa la mutua assistenza che I’analisi e la sintesi si prestano nella geometria » *). 

Oltre al lavoro [108] dei Collectanea gi^ menzionato (1881), a due brevi Note [1 1'i], 
[113] sopra trasformazioni di G.^ordine le eui inverse sono del 4.° e del 5.° (1884) e ad una 
semplicededuzione [111] della superficie reciproca di una superficie cubica generale dalla 
sua rappresentazione piana (1885), Cremona nulla aggiunse pih sulle trasformazioni 
birazionali e sulla rappresentazione delle superficie sopra un piano; cosicehe si pub dire 
che le sue ricerche in questo campo terminarono nel 1873, all’epoca del suo trasferimento 
a Roma. Ove le oceupazioni per ricostituire la Scuola degli Ingegneri, la vita politica e 
pih tardi I’incerta salute rallentarono la sua produzione scientifica: la quale tuttavia 
si aggirb intorno a svariati argomenti e continuo a spiecare per quei pregi di lucidita, 
eleganza e felice coordinamento, che dominano in tutti i suoi lavori. Dalla rappresenta- 
zione di Noether e Lie di un complesso lineare nello spazio ordinario, egli concluse la 
teoria dei sistemi di rette di 2.° grade mediante note propriety delle superficie di 3 ° or- 
dine o di quelle di 4.° ordine con conica doppia [101], nel qual lavoro aceenno esprsssa- 
mente a eonsiderazioni di geometria iperspaziale; da un intimo studio della configurazione 
di 15 rette di una superficie di 3.° ordine con punto doppio, dedusse, in mode semplice e 
intuitive, i teoremi antichi e uuovi dimostrati da Veronese sull’esagramma di Pascal 
con eonsiderazioni di triangoli omologici [103]; dalla determinazione di particolari esae- 
dri polari rispetto ad una superficie cubica generale trasse la trasformazione della sua 
equazione a somma di sei cubi e la eostruzione del pentaedro di Sylvester [104], giungendo 
cosi a risolvere una questione posta da Clebsch (Cfr. Math. Ann., Bd. VII, p. 17), cioe 
a trovare una semplice connessione fra quel pentaedro e le 27 rette della superficie; 
e infine estese, non solo alio spazio ordinario, ma all’iperspazio, aleuni risultati di Weyr 


*) Veronese, 1. c. 
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e Darboux relativi a curve piane di ordine n passanti per tutti i punti d’intersezicne 
di n+1 tangenti di una conioa [106]. 

Col lavoro, ricordato innauzi, sulla superficie reeiproca di una superficie cubica (1885), 
Cremona cessd le pubblieazioni scientifiche *): ma la Scuola geometrica italiana, a cui 
egli aveva date origine e vital nutrimento, ebntinub sicura neH’avviato cammino, e, pur al- 
largando I’oggetto e I’indirizzo delle ricerche e accogliendo variety di metodi, serb5 inal- 
terato il gusto di quel metodo geometrico puro al quale I’aveva eduoata il grande 
Maestro. 

Ne cessarono mai in Cremona I’interesse e I’amore vivissimi per la scienza. Gi&,, fino 
dai primi anni del suo soggiorno in Roma, aveva riconosciuto che I’ambiente politico e 
le nuove occupazioni male si coneiliavano coi suoi prediletti studi. Nel 1877 aveva quasi 
acconsentito alle istanze dei Prof. Betti e Dmi di trasferirsi a Pisa (e pare ne sia stato 
trattenuto dalle vive premure del Sella e anche dall’aver potuto sostituire, come si e detto 
addietro (pag. VIII), Pinsegnamento di Maternatiebe superiori a quello di Statiea); e al- 
lora ad un suo allievo, che in qualehe modo contribuiva a detto trasferimento, scriveva 
di essergli grato « che si fosse prestato ad aiutare il suo ritorno aUa scienza pura ». 

Anche nel non breve periodo delle sue sofferenze fisiehe Cremona non tralascib mai 
di seguire il movimento scientifico. Al Prof. Segre, che fu a visitarlo nel suo studio cin- 
que giorni prima che si spegnesse, quando ancora non si era manifestata Pultima crisi, 
parlo del Tagebueh di Gauss pubblicato daJ Klein e disse parergli strano che Gauss non 
avesse pubblicate tante belle scoperte. Avendogli il Segre accennato che nell’S.® volume 
delle Opere di Gauss erano molte cose attribute ad altri scienziati e in particolare la 
pseudosfera **), Cremona, preso il volume e verificata la cosa, ne mostrd meravigiia e 
soggiunse che gli era sfuggita, quantunque avesse sfogliato con tutta eura il volume stessol 

Cremona ebbe per Pinsegnamento e per la diffusione delle idee geometriche amore 
non meno vivo di quello della scienza. I suoi numerosi corsi di Geometria superiore toe- 
carono sempre gli ultimi e pin notevoli progressi. Ad es., nel 1865-66, trattd delle curve 
piane di 3.° ordine e delle superficie cubiche; nel 1868-69, degli integrali abeliani seeondo 
il libro di Clebsoh e Gordan (onde ebbe occasione ai lavori di argomento analogo aeeen- 
nati avanti); nel 1870-71, delle superficie rappresentabili sul piano e specialmente del 

*) Nel 1900 compose la bella Commemorazione [ 114 ] di Beltrami, col quale aveva avuto 
lunga e fraterna amioizia. 

**) A pag, 265 del vol. 8.0 delle Werhe di G-Ausssi accenna prima a superficie di rotazione 
applioabili, poi ia particolare a quella cbe ha per meridiano la trattrice e che Gatjss ohiama 
Gegenstiiclc der Kugel, 
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teorema di Noether gi& ricordato (Math. Ann. Bd. 3); nel 1873-74, delle trasformazioni 
Cremoniane nel piano e nello spazio; nel 1874-75, della geometria della retta: negli 
ultimi anni, dei gruppi eontinui di Lie. 

Sono pure da menzionare i corsi di Geometria descrittiva a Bologna e di Statica gra- 
fica a Milano. Nel prime Cremona introdusse vari perfezionamenti, precorrendo a quelli 
introdotti in seguito, specialmente dal Fiedler; di ehe diede anche un saggio nella 
Nota di prospettiva [69] pubblicata col pseudonimo di Marco TJglieni. Nel secondo 
segui le idee di Culmann e vi porto notevole contributo. Ne derivarono il beH’opusco- 
letto Elemmti di Calcolo grafico (Torino, 1874), tradotto in tedesco ed inglese e la pre- 
gevole Memoria [98], tradotta in francese, tedesco ed inglese. fondata sul concetto utile 
ed ingegnoso di considerare i diagrammi reciproci della Statica grafica come proiezioni 
di due poliedri reciproci in un sistema nullo. 

Le doti di Cremona come insegnante erano la chiarezza, la precisione, Tordine, I’artc 
di presentare cose difficili in forma semplice e piana, e la dizione cletta. La sua lezione, 
preparata con grande eura, era sempre calma, la sua parola meditata e misurata, ma fa- 
cile ed incisiva, ed il suo insegnamento non solo penetrava con vigore nella mente dollo 
scolaro e ne accendeva Tamore alle verita georaetriche, ma ispirava nobili ed alte idealitii. 

Larga e benefica influenza ebbe anche Cremona nell’ordinamento e nei programroi 
delle seuole secondarie italiane. Per esse, specie per gli studi tecnici, pubblico (dal 1860 
al 1868) la traduzione degli Element! di Matematica del Baltzer *); e con Betti e Brio- 
scHi propugno e difose **) Tadozione per le seuole classiche del metodo euclidcn. 
A lui si deve I’introduzione dell’insegnamento della Geometria proiettiva, dapprima negli 
Istituti tecnici (1871), poseia nel l.° anno delle Universita (1876). Appunto per uso degli 


*) Questa traduzione evoca il ricordo di Domenico Piani, segretario perpetuo dell’Acca- 
demia delle Scienze di Bologna, uomo dottissimo, die ricevette Cremona al suo primo giun- 
gere a Bologna, « a braooia aperte », e gli fu sempre amico devoto ed affezionatissimo. Nolla 
lettera (del 26 novembre 1870) che Cremona scrisse al Presidente della snddetta Acoadomia 
(Mem. dell’Aec. stessa, serie 3.^, tomo I (1871), pp. 40-41), dopo la morte del Piani e in occa- 
sione della sua commemorazione, lettera tutta dedicata a lodare le virtu, la modestia e la col- 
tura dell’estinto, si legge: « Vorrei dire, se avessi I’arte della parola, quanto I’amicizia di Piani 
mi sia stata profittevole e benefica. L’inesauribile bont.a di quell’uomo lo traeva naturalmento 
a porre tutto il suo ingegno e la vasta sua erudizione a servizio degli amici: io non ebbi mai 
neoTso a lui invano. Per soddisfare cbi gli moveva alcuna domanda scientifica egli non rifuggiva 
dal consumare intere giornate compulsando i propri scritti o rovistando gli scaffali delle bi- 
bUoteche. Prineipalmente mi avvantaggiai della paziente e dottissima sua assistenza nell’e- 
dizione italiana che io feci degli Mlemente der McethematiJc del Baltzer, 

**) Cfr. Quests Opere, n. 82. 
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Istituti tecnici pubblico gli ottimi Elementi di Oeometria proiettiva^ tradotti in francese, 
tedesco ed inglese, nei quali segui un metodo misto per dare, come egli stesso si esprime, 
un libro assolutamente elementare e tecnico. 

II forte ingegno, Fintegrit^ del carattere e Festesa coltura, anche in argomenti estranei 
alia Matematica, fecoro apprezzare assai I’opera di Cremona nella cosa pubblica, neUa 
quale ebbe molti e svariati uffiei, come quello di Commissario governativo per riordinare 
la Biblioteca Vittorio Emanuele di Koma (1880*81) e Faltro di presiedere le Commissioni 
d’inchiesta sulle costruzioni governative di Roma e sui muraglioni del Tevere (1900). 

Nel 1879 fu nominate Senatore e nella Camera vitalizia, di cui fu anche Vice-presidente, 
acquisto presto grande autorit^ e vi spiego in pin oecasioni azione efficace ed importante. 

11 Presidente Saracco, nella commemorazione di Cremona cbe pronunci5 in Senato il 

12 giugno 1903, disse di lui, riferendosi ai due anni (1897, 1898) nei quali sostitui il Pre- 
sidente Farini malato, cbe aveva diretto i lavori del Senato « con grande abilita congiunta 
ad eguale temperanza » *). 

Memorabile e il controprogetto di legge sulla Istruzione superiore. cbe ottenne (1887) 
Fapprovazione del Senato e a cui Cremona aveva atteso con grande impegno e con 
fiducia di attuazioiie pur troppo deliisa dalle vicende parlamentari. £ pure da notare, 
fra le numerose relazioni che egli ebbe a redigere nelFufficio di Senatore, quella che 
compil5 poche settimane prima di morire, oppugnando, con vigorosa argomentazione 
e colla consueta lucidita e sicurezza, il progetto di una distribuzione delle sezioni degli 
Istituti tecnici e di alcune Scuole superiori Era i due Ministeri di Agricoltura e d’Istruzione. 

Nel 1873 G, Finali, Ministro di Agricoltura, che aveva fatto parte col Cremona della 
Commissione d’inchiesta sulla Istruzione classica e che, durante tale inchiesta, aveva 
acquistato di lui altissima stima, gli offerse il posto di Segretario generale nel proprio 
Ministero. Il Cremona dapprima accetto, ma poi si decise arinunciare, anche per le sol- 
lecitazioni del Ministro delFIstruzione pubblica, Scialoia, che desiderava conservarlo 
all’insegnamento e che lo nomino direttore della Scuola degli Ingegneri di Roma. Al- 
tro invito ebbe nel 1881 dal Sella, incaricato di suecedere a Benedetto Cairoli, per 
assumere il portafoglio della Istruzione pubblica, invito che il Cremona, amico personale 
e politico del Cairoli, rifiuto con una nobilissima lettera **). Accetto questo invito dal 
Di RudinI: ma fu ministro per pochi giorni (dalFl al 29 giugno 1898), onde furono fru- 
strate le speranze, universalmente concepite, che egli avesse a dare un indirizzo serio ed 
elevate alle cose delFIstruzione. 


*) Berzolari, 1. 0. 

**) Merita di essere qui riportata (Veronese, 1. c.); 
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Cremona appartenne pure per nioltissimi anni a] Cousigiio superiore della pubblica 
istruzioiie e ne fu aiizi per alcun tempo Vice-presidente. Socio delle pin illustri Accade- 
raie italiane ed estere, dottore honoris causa di Dublino, di Edimbiirgo e di Christiania, 
Cavaliere deH’ordi’ie civile di Savoia, cgli fu nel maggio del 1903, insignito, dall’Inipc- 
ratore di Germania, per mezzo di nn inviato speciale, deH’ordine Pour le meritc, conferito 
a pochissimi in Italia. 


II earattere di Cremona e scolpito iu qiieste poche parole *): <' Homo integro, rigido. 
ebbe forte il seiitimento del dovere e per se e per gli altri. Si pote dissentirne in qualche 
giudizio su jiersoiie o cose, ma non mai miseoiiosceriie la buona fede. Entrandogli in 
familiarita si osservavano in lui impeti di espanaiva ammirazioiie o di sdegnoso disprezzo, 
die rivelavano una natura ricea di sensibilita. avida del bello, insofferente di ogni me- 
sehinitk » Ne mai mutarono queste sue quality colie circostanze o cogli anni: Cremon \ 
fu sempre lo stesso in ogni raomento della sua vita privata e pubblica **). Ai discepnli 


Carissimo amico. 


Roma, 19 - 5 - 81. 


Tu mi facesti un’offerta, olie mi restera come uno dei piii preziosi ricordi della mia vita. 
L’essere da te stimato oapace di venirti in aiuto nella difficile impresa a oui ti eei sobbarcato 
e per me altainente onorevole e lusinghiero. 

Ma potrei io darti un aiuto efficacef aggiungerei io forza al tuo Ministero? Non lo credo. 
Ad ogni modo le mie opinioiii e i miei precedenti politic! mi vietano di pormi contro i caduti, 
associandoiiii ai successori. 

Perdona, illustre amico, se ti inando per iscritto una risposta diversa da quella die tu, per 
tua benevoleiiza, mostrasti desiderare die io ti portassi a voce, Se ricuso Talto onore non e 
per cagion tua, ma della situazione, la quale m’impone dei doveri che tu certamente vorrai 
apprezzare, pur non approvandoli. 

C'Onfido die mi restera intera la tua ainicizia, come io sard sempre 

Tutto iuo T;. Cremona. 


D’Ovidio, Gewno yiecrologico {Atti della B. acc. delle Sc. di Torino, vol. XXXVITI (1903)). 

Valgano, a conferma delle precedent! affermazioni, aiiche le due lettere S(*gueiiti, poco 
conosciute, die il Cremona pubblico e diffuse soltanto fra scolari e oolleghi; la priina indiriz- 
zata al Reggente della Universita di Bologna, la seconda al Preside della Paoolti\ mateinatica 
della Universita stessa. 

Illustrissimo Signore; 

In risposta all’invito cbe V. S, mi ha indirizzato, in data 10 aprile corroute, di presentaro 
non piu tardi del 20 dello stesso mese i temi per gU esami speoiali, ho Fonore di trasmetterle i 
programmi d’esame per la geometria descrittiva e per la meccanioa razionale: le due scienze 
che in quest’ anno ho i’incarico d’insegnare. Mi d sembrato opportune stampare (a mie spese) 
questi programmi e per comodo degli studenti e perchd, in quanto dipen da da me, non resti 
lettera morta il presoritto dal regolamento universitario. 
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suoi non risparmiava aperti e seven rimproveri per qualche impazienza nella camera, 
0 per quaiche sosta o lentezza nel lavorare. o per qtialclie traseuratezza nella redazione 
delle loro pubblicazioni, ma insieine ii eccitava e li incoraggiava forteinente e degna- 
mente, dando loro affettuosi consigli e valid! aiuti. 

Riteneva giustamente che una redazione ben fatta non poco contribiiisse al siiccesso 


Nello stesso tempo non i^osso taoere cbe mi sale il rossore al viso pensando al gindizio die 
gli intelligenti faranno di qnesti programmi si mescliini e incoinpleti, ne’ qiiali invano si cer- 
cherebbe.ro molti degli argomenti strettainente necessari per gli scopi dell’istruzione superiore, 
Ma di chi la colpa? .... Non raia, di certo. Le persone ragionevoli si persuaderanno forse che con 
tre lezioni per settimana, con frequentissime e lunghissime vacanze imposte ai professori, e con 
giovani che pnr troppo manoano in gran parte delle cognizioiii precedenti, non si fanno mi- 
racoli. Cio sia detto in quanto alle lezioni gia fatte, al tempo gia trascorso. NelPadattare poi 
i programmi alle materie non ancora esposte nella seuola, ho dovuto procedere a lume dinaso; 
imperocche, non avendo la nostra universita alcuna sorta di calendario scolastico, ne essendo 
io bene esperto di tutte le vecchie abitudini locali, non saprei fare una giusta stima delle lezioni 
che oi saranno permesse prima che incominciiio gli esami. Sul quale proposito io m’ero imagi- 
nato che convenisse interrogare per iscritto FAutorita; ma Y. S. non si e compiaoiuta rispon- 
dermi altrimenti che col farmi dire da un bidello, eonsultassi il regolameiito. Eisposta per me 
incomprensibile, dacche, a quanto io so, il i^egolamento non antorizzi venti giorni di vacauza 
a natale, ne due settimane a carnevale ed altrettante a pasqua, ne in seguito le ferie della ma- 
donna di S. Luca o delle rogazioni, e non so die altro. 

V. S. non mi reputer^, spero, troppo indiscreto se, vedendomi da pih anni preclusa la 
via a fare intero il mio dovere e a dare ai miei soolari quell’istruzione ohe le condizioni del nostro 
tempo esigono, inuovo Jamento per un tale stato di cose, e oso diiie, senza reticenze e eol 
cuore in inano, che la gioventh generosa ma inesperta e incauta ha bisogno di rieevere saggi 
e non paurosi consigli, e d’essere ammonita dalFAutorita, il rispetto alle leggi e la diligenza 
negli studi essere mezzi assolutamente necessari per divenire buoni cittadini in un paeselibero. 

Ho Fonore di riverirla distintamente. 

Bologna, 19 aprile 1865. 

Luigi Cremona 

Prof, di geometria superiore nella i*. University. 


Ill.mo Signor Preside della PacoltS* Matematica; 

Bologna, 17 aprile 1866. 

Ho ricevuto unacopia stampata della Eelaisione letta ed approvata daUa Facoltd Matema- 
tioa nelVadunanza del 1 fehbraio 1866, sulla eonvenienm ed opportunitd di mnservare e eomple- 
tare presso la E. Universita di Bologna la Seuola d- applicazione degli ingegneri. Ignoro se questa 
pubblicazione, avente carattere ufficiale, sia stata autorizzata dalla Facoltd; certo e che io non 
fui invitato a dare il mio voto in proposito. Ma comunque stia la cosa, siccome la Eelazione 
h stata divulgata per le stampe, mi veggo costretto a denunziare con pari pubblicita die, al- 
iorquando fu disoussa questa faccenda fra noi, io dissentii apertamente, come dissento tuttora, 
dal maggior numero de’ miei colleghi, si rispetto alFopportunitA della petizione die si voleva 
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di una memoria scieutifica. Ad un discepolo scrisse (nel 187]): « . . . . Scusate se vi parlo 
seaza cerimoaie, ma lo faccio perche vi voglio bene e perche desidero che non vi avvez- 
ziate a trascurare la forma. La forma, se italiana, accurata, chiara, pno raddoppiare il 
pregio di un lavoro scientifico e certamente moltiplica il numero dei lettori. II che non 
vuol mica dire che si debba essere prolissi: no; un lavoro puo essere chiaro e ben redatto, 
anche se contenga i soli enunciati; mentre un altro lavoro puo riuscire pesante, oscuro, 
intralciato, inelegante, anche se non vi sia omessa alcuna dimostrazione. » 

Egli infatti pubblico lavori che si leggono sempre con vero godimento intellettuale, e 
che fanno amare gli studi geometrici; e il suo nome, onore e vanto della nuova Italia, 
rimarra imperituro nella storia della Geometria, fra i sommi del suo tempo, non solo 
per la profondita e Timportanza delle sue ricerche, ma per la genialita dei concetti e 
della forma, e per la elegante struttura delle sue pubblicazioni. 

E. Bertini. 


fare al Governo, come anche in riguardo alia giustezza dei concetti ed alia verity dei fatti messi 
in campo per avvalorare la petizione medesima. Deb bo insomma protestare che io non sono 
di coloro che hanno approvata questa Eelasione, 

Nella quale trovo anche asserito che il Sig. prof. F. , > . L, . . . insegna, con molte altre 
cose, la geometria descrittiva e le applicazioni di essa. Non dissimulo il mio stupore a siffatta 
novella; ch^, se Tavessi saputa prima, gia avrei cercato di sciogliermi dal grave carico, che da 
pih anni mi ^ stato addossato, di dare lezioni della medesima scienza. Tuttavia, ci si potrill 
riparare in avvenire; per la qual cosa mi rivolgo a V. S. affinch^ la PacoltA e la Reggenza im- 
petrino che il Ministro della p. i. mi esima dall’insegnamento della geometria descrittiva; die- 
tro il riflesso, le mie fatiche essere in cio divenute inutili, dacche la Pacolta ha riconosciuto 
che vi provvede abbastanza T opera del Sig. L. . . . 

Ho r onore di riverirla distintamente. 

Luigi Cremona 

prof. ord. di geometria auperiore ed incaricato della geometria descrittiva. 

Rioordiamo pure che, in occasione di disordini avvenuti alia University- di Roma e di prov- 
vedimenti severi presi dal Rettore, essendo corsa la voce che questi avrebbe poi presontate 
le' dimissioni, Cremona scrisse al Rettore stesso, che si augurava che quella voce non fosse 
vera, perche quelle dimissioni, di fronte ai clamori ed aUe imposizioni della piazza, parevano 
a lui niente altro che la definitiva abdicazione diogni potestA acoademica (dalle Parole del Prof, 
G. Semeraro in Onoranze citate (Cfr. nota **) a pag. V). 
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JoMV'ixal fur die reine und angetoandte MatJiematik, Band 68 (1868), pp. 1-133. 


. . . . Es ist daraiis zu sehen, dass diese Plachen 
fortan fast eben so leiebt und einliisslieb zu be- 
baudeln sind, als bisher die Fltlchen zweiten 
Grades. 

Steiner, 

[dieses Journal, B. LIII, p. 13^1). 


Get 6crit, 6tant destine au conconrs publi6 en 1864 par l’Acad6mie royale des 
sciences de Berlin, pour le prix fond6 par Steiner, contient la demonstration de tons 
les th^oremes 6nonc^s par ce grand g^omtoe dans son M6moire Ueber die Fldchen 
dritten Grades (1856). On y trouvera, en outre de cela, tons on presque tons les rdsul- 
tats obtenus par d’autres math6maticiens qui oiit traits ce sujet; et Fauteur se fiatte 
qu’on y remarquera aussi plusieurs propri^tds qui sont dues a ses propres recberches. 

Puis, attendu que la th^orie des surfaces du troisieme ordre a son principal fonde- 
ment dans la tli6orie gdn^rale des surfaces d’ordre quelconque, aii sujet de laquelle 
on ne connait aucun trait6 g6om4trique; et que Fexposition d’un grand nombre de 
propri6t6s n’oflfre pas plus de facility pour les surfaces cubiques, que pour les surfaces 
d’ordre quelconque; Fauteur a jug6 convenable de commencer par quelques chapitres 
relatifs a ces dernieres. Dans ces premiers chapitres, il a disposd les theoremes fonda- 
mentaux touchant les surfaces polaires, les systemes de surfaces, les surfaces nodales 
conjugu^es *), etc. tout en se bornant a ce qui est susceptible d’etre appliqu^ aux 
surfaces du troisieme ordre. 


*) L’ auteur s’ est permis d’ employer les mots Ressienne et Steinerienne pour distinguer entre 
elles les deux surfaces qu’on devrait, d’apr^s Steiner, appeler conjugirte Kernfiachen. De 
m§me, il a appele simplement surface polaire d’un plan ou d’une droite, ce que Steiner avait 
nomm6 zweite Polar e. Cette derni^re diction est, sans doute, pr^f^rable en cas qu’on ait k con- 
sid^rer ( pour les surfaces d’ordre plus eievd) toute la s6rie des enveloppes polaires relatives 
aux points d’un lieu quelconque. 
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Les chapitres suivants contiennent, outre Tapplication des principes g^n^raux aux 
surfaces cubiques *), les propri6t6s si nombreuses qui r^sultent de la coincidence des 
deux surfaces nodales en une surface unique (Hessienne) de quatrieine ordre, qui pos- 
sede dix points doubles et dix droites (sommets et aretes d’un pentaedre tres-remar- 
quable), et dont les points sont conjugues deux a deux; d’ou il suit par exemple une 
transformation de figures formees par les droites et les plans qui passent par un point 
double de la Hessienne. 

En suite, on trouxera d’autres chapitres touchant les manieres differentes d’engen- 
drer une surface cubique; le systeme des vingt-sept droites, les arrangements de celles-ci; 
la g6om6trie des courbes trac^es sur une surface cubique (a I’aide de la representation 
sur un plan); les systemes de surfaces de second ordre qui coupent la surface cubique 
le long de trois coniques; les hyperboloides qui la rencontrent suivant six droites; les 
triedres conjugues, etc. On donne enfin la classification des surfaces du troisieme ordre 
(et de la douzieme classe) en cinq especes, eu dgard a la rdalitd des vingt-sept droites. 
Dans ce dernier chapitre on trouvera aussi le moyen de construire toutes les cinq espe- 
ces, auquel effet on se sert de la discussion (que nous croyons nouvelle) des cas diffd- 
rents offerts par F intersection de deux surfaces de second ordre. 

Par respect aux souhaits de FAcaddmie, on aurait dfl consacrer des recherches 
expresses a la courbe gauche du neuvieme ordre, qu’on obtient par Fintersection de 
deux surfaces cubiques. Mais, en premier lieu, il a paru a Fauteur que la gdomdtrie 
pure ne soit pas encore prdpai’de convenablement a des speculations d’une si grande 
difiacultd; et secondement, le temps lui a manqud, non seulement pour se vouer a. ces 
recherches, mais aussi pour ddvelopper davantage certains autres arguments **), et pour 
remddier aux graves imperfections dont se ressent ce travail, a cause de sa rddaction 
precipitde. En ddfaut d’une vdritable thdorie de ces courbes du neuvieme ordre, Fau- 
tem* prdsente (chapitre 8®) Fdnumdration des courbes gauches qui rdsultent de F inter- 
section d’une surface cubique avec uue surface du second ou du troisieme ordre, et 
F indication du procedd tres-simple pour etudier ces courbes dans leurs reprdsentations 
sur un plan. A la considdration de cela et des contributions apportdes a d’autres points 
de la thdorie, Fauteur ose se promettre F indulgence de FAcaddmie. 

Il nous reste a parler de F instrument de recherche, avec lequel ce travail a dtd 
conduit. Obdissant aux prescriptions de FAcaddmie et heureux d’ailleurs de pouvoir 
suivre son propre penchant, Fauteur s’est servi exclusivement de la gdomdtrie pure, 

*) On doit entendre la surface cubique ginirale, sans points multiples. A cause de F exten- 
sion et de Fimportance des matiferes traitees, le temps nous a fait dfefaut pour nous occuper 
aussi des surfaces cubiques d’une classe inf6rieure 4 la douzifeme: ce que, du reste, FAcad6mie 
semble n ’avoir pas voulu demander. 

**) Par ex. la tbdorie des surfaces qu’on pourrait appeler covariantes (art. 65 et suiv.). 
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dite (peut-etre improprement) synthdtique; et il se flatte qu’on jugera que le procedd 
uniforme et facile, qu’il a suivi dans tout le cours de cet dcrit, centre dans I’esprit 
de ces mdthodes puissantes et lumineuses qui ont valu a Steiner la ddcouverte d’un si 
grand nombre de proprietds trbs-importantes, propridtds que ce cdlebre sphinx gdomd- 
trique a Idgudes ^ ses successeurs, comme autant d’dnigines a ddchiflfrer. 

A ce propos, I’auteur declare qu’il aurait cru manquer a la probity scientifique, 
s’il se Mt born6 a ddmontrer gdomdtriquement les thdoremes de Steiner, en supposant 
connues et demontrdes les propridtds sur lesquelles ces theoreines sont naturellement 
fondds. L’ auteur a censd de son strict devoir de s’appuyer seulement sur ce qui avait 
dtd ddmontrd par la geometrie pure; et des lors, il a admis, par exemple, comme 4tant 
connues, la thdorie des courbes planes, la gdndration des courbes polaires qui demeure 
la meme pour les surfaces polaires, les formulas de M. PlCcker qui expriment les rela- 
tions entre les caractdristiques des courbes planes (car ces formules ont 6t6 d^montrees 
gdomdtriquement autre part), les formules que M. Cayley a ddduites sans calcul de 
celles de M. PlUcker et qui dtablissent des relations entre les caractdristiques d’une 
courbe gauche, etc. Au contraire, d’autres propridtes (par exemple celles, si impor- 
tantes et fdcondes, des chapitres 2® et 3®), qu’on connaissait seulement sous la forme 
d’identitds algebriques, se trouvent ici ddmontr^es par la synthese, afin qu’elles servent 
ensuite de base au ddveloppement des thdorbmes qui sont le veritable sujet de ce 
travail. De sorte que, quoiqu’en grande partie ces propri6t6s ne soient pas dnoncdes 
ici pour la premiere fois, n6anmoins elles paraitront nouvelles par leur traitement 
gdometrique. 

Du reste, e’est a I’Academie de juger jusqu’a quel point I’auteur a mis du nouveau 
et du sien propre dans ce M6moire. Ainsi, par respect a ce jugement, s’est-il abstenu 
des citations frdquentes; et il se borne a declarer ici qu’outre le Mdmoire de Steiner 
(objet du concours) et les ouvrages d’ argument gdn^ral des MM. Chasles, Hesse, Jon- 
QUiiiRES etc., il a consults les dcrits suivants qui traitent particulierement des surfaces 
du troisieme ordre: 

Cayley, On the triple tangent planes of surfaces of the third order (Cambridge and Du- 
blin Math. Journal, IV. 1849). 

Salmon, On the triple tangent planes to a surface of the third order (ibidem). 
Sylvester, On elimination, trattsformation and canonical forms (Camb. and Dub. Math. 
Journal, VI. 1851). 

|Hesse, TJeher die Doppeltangenten der Gurven vierter Ordnung (dieses Journal, XLIX. 
1854).| [^] 

Grassmann, Die stereometrischen Gleichungen dritten Grades und die dadurch erseugten 
Oberfldchen (dieses Journal, XLIX. 1854). 
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Brioschi, Intorno ad alcune proprieta delle superficie del term ordine (Annali di scienze 
mat. e fis. Eoma 1855). 

ScHLAPLi, An attempt to determine (he twenty-seven lines upon a surface of the third 
order etc. (Quarterly Journ. of Math. 11. 1858). 

Clebsch, Zur The-orie der algelraischen Flachen (dieses Journal, LVIII. 1860). 

— Ueier eine Transformation der homogenen Functionen dritter Ordnung mit vier Ve- 
randerlichen (ibidem). 

Salmon, On quaternary cubics (Philosoph. Transactions, 1860). 

Clebsch, Ueber die Knotenpunlte der Hesseschen Fldche, insbesondere bei Oberfldchen 
dritter Ordnung (dieses Journal, LIX. 1861). 

Schiaparelli, Sulla trasformasione geometrica delle figure ed in particolare sulla trasfw- 
masione iperbolica (Memorie deil’Accad. di Torino, 1862). 

August, Bisquisitiones de superfieiebus tertii ordinis (Dissert, inaug. Berolini 1862). 
ScHROTER, Nachweis der 27 Qeraden auf der allgemeinen Oberfldche dritter Ordnung 
(dieses Journal, LXII. 1863). 

Clebsch, Zur Theorie der algebraischen Flachen (dieses Jour., LXIII. 1863). 

SchlApli, On the distribution of surfaces of the third order into species etc. (Philosoph. 
Transact. 1863). 

Salmon, Analytic geometry of three dimensions, 2^ ed. (Dublin 1865). 

Avertissement. Les notes renfermdes dans les crochets carr6s [ ] out 6t6 ajoutces en jan- 
vier 1867. [»] 


Chapitre Premier. 

Les surfaces polaires par rapport h une surface foudameutale 
d’ordre quelconque. 


1. Cousiddrons une surface fondamentale quelconque, d’ordre n. Un point, pris arbi- 
trairement dans I’espace, sera le pole de w— 1 surfaces polaires, dont la premiere est 
de I’ordre n—l, la deuxibme de I’ordre w— 2, ... et la derniere est un plan. 

Nous omettons la definition de ces polaires, de meme que la demonstration de 
plusieurs proprietds qui suivent, car nous n’aurions qu’a reproduire ce qui a 6t6 ddja 
expose g6om4triquement pour les courbes planes *). 


*) Voir par ex, la Teoria geom. delle curve plane de Cremona (Bologna 1862). fQueste Onere 
n. 29 (t, I.")]. ‘ 
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De plus, notre but n’6tant autre chose que Fapplication de ces propridtds gendrales 
aux surfaces du troisieme ordre, nous traiterons presque exclusivement de la premiere 
et de la derniere polaire. 

2. Si la polaire d’un point o passe par un point o\ la {n — polaire de o' 
passe par o. Done, par trois points donnas arbitrairement dans I’espace il passe une 
seule premiere polaire, dont le pole est T intersection des plans polaires des points 
donnfe. C’est-a-dire que les premieres polaires de tous les points de Tespace forment 
an systeme lineaire *). 

Les premieres polaires qui p assent par un meme point donn6 ont [n — 1)^ points 
communs et forment un rdseau; leurs poles sont dans un plan (le plan polaire du point 
donn6). 

Les premieres polaires qui passent par deux memes points donn6s forment un fai- 
sceau, dont la base est une courbe gauche de Fordre {n — 1)^; leurs poles sont dans 
une droite (F intersection des plans polaires des points donnes). 

3. Les plans qui passent par un point donne ont leurs poles dans la premiere 
polaire de ce point, Les plans qui passent par une droite ont leurs poles dans la courbe 
gauche d’ordre {n — 1)^ commune aux premieres polaires de deux points quelconques 
de la droite **). Un plan a in — 1)^ poles: ce sont les intersections des premieres po- 
laires de trois points quelconques du plan. 

4. Le plan polaire d’un point quelconque par rapport a la surface fondamentale est 
le plan polaire de ce point par rapport aux autres surfaces polaires du meme pole. 

5. Si le pole se trouve sur la surface fondamentale, toutes les polaires passent par 
le pole et sont tangentes, en ce point, a cette surface. Le plan polaire coupe la polaire 
du second ordre {guadrique polaire) suivant deux droites qui sont osculatrices au pole, 
a la surface fondamentale et aux autres surfaces polaires; e’est-a-dire qu’au pole, les 
coniques indicatrices de la surface fondamentale et des surfaces polaires ont les m^mes 
asymptotes. Si ces asymptotes coincident ensemble, la quadrique polaire devient n^ces- 
sairement un cone; le pole est, dans ce cas, un point pardboligue pour la surface fonda- 
mentale (et pour les autres surfaces polaires). 


*) On nomme r6seau de surfaces un assemblage de surfaces du meme ordre, tel qu’il n’en 
passe qu’une seule par deux points quelconques donnas. Parmi les surfaces d’un r6seau, toutes 
celles qui passent par un m^me point donn6 forment un faisceau. 

Des surfaces du mtoe ordre forment un systeme lindaire quand il n’en passe qu’une par 
trois points quelconques donn6s. Toutes les surfaces d’un systeme lin6aire qui passent par un 
mtoe point forment un reseau*, toutes celles qui passent par deux mdmes points forment un 
faisceau. [Voir Cremona, Preliminari di una teoria geometrica delle super flcie, 42. Bologna 
1866.] [Queste Opere, n. 70 (t. 2,o)]. 

**) Nous donnons k cette courbe gauche le nom de courbe polaire de la droite demnie. 
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6. Les points de contact de la surface fondamentale avec les droites tangentes issues 
d’un point quelconque o, sont les points de la courbe d’ordre n{n — 1), intersection 
de la surface avec la premiere polaire de o. Done la classe de la surface fondamentale, 
e’est-a-dire le nombre des plans tangents qiii passent par deux points o, o', est n{n — 1)': 
ce nombre etant celui des points communs a la surface fondamentale et aux premieres 
polaires de o, o'. On voit encore que la classe d’une section plane de la surface foiula- 
mentale, ou, ce qui est la meme chose, I’ordre du cone circonscrit (le sommet etant 
un point quelconque o) est n{n — 1). 

7. Si 0 est un point de la surface fondamentale, cette surface et la premiere polaire 

de 0 se touchent en ce point; d’ou il suit que o sera un point double pour la courbe 
d’ordre n(n — 1), intersection de ces deux surfaces (6). Le cone circonscrit, de sommet 
0 , se decompose, dans ce cas, dans un cone d’ordre n{n — 1) — 2 et dans le plan jmlaire 
de o; et ce plan, dtant tangent d ce cone le long des deux droites osculatrices a la 
surface en o, coupera le mdme cone suivant n{n — 1) — 2 — 4=(u-|-2)(« — 3) autres 
droites. Parmi les droites qui sont tangentes a la surface fondamentale en un 'point donne, 
il y en a deme — 3) qui la touchent de nouveau ailleurs. 

8. Si une droite men6e par un point quelconque o de I’espace est oseulatrice a la 
surface fondamentale en un de ses points, le point de contact appartient dvidemment 
a la premiere et a la deuxieme polaire de o. Done le nombre des droites osculatrices qui 
passent par un point quelconque de I’espace est n{n — l)(n — 2). 

Le cone circonscrit, de sommet o, qui est de I’ordre w(w— 1) et de la classe n{n — 1)-, 
a done n(n — l)(n — 2) gdndratrices stationnaires. D’apres les formules connucs de M. 
PlUcker, ce cone aura en outre: 

^n{n—l){n~2){n—3) gdndratrices doubles; il y a done ce nombre de tangentes 

do%Mes qu’on pent mener par o d la surface donnee; 4:n(n — l)(n — 2) plans tangents 

stationnaires ; e’est-a-dire que ce nombre est la classe de la developpable fonnee par 

les plans stationnaires (qui touchent la surface donnde aux points paraboliques (5)); 

et -w(n— l)(n— •2)(«®— — 12) plans tangents doubles; e’est-a-dire que ce 

nombre est la classe de Venveloppe des plans bitangents (qui touchent la surface donnde 

en deux points distincts). 

En supposant la surface fondamentale sans lignes multiples, une quelconque de ses 
sections planes sera de I’ordre n, de la classe — l), sans points multiples, et par 

suite elle aura 3w(w— 2) points d’inflexion et ^n{n—2){n^—9) tangentes doubles; il y 

a done, dans un plan quelconque, ces nombres de droites osculatrices et de droites 
bitangentes a la surface donnde. 
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9. Si la surface fondamentale a un point multiple o, dont r soit le degre de multi- 
plicite, ce meme point sera multiple suivant r — 1 pour la premiere polaire d’un point 
quelconque; et par consequent la classe de la surface donnee en sera diminuee de 
r{r — If unites. 

Le meme point o sera multiple suivant r pour toutes les surfaces polaires de o; 
d’ou il suit que la polaire — sera un cone d’ordre r, et les polaires d’ordre 
raoins eievd seront indeterminees. 

Si la surface fondamentale possede une ligne multiple suivant r, la premiere polaire 
d’un point quelconque passe r — 1 fois par cette ligne. Dans notre but, nous n’avons 
pas besoin de nous arreter a chercher 1’ influence d’une ligne multiple sur la classe 
de la surface donnde. 

Nous nous bornons a observer que, si la surface donnee est le systeme d’un plan 
et d’une autre surface, et que le pole soit pris dans ce plan, la premiere polaire sera 
composde du meme plan et de la premiere polaire relative a la deuxieme surface. 

10. Les polaires du m§me ordre par rapport aux surfaces d’un faisceau, le pole 
etant un point fixe, forment un autre faisceau qui est projectif au premier. De m5rae, 
si au lieu d’un faisceau, on a un r^seau ou un systeme lin^aire, les premieres polaires 
d’un point fixe forment un reseau ou un systeme lin6aire, respectivement. 

Si par la courbe d’ intersection de deux surfaces d’ordre n, on peut faire passer 
un cone du meme ordre, le sommet de ce cone aura les mSmes polaires par rapport 
aux deux surfaces. 

11. Soit F,i la surface fondamentale donnee; o,d deux points quelconques ; Po, Po- les 
premieres polaires de o, o' par rapport a F,,; Poo' la premiere polaire de o par rapport 
a Po.; et P„.o la premiere polaire de o' par rapport a Po. Nous allons d6montrer que 
Poo' et Po'o ne sont qu’une seule et meme surface d’ordre n — 2. 

Soit E un plan mene arbitrairement par o'; et le cone dont o est le sommet, 
et la courbe (EF„) est la directrice. D’apres un thdoreme connu *), les surfaces F», 
K,» se couperont suivant une autre courbe situde sur une surface F,,,_. d’ordre n — 1 
La surface donnde appartient au faisceau determine par le cone et par le lieu com- 
pose EF,i_i; done (10) la polaire Po' appartiendra au faisceau ddtermind par le cone 
polaire de o' par rapport a K,i, et par le lieu compose EF»_ 2 , ou F „_2 soit la 
premiere polaire de o' par rapport a F,,_i; car (9) ce lieu composd est la premiere 


*) On salt que par la courbe commune a deux surfaces d’ordre n il passe un nombre inflni 
de surfaces du mgme ordre. Par consequent, si deux surfaces d’ordre n passent par une courbe 
d’ordre 7 ir (?•<«) situ6e dans une surface d’ordre r, elles se couperont en outre suivant une 
autre courbe d’ordre n(n—r), situee dans une surface d’ordre n—r. 
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polaire de o' par rapport au lieu Or la polaire P^o' coincide 10) avec la pre- 

miere polaire de o par rapport a EF,,_ 2 , done elle passera par la courbe d’ intersection 
de la surface F ,,_2 avec le plan E (9), 

Puisque la surface F„ passe par la courbe (Kh,EF,,_i), la polaire P, coincidera avec 
la polaire de o par rapport au lieu EF,,_i (10), et passera consdqueinment (9) par la 
courbe (EF,,_i). Done la surface P^-o passe par la courbe polaire de d par rapport 
ail lieu EF^_i, c. a. d. par la courbe (EF,^_ 2 ). 

On conclut d’ici que tout plan E men^ par o' coupe les polaires P,,«^ et P,v, suivant 
une seule et meme courbe d’ordre [n — 2). Done ces surfaces comcident en une senle 
et memo surface, que nous appellerons deuxieme polaire mixte des points oo\ 

II est tres-facile maintenant de passer a uii theoreme plus general, relatif aux po- 
laires d’un ordre quelconque. 

12. Des theoremes (11), (2) on tire sans peine cet autre eiionco: Si la premiere 
polaire d'lm point x par rapport a la premiere polaire d^un autre point o passe par un 
troisieme point o', la premiere polaire de x par rapport d la {n — 2) '''' polaire de o pas- 
sera par 0 . 

Et de meme un tbeoreme analogue pour les polaires d’ordre quelconque. 

13. Si la premiere polaire de o a un point double d, la premiere polaire d’un 
point quelconque x par rapport a la premiere polaire cle o passera (9) par o', et par 
consequent (12) la premiere polaire de x par rapport a la quadrique polaire de o' 
passera par o. De plus, puisque la deuxieme polaire de o passe par o', il en suit que o 
est situ6 dans la quadrique polaire de o' (2). Done, o est un point double pour la quadri- 
que polaire de o'; e’est-a-dire que la quadrique polaire de d est un cone de sommet o. 

Analoguement, si la surface polaire de o a un point double d, la surface 
(.; 2 , — r — polaire de d a un point double en o. 

14. Si le pole parcourt une droite E, de quelle classe est la devoloppable enve- 
loppee par le plan polaire? Les plans passant par un point arbitraire i out leurs poles 
dans la premiere polaire de ce point; cette surface rencontre R en n—l points; Ten- 
veloppe cherch^e est done de la classe n — 1*). Nous donnerons a cette surface la 
denomination de developpable polaire de la droite R '^*). 

Les plans tangents de la developpable qiii passent par im t^oint i sent les j)laiis 
polaires des n — 1 points on R est couple par la premiere polaire de i\ done, si cette 


Si la surface fondamentale a un point o multiple suivant r, ce point est mnltiplo suivant 
r— 1 pour la premiere polaire d’un pole quelconque (9); d’ou il suit que, si R passe par o, 
I’enveloppe des plans polaires sera de la classe n — r. 

On d^montre pareillement que la d<^veloppable polaire d’une courbe d’ ordre m est de 
la classe m{n — 1). 
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polaire est tangente a R, le point i appartient a la d^veloppable. C’est-a-dire que 

La developpaile enveloppee par les plans polaires des points d’une droite est le lieu 
des poles des premieres polaires tangentes a, cette droite. 

Chacune des droites gdndratrices de la d^veloppable est le lieu des poles dont les 
premieres polaires touchent R au mfime point. Parmi ces premieres polaires il y en 
aura une, laquelle sera osculde par R; le pole de cette polaire appartient done aussi 
a la gdndratrice infiniment voisine. Ce qui revient k dire que la courle cuspidate de la 
developpoMe est le lieu d’un point dont la premiere polaire est oscidee par R. De meme, 
la courbe noddle de la developpdble sera le lieu d’un point dont la premiere polaire a un 
double contact avec R. 

On peut tr^s-facilement determiner I’ordre de la developpable polaire et de ses 
courbes singulieres. Les points d’une droite arbitraire sont les poles d’un faisceau de 
premieres polaires; dans ce faisceau il y en a 2{n — 2) tangentes a R; done ce nombre 
est I’ordre de la developpdble, Un plan quelconque mend par R coupe les premieres 
polaires de ses points suivant un rdseau de courbes d’ordre n — 1; dans ce rdseau il 
y a 3(w — 3) courbes osculdes par R, et 2(n — 3)(« — 4) courbes touebdes par R en deux 
points distincts; par consequent, la courbe cuspidate est de I’ordre 3(w — 3), et la courbe 
noddle est de I’ordre 2(n — 3)(« — 4). 

D’apres les relations connues entre les caraetdristiques d’une d6veloppable *), on 
trouve que la courbe cuspidale a 4(w — 4) points stationnaires, c’est-l-dire qu’il y a autant 
de points dont les premieres polaires out un contact du troisieme ordre avec R; etc. 

15. Considdrons la surface enveloppee par les plans polaires des points d’une surface 
donnde S,„ d’ordre m. Les plans polaires qui passent par une droite arbitraire out 
leurs poles (3) dans une courbe de I’ordre (n — 1)^; done I’enveloppe cherchde est de 
la classe m{n — 1)^ Les plans tangents qu’on peut menerpar une droite quelconque 
a cette surface, que nous ddsignerons par K, sont les plans polaires des intersections 
de la surface donnee S„i avec la courbe d’ordre (w — 1)^ correspondante a cette droite; 
done cette droite sera tangente a K, si la courbe correspondante touebe S« . Par cons6- 
quent, si deux droites, se coupant en un point i, correspondent a deux courbes d’ordre 
in — 1)^ tangentes a S,^ j en un mdme point j [*], le point i appartiendra a K. Or, ces 
deux courbes, d’apres leur definition (3), sont situdes sur la premiere polaire de i ; done 
la surface K est le lieu d’un point dont la premiere polaire est tangente a S,,. 

Si m — \, E est I’enveloppe des plans polaires des points d’un plan donnd E et en 
mSme temps le lieu des poles des premieres polaires tangentes a ce plan. Oette surface, 
de la classe (n — 1)-, est de I’ordre 3{n — 2)*; en effet, les premieres polaires des points 

*) [Voir la Teoria geometrica delle superfide d6jA eit6e, 10-12.] 
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cl’une droite arbitraire sont coupdes par E suivant un faisceau de coiirbes de I’ordre 
n—\, et dans ce faisceau il y a 3 (w — 2)* courbes avec point double. 

Les premieres polaires des points d’lm plan quelconque cmipent E suivant iiu r6sean 

3 

de courbes d’ordre 1; or, on sait que dans un tel r^seau il y a ^ (m— 2)(w— 3)(3n'“— 9«~5) 

courbes avec deux points doubles, et 12(« — 2)(ra — 3) courbes avec un point station- 
naire; la surface K possede done une conrie nodale et une courhe cusindale, donl ces 
nombres exprinient les ordres. 

D’apres ce qui precede, si la premiere polaire d’lm point i touche le plan E an 
point i', r6ciproqnement le plan polaire de i' est tangent a K en i. Soit i' un point 
commun au plan E et a la surface fondamentale ; le plan polaire de i' sera tangent en 
i' ^ cette surface et en i a K; done la surface K est inserite dans la dhcloppahle qid 
est circonscrite d la surface fondameniale le long de sa section par le plan E. 

16. On a Tu (3) que le lieu des poles des plans passant par une droite est une 
courbe gauche d’ordre (w — 1)*. On peut de m6me demancler le lieu des poles des plans 
tangents d’une surface quelconque de la classe m. 

Si la surface donn^e est ddveloppable, elle aura m{n — 1)' plans tangents comnuins 
avec la surface de classe (w — 1)% enveloppe des plans polaires des points d’un plan 
quelconque E (15); et dfe lors, ce plan E contiendra autant de points du lieu demandd. 
Done, le lieu des poles des plans tangents d’une developpahle de la classe m est uno courhe 
gauche d’ordre m{n — 1)®. 

Si la surface donnee n’est pas ddveloppable, elle aura m{n — 1) plans tangents 
communs avec la d4veloppabIe de classe n — 1 form^e par les plans polaires des points 
d’une droite quelconque R (14); d’ou il rdsulte qu’une droite quelconque contient m.{n — l) 
points du lieu demands. Ainsi le lieu des poles des plans tangents d’une surface quclcongue 
de la classe m est une autre surface d’ordre m{n — 1). 

Chapitee DEtrxriiME. 

Systfemes de surfaces d’ordre quelconque. 

17. Si Ton se donne deux faisceaux projectifs de surfaces d’ordre et respecti- 
vement, le lieu de la courhe d intersection de detac surf aces correspondantes est une surface 
d’ordre n^+n^, qui passe par les courhes d’ordre nf et »i, bases des faisceaux donnes. 

En un point quelconque de la premiere base, la surface d’ordre ni-\-n.i est touchee 
par la surface d’ordre n„ qui correspond a la surface d’ordre n^ passant par ce point. 

18. Soient donnas trois faisceaux projectifs de surfaces d’ordre u,, %resp. Les 

deux premiers faisceaux engendrent (17) une surface d’ordre de meme, le 
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premier et le troisieme faisceau donnent une surface d’ordre ni-j-ng. Ces deux surfaces 
passent par la courbe d’ordre nf, base du premier faisceau, et par suite elles se coupe- 
rout suivant une autre courbe d’ordre (% -j- %) (wi -H W3) — nf, qui passe evidemment 
par les n\{ni-\-n^ points ou la base du premier faisceau rencontre la surface engendrde 
par les deux autres faisceaux, etc. Done 

Le lieu des points ou se coupent irois surfaces correspondantes de trois faisceaux pro- 
jectifs d’ordre n-i, n%, n^, est une eourie gaucJie d’ordre gwi a ni(%-f-«3) 

points communs avec la hase du premier faisceau, etc. 

19. Soient donnds quatre faisceaux projectifs de surfaces d’ordre ni, n%, M3, resp. 
Le troisieme et le quatritoie faisceau engendrent (17) une surface d’ordre n^-^n^ qui 
passe par la base du troisieme faisceau et a par suite n%{ni-\-n^ points communs avec la 
courbe d’ordre M2M3-I-M3M1-I-W1M2 engendrde (18) par les premiers trois faisceaux. Done, 
cette courbe et cette surface se couperont en (M3-t-n4)(%M3-j-W3Mi-|-MiM2) — n\{ni-\-nf} 
autres points, e’est-a-dire que 

II y a M2M3M4-j-MiM3M4-j - dowt chacun est commun d quatre 
surfaces correspondantes de quatre faisceaux projectifs d'ordre n\,n%,n%,n 4 ^. 

20. Dans un faisceau de surfaces d’ordre n, combien il y en a qui soient doudes d’un 

point double? Prenons quatre points arbitrairement dans I’espace; leurs premieres 
polaires forme rout (10) quatre faisceaux projectifs d’ordre m— 1. Si une des surfaces 
denudes a un point double, la premiere polaire d’un pole queleonque passe par ce point; 
et par consequent les points doubles sont les points de I’espace par lesquels passent 
quatre surfaces correspondantes des quatre faisceaux de polaires. Le nombre des surfaces 
du faisceau donne, qui ont un point double, est done (19) 4(m 1) . 

21. On demande le lieu des poles d’un plan par rapport aux surfaces d’ordre n dun 
faisceau. Soient a, h, c trois points pris arbitrairement dans le plan donnd; si x est le 
pole du plan ale, rdciproquement (2) les premieres polaires de a, 6, c passent par w. 
Or, les premieres polaires de a, h, c forment trois faisceaux projectifs d’ordre m — 1; le 
lieu chercbe est done (18) une courle gauche d’ordre 3 {n 1)^, qui passe par les 4 (n 1) 
points doubles (20) du faisceau donne. 

22. Soient donnds deux rdseaux projectifs de surfaces d’ordre ni, n^; un faisceau 
queleonque, compris dans le premier rdseau, et le faisceau, qui lui correspond dans 
I’autre rdseau, engendrent une surface d’ordre ni-\-ni. Les surfaces forment 
elles-m&mes un rdseau. Soient, en effet, a et b deux points arbitraires dans I’espace. 
Par a passent deux surfaces correspondantes E, E' des deux rdseaux; et de meme, 
deux autres surfaces correspondantes Q, Q' passent par b. Les surfaces (E, Q), (E , Q ) 
ddterminent deux faisceaux projectifs, a I’aide desquels on pent engendrer la surface <E>i: 
la seule qui passe par a et b. 
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Soit P, P' une autre couple de surfaces correspondantes des deux rfeeaux, qui 
n’appartiennent pas resp. aux faisceaux (RQ), (R' Q'). Les faisceaux (P R), (P' R') engen- 
dreront une autre surface et de meme les faisceaux (QP), (Q'P') une troisieme 
surface ^>3. Les surfaces ^2 passent par la courbe RR' d’ordre elles ont done 
une autre courbe commune, de I’ordre (W1 + W2)* — nin%. Un point quelconque de cette 
courbe, consider^ comme situd sur d»i, est commun a deux surfaces correspondantes 
S, S' des faisceaux (RQ), (R'Q'); et le meme point,- considdre comme situd sur 
appartient aussi a deux surfaces correspondantes T, T' des faisceaux (PR), (P'R'). Les 
deux faisceaux (PQ), (TS), appartenant a un meme rdseau, ont une surface commune U, 
a laquelle correspondra, dans I’autre rdseau, une surface U' commune aux faisceaux 
(P'Q'), (T'S'); d’o-u il suit que tout point de la courbe d’ordre nf-|-w|+niW2, savoir tout 
point commun aux surfaces S, S', T, T', est un point commun aux bases des faisceaux 
(TS), (T'S'), et par consdquent il est commun aux surfaces U, U'. Done cette courbe 
d’ordre commune aux surfaces <J>i, d>2, est situde aussi sur d>3, et peut 

etre regardde comme base du rdseau des surfaces (Ce rdseau est ddtermind par les 
trois surfaces $1, ^2, ^3, lesquelles n’appartiennent pas au meme faisceau, car 4 >s ne 
contient pas la courbe RR'). 

Concluons done que les surfaces d'ordre «i+W2, sur lesquelles sont situees les eourbes 
d’intersection des surfaces correspondantes de deux reseaux projectifs d’ordre ni,ni, for- 
ment un reseau et passent toutes par une meme courbe gauche de Vordre n\-\-n%-\-nin2. 

Deux surfaces P, Q du premier rdseau donnd se rencontrent suivant une courbe 
d’ordre wf, a laquelle correspond une courbe P'Q' d’ordre n\ dans I’autre rdseau. Ces 
deux eourbes, en gdndral, ne se coupent pas; mais pour celles qui se coupent, les points 
d’intersection appartiennent dvidemment a la courbe d’ordre n\-\-nl-\-nini. Autre- 
ment; chaque point de cette courbe est commun aux bases de deux faisceaux correspon- 
dants, au lieu que par un point arbitraire de I’espace ne passe plus qu’une couple de 
surfaces correspondantes. 

23 . Trois reseaux projectifs de surfaces d’ordre n^, W2, n-i resp. Hant donnes, quel est 
le lieu d’un point par lequel passent trois surfaces correspondantes? Soit G une droite 
arbitraire, x un point quelconque de G. Par x passent deux surfaces correspondantes 
des premiers deux rdseaux; la surface correspondante du troisieme rencontrera G en «3 
points od. Si Ton fixe arbitrairement un point x' sur G, les surfaces du troisieme rdseau 
qui passent par d ferment un faisceau, auquel correspondent, dans les autres rdseaux, 
deux faisceaux qui, dtant projectifs, engendrent ( 17 ) une surface d’ordre 
Cette surface coupera G en Wi-(-W2 points x. Il y aura done, d’aprds un lemme connu, 
(«i+W2)+W3 coincidences de x avec x', c’est 4 -dire que le lieu cherche est une surface 
de I’ordre Wi-j-Wj-j-Ws. 11 est dvident que cette surface passe 1.® par un nombre infini 
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de courhes gaudies d^ordre n 2 n^'-\- n^ni~{~nin^^ chacune desquelles est engendree (18) $ar 
trois faisceaux correspondants dans les trois reseaux donnes; par les points com- 
muns aux surfaces du premier reseau^ et de meme pour les aufres reseaux ] 3.® par la 
courhe d^ordre nl-{~nl-\-nin 2 engendree {22) par les deux premiers reseaux; et de meme 
pour les autres combinaisons binaires des trois reseaux, 

24. On donne quatre reseaux projectifs de surfaces d’ordre ni, resp.; 

cherchons le lieu d’un point ou se coupent quatre surfaces correspondantes. Les 
surfaces correspondantes des premiers trois r6seaux se coupent sur une surface (23) 
d’ordre % + et de meme le premier, le deuxieme et le quatrieme reseau don- 

nent une surface d’ordre Ces deux surfaces ont en commim la courbe 

d’ordre engendree (22) par les premiers deux reseaux, elles se couperont 

done suivant une autre courbe d’ordre (ni+%+%) (ni -|-?^2 + ? 24 ) — (wf+nf+^^i^); 
d’ou il suit que 

Le lieu d^un point par leguel passent guatre surfaces correspondantes de quatre reseaux 
projectifs d'ordre ni,n 2 ,n 3 ,n 4 est une courbe gauche de Vordre 


n^nz -\-nzni~\r ni % + ^1^4 + % W4 + W3 M4 . 

Cette courbe contient evidemment un nombre infini de systemes de n 2 nzn 4 -\-nin^n 4 
-\-n 1 n 2 n 4 -\-nin 2 nz points, chaque systeme 6tant engendr^ (19) par quatre faisceaux 
correspondants dans les r6seaux donn6s. 

25, Bans quel lieu sont distribues les points doubles des surfaces d^un reseau d^ordre 
n? Les premieres polaires de quatre points arbitraires de I’espace (20) forment quatre 
reseaux projectifs d’ordre n — 1, dans lesquels les surfaces correspondantes se coupent, 
quatre a quatre, sur une courbe gauche (24) de Vordre 6(^ — l)^ Cette courbe est done 
le lieu demandL Elle contiendra evidemment les i[n — 1)^ points doubles de chaque 
faisceau compris dans le r6seau donn6. 

26. De quel ordre est le lieu d’un point x, dont les plans polaires par rapport a 
deux surfaces d’ordre [r, v se coupent sur une droite fixe G? Si les plans polaires de 
X passent par un point y de G, r6ciproquement les premieres polaires de y se couperont 
en X, Si y parcourt la droite G, les premieres polaires de y forment deux faisceaux 
projectifs d’ordre [i — l,v — 1, qui engendreront (17) une surface d’ordre ir + v — 2. 
Cette surface est done le lieu demand^. 

Tout point commun a cette surface et a la courbe d’ordre [rv, intersection des sur- 
faces donn^es, a pour plans polaires les plans tangents, au meme point, aux deux 
surfaces; la droite commune a ces plans est done tangente en ce point a la courbe. Or, 
cette droite est rencontr^e par G; il y a done autant d’intersections de la surface 
d’ordre — 2 avec la courbe d’ordre (iv, que de tangentes de cette courbe rencon- 
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tr4es par G; c’est-a-dire que les droites tangentes d la courhe d'inter section de deux 
surfaces d’ordre [jl, v forment une developpable de I’ordre p.v(p.-|-v — 2). 

27. Eevenons maintenant aux surfaces Og (22), que nous avons vues se couper 

suivant deux courbes, dont Pune est de I’ordre nxn« et I’autre est I’intersection 

de deux surfaces d’ordre nx,'th. La surface, lieu d’un point dont les plans polaires 
par rapport a (f>i, $2 se coupent sur une droite donnee, est (26) de I’ordre 2 («i+k. 2 — 1) 
et rencontre la premiere courbe, non-seulement aux points ou celle-ci est touchde par 
des droites croisdes par la droite donnde (soit r le nombre de ces points, savoir I’oi'dre 
de la developpable osculatrice de cette courbe), mais encore aux joints (soit s leur 
nombre) m, la premiere courbe est rencontree par Vautre. En elfet chacun de ces points 
est un point de contact entre 4>i et 4*2, et par suite il a meme plan polaire par rapport 
a ces surfaces. Nous aurons done 

[— W2 — l)(^i ”1“ 

En faisant le meme raisonnement pour la deuxieme courbe, et en observant que pour 
celle-ci I’ordre de la ddveloppable osculatrice (26) est WiW 2 (wi + M 2 — 2), on aura 

2 («i + W2 1)%M2=WiW2(Wi-|-W2 — 2 )-|-s, 

d’ou Ton tire 

r=2(«!?+«i)(wi-|-re2— 1) ■^nxni{nx-{-ni—2) *). 

28. Considdrons de la meme maniere les deux surfaces d’ordre ni-{-ni-\-n^ et 

(24) qui se coupent suivant deux courbes, dont Tune est de I’ordre 
“1“ W 2 ®t 1 autre de 1 ordre n^n^~\-n^nx~\~nin~ 2 ~\~nin^~\-n 2 ri^~\~'nxintx, Soit 
I’ordre de la ddveloppable osculatrice de la derniere courbe, et s' le nombre des inter- 
sections des deux courbes; nous aurons, comme ci-devant, 

(2 + 2 ^2+% + >*4 — 2) (»2W3+ + ...) = / +s', 

(2«i+2m2+?«3 +^*4 — ‘^){nl-{-nl-\-nxnf) =r-\-s', 

et par consdquent 

$'= (ns + nf) (nl mI -f Wj n^) + % % (mj -j- %) , 

r'= (w2n3-f- W3%4- . . .) (ni -f- %-f- W3 -f- — 2) -f- (M2M3W4 + n^nsni -^-. . . ). 


*) SALMON; Analyt. Geom. of three dimensions , 2 ed., p. 274. 
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29. Soient donnas cinq reseaux projectifs de surfaces d’ordre Wi, Wo, ... % resp.; on 

demande en combien de points se coupent cinq surfaces correspondantes. Les deux 
premiers reseaux, combines successivement avec les autres, donnent (23) trois surfaces 
d’ordre Wi + n 2 + W3, Wi + %+^5 resp. qui passent toutes par la courbe 

d’ordre w?+ni-|-%W 2 , engendrde (22) par les deux premiers reseaux. De ces trois surfa- 
ces, les deux premieres se rencontrent suivant une autre courbe qui (28) a s' points com- 
muns avec celle mentionn6e tout-a-l’beure ; done cette autre courbe, qui est de i’ordre 

+ + rencontrera la troisieme surface en (%m 3 +w 3 «i+. ..) (>?i+W 2 +%) — s' 

autres points. Done: 

II y a %n2?^3 + ^i%W 4 -|-• •• + points, cliacun desqiiels est situe d la fois sur 

ciny surfaces correspondantes de cinq reseaux projectifs d^ordre ni, 

30. Quel est le lieu des poles d’un plan donne par rapport aux surfaces d^ordre n 
d'un reseau? Soient a, h, c trois points arbitraires du plan donn6 (21); les premieres 
polaires de ces points forment trois reseaux projectifs d’ordre n — 1; le lieu demand^ 
est done (23) une surface de Vordre 3(n — 1), qui contient un nombre infini de courbes 
gaudies d*ordre S{n — 1)^, chacune de celles-ci dtant le lieu des poles du plan donn^ 
par rapport aux surfaces d’un faisceau (21) contenu dans le reseau proposd. 

La courbe d’intersection de la surface d’ordre 3(^z — 1) avec le plan donnd est 
^videmment le lieu des points ou ce plan est tangent aux surfaces du reseau. 

31. Quel est le lieu d’un point qui ait meme plan polaire par rapport a une surface 
fixe d’ordre w et a une des surfaces d’un reseau d’ordre m? Soit x un point pris 
arbitrairement sur une droite quelconque G; X le plan polaire de x par rapport a la 
surface fixe. Le lieu des poles de X par rapport aux surfaces du reseau est (30) une 
surface qui rencontrera G en 3(m — 1) points x', Inversement, si d est un point quel- 
conque de G, les plans polaires de x par rapport aux surfaces du reseau forment un 
autre reseau, e’est-a-dire qu’ils passent par un meme point; et par suite il y en aura 
n — 1 tangents a la developpable (14) polaire de G par rapport a la surface fixe. 
Ces n — 1 plans sont les polaires (par rapport a la surface fixe) d’autant de point rr 
de G. Le lieu demande sera done une surface de Fordre 

3 (m — l)-[-M — l=3m-j-n — 4. 

Tout point commun a cette surface et a la surface fixe est situ6 dans son plan polaire; 
done le lieu des points de contact entre une surface d^ordre n et les surfaces d\m reseau 
d^ordre m est une courbe gauche d^ordre n{3m-\-n — 4). 

32. On se donne un faisceau de surfaces d’ordre n et un reseau de surfaces d’ordre 
m ; et on demande le lieu des points de contact entre les surfaces du faisceau et celles 
du reseau, Ce lieu passe par la courbe d’ordre , base du faisceau, car les surfaces du 
rdseau qui passent par un point de la base forment un autre faisceau, dans lequel 


Cremona^ tomo IH. 


2 
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il y a une surface qui touche une des surfaces d’ordre n*). De plus, chacune de ces 
dernieres surfaces contient une courbe d’ordre — 4), lieu des points de con- 

tact entre cette surface et celles du r^seau (31). D’ou il suit qu’une surface quelconque 
du faisceau donne rencontre le lieu demande suivant une courbe (composee) d’ordre 
ce lieu est done de Vordre 3m + 2w — 4. 

Si n = m, et que le faisceau et le r^seau aient une surface commune (ce qui arrive 
lorsque I’un et I’autre font partie d’un meme systeme lin^aire), cette surface appartient 
tout entiere au lieu, D’ailleurs, toute surface passant par la courbe commune a deux 
surfaces d’un systeme lineaire appartient a ce meme systeme; et si deux surfaces d’un 
faisceau out un point de contact, ce point est double pour une autre surface du 
faisceau; done 

Le lieu des points de contact des surfaces d\m systeme lineaire d’ordre n, on bien le 
lieu de leurs points doubles, est une surface de Vordre 4:(n — 1). 

33. Cherchons le lieu d’un point dont le plan polaire par rapport a une surface 
fixe d’ordre n coincide avec le plan polaire par rapport a une des surfaces d’un faisceau 
d’ordre m. Soit E un plan arbitraire; x un point quelconque de ce plan; X le plan 
polaire de x par rapport a la surface fixe; le lieu des poles de X par rapport aux 
surfaces du faisceau est une courbe (21) qui rencontre E en 3(m — 1)^ points x\ Edci- 
proquement, si x' est pris arbitrairement dans E, les plans polaires de x' par rapport 
aux surfaces du faisceau forment un autre faisceau, dans lequel il y a {n — if plans 
tangents a la surface enveloppe (15) des plans polaires des points de E par rapport 
a la surface fixe; et ces (n — 1)^ plans sont les polaires d’autant de points x de E. 
Si le point x decrit une droite quelconque en E, le plan X enveloppe (14) une d^velop- 
pable de la elasse n — 1, au lieu que les plans polaires des points de la meme droite, 
par rapport aux surfaces du faisceau, enveloppent une surface de la elasse 2(m — 1): en 
effet, cette droite est tangente a 2{m — 1) surfaces du faisceau. Il y a done 2{m — l){n — 1) 
plans, chacun desquels a sur la droite consid^ree un pole par rapport a la surface 
fixe et un pole par rapport a une des surfaces du faisceau ; e’est-a-dire que, si x decrit 
une droite, le lieu de x' est une courbe de I’ordre 2(m — l){n — 1). Par consequent, 
d’apres un th6oreme connu **) [®], le plan E contient S{m—lf+(n—lf+2(m—l){n—-l) 

*) Lorsque les bases de deux faisceaux de surfaces out un point commun o, il y a toujours 
une surface du premier faisceau et une surface du second, qui se touebent en o. En efifet, les 
plans tangents en o aux surfaces du premier faisceau p assent par une meme droite, qui est 
la tangente en o Ala courbe-base de ce faisceau; de meme pour Tautre faisceau. Par consequent, 
le plan qui contient les droites tangentes en o aux deux courbes-bases touchera, en ce point, 
une surface de chacun des deux faisceaux. 

**) Supposons que, dans un plan donnd, A un point quelconque x correspondent deux courbes 
d ordres |i et v resp., qui se coupent en p points cc'; de manifere qu’au point x correspondront 
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points X, chacun desquels coincide avec un des points correspondants autrement, 
le lieu clierch6 est une courbe gauche dont I’ordre est exprime par ce nombre. Cette 
courbe passe par les 4{m — 1)^ points doubles (20) du faisceau donne, car le plan polaire 
d*'un point double, par rapport a la surface a laquelle celui-ci appartient, est ind^ter- 
inin6 (9). 

Des intersections du lieu trouv6 avec la surface fixe, on d6duit que dans un faisceau 
d'ordre m il y a — — l)"4-2(m'- 1) (n — 1)) surfaces qui out un point de 

contact avec une surface donnee d’ordre n, 

34. Deux systemes (lineaires) projectifs de surfaces d^ordres ni et resp. donnent 
lieu d un nomhre infini de surfaces Wordre chacune desquelles est engendree 

(17) par deux faisceaux correspondants. Soient P, Q, R, S, ... des surfaces du premier 
systeme, et P', Q', R',. S', ... les surfaces correspondantes de I’autre systenie. Les trois 
couples de faisceaux correspondants (PQ), (P'QO^ (PS), (P'S') engendrent 

trois surfaces d’ordre ni-\-nz qui passent toutes par la courbe PP d’ordre Uin^^ et 
par suite*) ont {ni-\-n^{^i-\-nf) autres points communs. Chacun de ces points est 


|jLv points x\ Reeiproquement, supposons qu’aux courbes (jx) passant par un point ac' correspon- 
dent les points x d’une courbe d’ordre et qu’aux courbes (v; passant par le m^me point 
.c' correspondent les points x d’une courbe d’ordre v ; d’ou il s’ensuit qu ^ un point x corre- 
spondent points X. Consid6rons les points x d’une droite; les courbes correspondantes 
k ces points forment une s6rie d’indiee fx' (suivant la denomination de M. JoNQUii:RBs), et les 
courbes (v) correspondantes aux m^mes points forment, de mtoe, une s6rie d’indice et le lieu 
des intersections od des courbes correspondantes est (par un theor^me du au m6me geometre) 
une courbe d’ordre Analoguement, si d6crit une droite, le lieu de x est une courbe 

d’ordre ^xv' + 

Si le point x est situe dans sa courbe correspondante (jx), quel est le lieu de £C? A 
un point quelconque cc d’une droite arbitraire Q correspond une courbe (|x) qui coupe & 
en IX points cc'-, au lieu qu’a un point 02' de la m^me droite correspond une courbe (|x 0 qui 
coupe G en ix^ points j;. Le lieu demand^ est done de i’ordre jx+|x\ De meme, si 02 doit etre 
situ 6 dans sa courbe correspondante (v) , le lieu de 02 est une courbe de I’ordre v+v'. Les 
intersections de ces courbes sont 6 videmment les points x dont chacun coincide 
avec un des points correspondants 02^ Or on a identiquement p+ ix'v^+(jx'/ 4 -lj.S)-=(lx +^0 
done: si, dans un plan, on a deux systemes de points correspondants, tels qu’^ chaque point du 
premier systeme correspondent a points de I’autre; qu’^ chaque point du second systeme cor- 
respondent ^ points du premier; et qu’une droite quelconque contienne t couples de points 
correspondants, il y aura a + ^ + T Vomts doubles (Salmon, AnaL Geom. of three (ftm. p. 511 ). 

*) Deux surfaces d’ordre n^ + n^ passant par une courbe d’ordre se coupent suivant 

une autre courbe d’ordre nl+nl+ 7 i^no^ qui rencontre la premiere ( 27 ) en { 7 ij + n^) points. 
D’ou il suit qu’une autre surface d’ordre ^1 + % passant par la meme courbe d’ordre 
rencontrera la deuxi^me courbe en (^1 -1“%) (w 3 -|-yi|+yz-i%) ■— ^(^1 + ^3) H+^|) 
points non situ^s sur la premiere. 
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situ^ sur des surfaces Qi, Ri,Si, appartenant resp. aux faisceaux (PQ), (PR)i (PS), et 
aussi sur les surfaces correspoiidantes Q'l, R'l, S'l, qui appartiendront aux faisceaux 
(P'Q'), (P'R'), (P'S') resp. Done, le point considere est coramun aux bases des faisceaux 
(QiRi), (Q'lR'i); dont le premier a une surface commune avec le faisceau (QR), et le 
second a une surface commune avec le faisceau (Q'R'). Oes deux surfaces etant corres- 
poiidantes, il en suit que le point, dont il s’agit, est situ6 sur la surface d’ordre Wi + nj, 
engendrbe par les faisceaux (Q R), (Q' R'). Tonies ces surfaces d’ordre -|- % out done 
en commim les (nj -f-n2)(Mi’4-M|) points ci-dessus meutionn^s. Far cJiacun de ces points 
passe un nombre infini de faisceaux correspondants ; en d’autres termes, cliacun de ces 
points est commun d toutes les surfaces de deux reseaux correspondants. 

35. Soient donnes trois systemes (lineaires) projectifs de surfaces d’ordres «i, n^, n^, 
resp. Un r^seau quelconque du premier systeme, combine avec les reseaux correspou- 
dants dans les autres systemes, donne (23) une surface ^ d’ordre nj + Ms-j-Ws. Toutes 
ces surfaces W forment un nouveau systeme linbaire. Soient, en elfet, a, h, c trois points 
arbitraires dans I’espace. Les surfaces (nj passant par a forment un r5seau ; dans le 
rbseau correspondant du deuxibme systeme il y a un faisceau de surfaces qui passent 
par a; et dans le faisceau correspondant du troisieme systeme il y a une surface qui 
passe par a. C’est-a-dire qu’il y a trois surfaces correspondantes P, P', P" qui passent 
par a. De meme, il y aura trois surfaces correspondantes Q, Q', Q" passant par b, et 
trois surfaces correspondantes R, R', R" passant par c. Ces surfaces d^terminent trois 
rbseaux projectifs (PQR), (P'Q'R'), (P''Q"R"), qui engendreront une surface ^4, la seule 
qui passe par a, b, c. 

Soit S, S', S" une autre terne de surfaces correspondantes, qui n’appartienuent pas 
aux trois r6seaux mentionnes. Les ternes de reseaux correspondants (QRS), (Q'R' S'), 
(Q''R'-'S''); (RPS), (R'P'S'), (R"P"S’'); (PQS), (P'Q' S'), (P"Q"S") engendreront trois autres 
surfaces 'Pi, *1^3 • Les surfaces *Fi, 1’2 contiennent lacourbe d’ordre 
engendree (18) par les trois faisceaux correspondants (RS), (R'S'), (R"S"); elles se cou- 
peront done suivant une autre courbe de I’ordre (^Ji-fwa-j-Ws)^ — 

Un point quelconque x de cette courbe, considere comme appartenant a ^1 , est com- 
inun i trois surfaces correspondantes A, A', A" des trois reseaux qui engendrent Vi ; 
et analoguement, le meme point x, consid4r6 comme situ6 sur ¥2, sera commun a trois 
surfaces correspondantes des trois reseaux gen6rateurs de 'F2- Or, le reseau 

(P Q S) et le faisceau (A B), faisant partie d’un meme systeme lin^aire, ont une surface 
commune C, a laquelle correspondront, dans le deuxieme systeme une surface C' com- 
mune au rbseau (P'Q' S') et au faisceau (A'B'), et dans le troisieme systeme une surface 
C" commune au reseau (P"Q"S") et au faisceau (A"B"). Par consequent, le point x, etant 
situe sur les surfaces A, A', A", B, B', B", c’est-a-dire sur les bases des faisceaux (A B), 
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(A'B'), (A’'B"), sera un point comraun aux surfaces C, O', 0", et par suite commun a 
trois surfaces correspondantes des rdseaux (P Q S), (P Q' S'), (P" Q" S") ; ce qui revient 
a dire que x est un point de ^^3. On ddmontre de la m§me inani^re que x est situe 
sur done toutes les surfaces ^ formeni un systems lineaire ef passeni far la courie 
d’ordre n\ + nl-\-nl 4- %M3 + >*3 -f" • 

Cette courie est, d’apres ce qui precede, le lieu d'un point on se croise une infinite 
de ternes de surfaces correspondantes', en d’autres termes, le lieu d'un point commun 
aux couries-bases de trois faisceaux correspondants ; ou bien encore, le lieu d'un point 
commun a trois courbes d’ordres wf, W3, correspondantes dans les systemes donnes. 

Cette mSme courbe contient dvidemment les (ni -]-%)(«! 4- w|) points engendres (34) 
par les deux premiers systemes; et de meme pour les autres combinaisons binaires 
des systemes donnds. 

36. On se donne quatre systemes (lindaires) projectifs de surfaces d’ordres Mi, n^, 
ns, resp. et on demande I’ordre du lieu d’un point commun a quatre surfaces corre- 
spondantes. Soit Gr une droite arbitraire et x un point quelconque de G. On peut faire 
passer par x une (seule) terne de surfaces correspondantes des trois premiers systemes 
(35); la surface correspondante du quatrieme systeme coupera G en M4 points x'. E4ci 
proquement, si Ton prend arbitrairement un point x' sur G, les surfaces (»4) passant par 
x' forment un rdseau, et les r^seaux correspondants dans les trois premiers systemes 
engendrent (23) une surface qui rencontrera G en Wi4-%4-W3 points x. Done 

Le lieu d’un point ou se coupent qtiatre surfaces correspondantes de quatre systemes 
lineaires projectifs d'ordres ni, n^, ns, M4 est une surface de I’ordre Wi 4-%+M3 + «4- 

Cette surface contient dviderament une infinite de courbes gauches d’ordre W3«34' 
+ cbacune desquelles est engendrde (24) par quatre 

rdseaux correspondants. La meme surface passe par la courbe d’ordre wf4-’»i+«3 + 
-[-MsMs + MsMi-l-WiMz engendrde (3b) par les trois premiers systemes; et de meme pour 
es autres combinaisons ternaires des quatre systemes donnas. 

37. Quel est le lieu d’un point x dont les plans polaires, par rapport a quatre surfaces 
donnees d’ordres Ui, n^, ns, n^ resp., passent par un meme point x'P'Les premieres po- 
laires de x' doivent passer par x; et d’ailleurs les premieres polaires des points de 
I’espace, par rapport aux quatre surfaces donndes, forment quatre systemes lineaires 
projectifs d’ordres % — 1,% — 1,^3 — 1,«4 — 1; done (36) le lieu du point x ou se cou- 
pent quatre surfaces correspondantes, e’est-a-dire le lieu demandd, est une surface de 
I’ordre n^ -l-%4-W3 f W4— 4. On donne a cette surface le nom de Jacobienne des quatre 
surfaces donnees. II est Evident que la Jacobienne passe par les points multiples des 
surfaces denudes, car chacun de ces points a un plan polaire inddtermind. 

Soit n^—ns', dans ce cas on a deux surfaces d’ordres Wi, et un faisceau de 
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surfaces d’ordre et la Jacobienne devient une surface de Tordre ni + W2-j-2 (% — 2 ), 
lieu d’un point dont les plans polaires, par rapport aux surfaces d’ordres ni, et 
a toutes celles du faisceau, ont un point commun: ou, ce qui est la meme chose, lieu 
d\m point dont les plans polaires, par rapport aux surfaces d’ordres , % et d ime 
des surfaces du faisceau, passent par une meme droite, Cette Jacobienne passe par les 
points doubles des surfaces du faisceau (20). Si une des surfaces du faisceau 
touche la courbe d’intersection des deux surfaces fixes, le point de contact appartient a 
la Jacobienne, car trois plans polaires de ce point passent par une meme droite (la tan- 
gente a la courbe); ily a done, dans un faisceau d’ordre n^, le nombre — 4 ) 

de surfaces qui sent tangentes d la courbe d’intersection de deux surfaces donneh 
d’ordres w,. 

Si n4=n3=n3, nous aurons une surface fixe d’ordre Ui et un rdseau de surfaces 
d’ordre et la Jacobienne, surface d’ordre Wi+ 3 Wg — 4 , deviendra le lieu d’lm point 
dont le plan polaire par rapport a la surface fixe coincide avec le plan polaire par 
rapport a tine des surfaces du r^seau ( 31 ). Cette Jacobienne contiendra la courbe 
gauche d’ordre 6(^2—!)*, lieu des points doubles des surfaces du reseau ( 25 ). 

Si ni=n2=ns=n4=n, la Jacobienne, surface d’ordre 4 (w — 1 ), devient le lieu d’un 
point X dont les plans polaires par rapport d toutes les surfaces d’un systeme lineaire 
d’ordre n passent par un meme point x\ II r^sulte de ce qui precede que cette surface 
est aussi le lieu des points doubles des surfaces du systeme^ et contient par suite un 
nombre infini de courbes gauches d’ordre 6(n — 1)^, chacune de celles-ci 6tant le lieu 
des points doubles d’un reseau appartenant au systeme. On peut dire encore ( 32 ) que 
la Jacobienne d’un systeme lineaire est le lieu des points de contact entre les surfaces 
du systeme. 

Si n^- 2 , le systeme est forme par des surfaces quadriques. Dans ce cas, les plans 
polaires de x passant par x\ reciproquement les plans polaires de od passeront par 
x; e’est-a-dire que x' est lui-meme un point de la Jacobienne. La Jacobienne {surface 
du quatrieme ordre) d’un systeme lineaire de quadriques est done, non-seulement le lieu 
des so?nmets des cones du systhne, mais encore le lieu des couples des poles conjugues 
par rapport d toutes les surfaces du systeme. 

38 . Cherchons maintenant le lieu d’un point dont les plans polaires, par rapport 
d trois surfaces donnees d’ordres Wi, %, passent par une meme droite. Les premieres 
polaires des points de I’espace, par rapport aux trois surfaces donnees, forment trois 
systemes (lindaires) projectifs d’ordres 1,%— 1 resp. Un point du lieu doit 

gtre commun aux premieres polaires de tous les points d’une droite, e’est-a-dire 
que par ce point passe un nombre infini de ternes de surfaces correspondantes des 
trois systemes projectifs ; le lieu cherch6 est done (35) une courbe gauche de Vordre 
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(wi— 1)®+(%— l)^+(n3 — l)24-(n2— 1) (Ws— 1) + (W3— 1) (wi— l)-h (Wi— 1) (?^2— 1) = 

=nr+n|+n| + + ^1% — 4 (%+ ^2 + Ws) + 6, qui passe ^videmment par 

les points multiples des surfaces donnees *). 

Si la courbe obtenue devient le lieu d’uu point dont le plan polaire par 

rapport a une surface fixe d’ordre w, coincide avec le plan polaire relatif a une des 
surfaces d’un faisceau d’ordre ni\ on retombe ainsi sur un r^sultat d4ja obtenu autre- 
ment (33). 

Si n^—n^—n^^n, on retrouve la courbe gauche W ordre 6(w — 1)®, lieu des points 
doubles des surfaces d'un reseau d'ordre n (25); cette courbe est done aussi le lieu dfun 
point dont les plans polaires, par rapport d toutes les surfaces dii reseau, passent par 
une mSme droite. 

39. On jse donne deux surfaces d’ordres ni, n,; les premieres polaires de tons 
les points de Fespace, par rapport a ces surfaces, formeront deux systemes lineaires 
projectifs d’ordres — 1,^2 — 1. Si un point a? a meme plan polaire par rapport aux 
surfaces denudes, les premieres polaires de tous les points de ce plan passeront par 
.X, e’est-a-dire que x est commun a toutes les surfaces de deux reseaux correspondants. 
Concluons done (34) que le nomhre des points dont chacun a meme plan polaire par 
rapport aux deux surfaces donnees est (^(wi — — l)j [{ui — lf-\-(nz — l)*^j . .. **). 

Si nl=?^2, on a le nombre des points doubles d’un faisceau; chacun de ces points 
a, en effet, mSme plan polaire par rapport a toutes les surfaces du faisceau. 

40. Quel est le lieu d^un point par leguel passeni cing surfaces correspondantes de 

cing systemes {lineaires) projectifs, d^ordres Ui, 9^2, ...W 5 resp,? Les trois premiers sy- 
stemes combines successivement avec le quatrieme et le cinquieme, donnent (86) deux 
surfaces d’ordres + >^1+%+%+% resp., qui passent ensemble par 

la courbe gauche d’ordre + + engendr^e (35) par les trois 

premiers systemes; elles se couperont done suivant une autre courbe gauche de Vordre 

gwe est le lieu demande, Naturellement cette courbe contient 
une infinite de groupes de nin^n^-^- ... points, chacun desquels est engendr6 

(29) par cinq reseaux correspondants, appartenant aux systemes donnes. 

41. On se donne six systemes (lineaires) projectifs de surfaces d’ordres Ws 

resp.; cherchons le nombre des points ou se rencontrent six surfaces correspondantes. 
Les trois premiers systemes, combines successivement avec le quatrieme, le cinquieme 
et le sixieme, donnent (36) trois surfaces d’ordres + + WiH-W2“}-n3+W5, 

resp. qui ont en commun la courbe d’ordre 


*) [On pent appeler cette courbe Jacobienne des trois surfaces donnees.] 

[Nous pouvons dire que ces points ferment la Jacobienne des deux surfaces donnees.] 
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due ( 35 ) aux trois premiers systemes. Outre cette courbe, les deux surfaces d’ordres 
passent ensemble par une autre courbe de I’ordre W1W2+...+M4M5, 
qui rencontre la premiere en wfw3+...4-M2n|+(n4H-n5) (w?+wi+Mi+njW3+M3Jti+Mi»«2) 
-1- 2 W1M2M3 *) points. En calculant I’exces du nombre total des intersections de la 
courbe d’ordre nitig-j- . .. -j-n4% avec la surface d’ordre Mi+ . . . sur le nombre 
precedent, on trouve le nombre cherch6. Done il y a niWsWa-f- ... +W4M5M6 poMs dont 
chacun est commun d six surfaces correspondantes de six systemes (lineaires) projectifs 
d’ordres Mj, Wg, . . . Mg. 


Chapitke Teoisieme. 

Assemblages sym^triques. [®] 

42 . Si deux faisceaux projectifs de surfaces du meme ordre n ont une surface com- 
mune Pj2, mais qui ne correspond pas a soi-m6me, on voit sans peine que la surface 
d’ordre 2w, engendr 4 e par les deux faisceaux, sera touchde le long de la courbe-base 
du premier faisceau par la surface Pu de ce m&me faisceau, qui correspond a la surface 
P« de I’autre **), et sera touch^e le long de la courbe-base du second faisceau par 
la surface P22 de celui-ci, correspondante a la surface P12 du premier. Aux points com- 
muns aux surfaces Pu, Pi2,P22, e’est-Adire aux points communs aux bases des deux 
faisceaux, la surface sera touch^e par Pu et par P22; or ces deux surfaces, 6tant quel- 
conques, n’ont en general aucun point de contact; done les points communs a Pn, P12, P22 
sont doubles pour la surface <b. C’est-a-dire que la surface engendree par deux faisceaux 
projectifs d’ordre n formant un assemblage symetrigue a n® points doubles. 

43 . Les surfaces correspondantes de trois r^seaux projectifs du m§me ordre n soient 
reprdsent^es resp. par 

Pll> Pl 2 > Pl 3 ) I^I 4 j • • • 

P 2 I) P22> P28> P 24 ) • • • 

P3I1 I*32> P33J Psii • • • 

et supposons que P,.^ et P^,. soient toujours une seule et meme surface. Dans cette 
hypothese, les trois reseaux forment un assemblage symdtrique. Soit ¥ la surface d’or- 
dre 3 w, lieu d’un point ou se coupent trois surfaces correspondantes; on pent obtenir 
cette surface de la maniere suivante. 


*) On ealcTile ce nombre par la mSthode employee aillenrs (27 et 28). 

**) En effet, la surface du deuxifeme faisceau qui passe par un point quelconque de la 
base du premier est P 12 (17). 
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Les deux faisceaux correspondants (P22. P23), (P32, P33) engendrent une surface 4 >ii 
d’ordre 2 «, qui ( 42 ) est touchee par Pas le long de la courbe-base du second faisceau. 
De meme, les faisceaux correspondants (Pn, Pis), (P31, P33) engendrent une surface ^>2s 
d’ordre 2 n, touchde par P33 le long de la courbe PsiPss. Et les deux faisceaux corres- 
pondants (Psi, Pas), (P31, P33), ou (ce qui revient au meme *)) les faisceaux correspondants 
(P12, P13), (P32, Pss), engendreront une surface $12 ou d>2i d’ordre 2 n, rencontrde par 
P33 suivant les courbes PisPss, P23P33, et, a cause de cela, touchde par la meme surface 
P33 aux points communs aux surfaces PisjPss.Pss. 

Les surfaces analogues a <S>i2, engendrdes a I’aide de faisceaux correspondants 
du deuxieme et du troisieme rdseau, forment un nouveau rdseau (22), et chacune d’elles 
peut etre regardee comme etant ddterminde par le faisceau du troisieme rdseau qu’on 
emploie pour I’engendrer. De mdme pour les surfaces analogues a <J>2i, 'J‘22, engendrdes 
a I’aide de faisceaux correspondants du premier et du troisieme reseau. 

La surface (du rdseau <!»„, $12, ...) et la surface <l>2i (du rdseau <l>2i, ^22, •••) 
correspondent au meme faisceau (P32, P33) du troisieme rdseau donnd, et resp. aux fais- 
ceaux (P22, P23), (P12, Pis) du second et du premier rdseau; ces surfaces contiennent done, 
outre la courbe P32P33, la courbe lieu des points od se coupent trois surfaces correspon- 
dantes de ces trois faisceaux, qui sont projectifs. Et cette seconde courbe appartient 
aussi a car ces trois faisceaux sont correspondants dans les trois rdseaux donnds. 

Analoguement, la surface ^12 (du rdseau ^n, <bi2, ••■) et la surface ^22 (du rdseau 
^^’21, ‘3>22,‘..) correspondent au meme faisceau (P31, P33) du troisime reseau donne et 
resp. aux faisceaux (P21, P23), (Pu, P13) du second et du premier rdseau; par consequent, 
ces surfaces contiendront, outre la courbe P31P33, la courbe engendrde par ces trois 
faisceaux, qui sont projectifs: courbe, qui est aussi situde sur (P, parce que ces fais- 
ceaux sont correspondants dans les rdseaux donnes. 

De mime, une surface quelconque $1,. du faisceau ( 3 >n , <i>i2) et la surface corresf an- 
dante $2r du faisceau (<^31, $22) (les deux surfaces etant relatives a un meme faisceau 
du troisibme reseau donne) auront en commun, non-seulement une courbe d’ordre si- 
tude sur P33 et sur une surface du faisceau (Psi, P32), mais aussi une courbe d’ordre si- 


*) Une surface d’ordre engendree par deux faisceaux projectifs (U, V), (U, V') d’ordre 
peut aussi ^tre engendr6e par deux autres faisceaux projectifs (U, U), (V, V’), ou k une 
surface U" du premier faisceau correspond une surface V'^ de I’autre, de la mani^re suivante: 
U' rencontre la surface (2?^) suirant la base UU^ et une autre courbe K d’ordre n®, par laquelle 
et par la base VV' on peut faire passer une surface V'' d’ordre En effet, K a points com- 
muns avee la base VV' (les points communs aux surfaces U", Y, V^); done une surface d’ordre 
n, passant par la base VY' et par un point de K non situ6 sur cette base, aura n^-^l points 
communs avec K, et par consequent contiendra cette courbe, tout entiere. 
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tu6e sur 1 ^. Les surfaces 5 ^ et P33 ferment done ensemble le lieu complet engendr^ par 
les faisceaux projectifs ($u, ^12), (^2i! ^22)- D’ou il suit que, ‘^•l2 et <1*21 6tant une seule 
et inline surface, la surface 9 *’ est toucMe par 4 >u et *l>22 le long de deux courbes d’ordre 
Zr? situees sur 4>i2 ( 42 ) ; et que les points doubles de 'P sont les points communs aux trois 
surfaces ^121 ^22- Or dous avons vu que ces surfaces sont touch^es a la fois 
par P33, aux points communs aux surfaces P13, P23, P33; et chacun de ces points de 
contact absorbe quatre points d’intersection des trois surfaces *); la surface a done 
(2w)® — 4w®=4w® points doubles. Et par ces points passe toute surface 4 *, engendr^e par 
deux faisceaux correspondants dans deux des r^seaux donnas. 

44. On peut, d’une maiiiere analogue, construire la surface 'F lieu d’un point on se 
coupent trois surfaces correspondantes des trois reseaux projectifs (P, Q, E), (F, Q', E'), 
(F, Q", E"), d’ordres %, «2, >23, lesquels ne forment pas un assemblage sym^trique ( 23 ). 

Les deux faisceaux (Q', E), (Q", E") engendrent une surface <E>i d’ordre n^-^-n^, qui 
est coupee par E" suivant deux courbes, E'Q" et E"E'. 

Les deux faisceaux (Q, R), (Q", E") engendrent une surface d>'i d’ordre qui 

est coupde par R" suivant deux courbes, R"Q’' et R"R. 

Les deux faisceaux (P', E') (P", E") engendrent une surface ^2 d’ordre W2+W3, qui 
est coupde par R" suivant deux courbes, R"P" et R"R'. 

Et les deux faisceaux (P, R), (P", E") engendrent une surface O'j d’ordre Wi+%i 
qui est coupde par E' suivant deux courbes, E'P" et E'R. 

Les surfaces , $2 ddterminent un faisceau d’ordre projectif au faisceau 

(Q", P'). Si S" est une surface quelconque de ce dernier faisceau, les faisceaux corre- 
spondants (S', E), (S", R") engendreront la surface < 1 > (du faisceau (<l>i, <1*2)) qui corre- 
spond a S". 

De m^me, les surfaces ^'i, <b'2 determinent un faisceau d’ordre ^1-]-% qui est, lui 
aussi, projectif au faisceau (Q", P"). La surface «!>' correspondante a S" est engendrde 
par les faisceaux correspondants (S, R), (S", R"). 

Les surfaces <E>', outre la courbe E'S", contiennent dvidemraent la courbe lieu 
d’un point ou se croisent trois surfaces correspondantes des faisceaux projectifs (S, R), 
(S', E'), (S", E); courbe qui est situde sur V, car ces trois faisceaux sont correspondants 
dans les r6seaux donnds. Les faisceaux projectifs ($'i, <f>'2) engendrent done 

un lieu qui est composd des surfaces R" et ¥. 

45 . Dans la recherche prdeddente soit ni—H2=n3=n. Dans ce cas ((43), note) une 
surface quelconque Eo du faisceau (E, R") coupe et $2 suivant deux courbes situdes 


*) Cela est Evident pour deux surfaces queleonques et un plan qui se touchent en un 
mSme point. 
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resp. sur deux surfaces Q,,, Po appartenant aux faisceaux (Q', Q"), (P', P"). D’ou il suit 
que les reseaux projectifs (P', Q, R), (Pq, Qo, Eo), (P", Q", R") donneront naissance aux 
memes surfaces O'l, et engendrerout une surface d’ordre 3w qui, ayant 

quatre courbes d’ordre Bn^ en commun avec coi'ncidera avec cette derniere surface. 
C’est-a-dire que, si une surface d’ordre Bn est engendree par trois reseaux projectifs 
(P , Q, R, ...), (P, Q', R', ...), (P", Q", R", ...) d’ordre n, on peut substituer k Pun de 
ceux-ci, par ex. au deuxieme, un nouveau r^seau (Po, Qo, Ro, •••) projectif aux donnas, et 
form6 par des surfaces qui appartiennent resp. aux faisceaux (P, P'), (Q', Q") (R', R"),.... 

Analoguement, nous pourrons remplacer un autre des r6seaux donnes, (P, Q, R, ...) 
par un nouveau r^seau (P'", Q'", R'",...) projectif au pr^c^dent, ou les surfaces P"', Q"', R'",... 
appartiennent resp. aux faisceaux (P, Po), (Q, Qo), (R, Ro), ou, ce qui est la meme chose, 
aux reseaux (P, P, P"), (Q, Q', Q") et (R, R', R"). Done enfin, on' pourra engendrer la 
meme surface par trois nouveaux reseaux (P", Q"', R"', ...), (P’'"^, Q^'^, R^'^,...), 
(P^, Q'^, R"^,...) projectifs aux donnes et formes par des surfaces appartenant resp. 
aux reseaux (P, P, P', . . .), (Q, Q', Q", . . .), (R, R', R", . . .). 

De plus: les reseaux projectifs (P, P, P', P'", . . . ) (Q , Q', Q”, Q"', . . . ) et 
(R, R', R", R'", ...) engendrent une surface d’ordre Bn~ gui contient les quatre courbes 

*S> 2 <E >'2 d’ordre 3w^ et par suite cdincide avec 'P. 

46. Representons par 


Pu, 

Pl 2 » 

Pl 3 > 

Pl 4 » 

Pl 5 » 

. • . 

P21, 

P225 

P23) 

^241 

Pasi 

. . - 

Pm, 

P32 J 

P33J 

P34J 

P35 j 

. . . 

1^41 j 

P42J 

P 43 j 

^44 1 

P45 j 

. . . 


les surfaces correspondantes de quatre systemes lin^aires projectifs du meme ordre n 
et supposons que P,.., et P,,. soit toujours une seule et meme surface. Dans cette hypo- 
these, les quatre systemes forment un assemblage symetrique. La surface A d’ordre 
4w, lieu d’un point ou se coupent quatre surfaces correspondantes (36), peut etre con- 
struite de la maniere suivante. 

Les trois reseaux correspondants (P22, Pas, Pm), (Ps2, P33, Pm), (P«, P«, Pm) donnent 
(43) une surface 'Pn d’ordre Bn, qui est touch6e par la surface engendr6e par les 
faisceaux (P33, P34), (P43, P44) suivant une courbe d’ordre 3 m® (situee sur la surface en- 
gendr^e par les faisceaux (Ps?, P34), (P42, P44), ou par les faisceaux (P23, P24), (P43, P44)), 
laquelle est le lieu d’un point oh se coupent trois surfaces correspondantes des fai- 
sceaux projectifs (P23, P24), (P33, P34), (P43, Pm). 

D’une maniere semblable, les trois reseaux correspondants (Pu, P13, Pm), (P31, P33, P34), 
(P41, P43, P44) engendrent (43) une surface W^js d’ordre Bn, qui est touchee par la surface 
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$ suivant une courbe d’ordre (situ 4 e sur la surface engendrde par les faisceaux 
(Pw, P„), (P4S, P44) ou par les faisceaux (P3:, P34), (P41. P44)), laquelle est le lieu des inter- 
sections de trois surfaces correspondantes des faisceaux projectifs (P13. Ph), (P33. P24), 

(P4! 5 P 44 )* 

Enfin, les trois r^seaux correspondants (Pji, Pjs, P84), (P31, P33. Pm); (P41; P43; P44); ou 
ce qui revient au meme ( 45 ), les trois r^seaux correspondants (P12, P13, Ph), (Psj, P33, P34), 
(P42, P43, P44), V] engendrent ( 44 ) une surface '‘Fu ou d’ordre in, qui est coupee 
par suivant les deux courbes d’ordre 3 m® dbja mentioundes. D’ou il suit que les 
points communs a ces deux courbes, c’est-a-dire les 4 m® points ( 19 ) par lesquels 
passent quatre surfaces correspondantes des faisceaux projectifs (P13, Pw), (P 23 , P24), 
(P33; Ps4), (P43; P44), sont tels que la surface $ y est tangente a chacune des surfaces 
•Fa, «*i 3 . 

Les surfaces ¥n, ’i’ls determinent un faisceau projectif au faisceau (P42, P41). Si 
P4,. est une surface quelconque de ce dernier faisceau, et si P^r, Par. Pi-- sont les surfa- 
ces correspondantes des faisceaux (P32, P31), (P22, P-2i), (P13, Ph), la surface correspon- 
dante du faisceau (’Fu, 'Fjs) sera engendree ( 44 ) par les rdseaux (Po,., Pes. P24), 
(Psf, Pss; Pw); (Pi--) P431 P 44 )- 

Les surfaces Wai, ’f’22 d^termiueut un autre faisceau projectif au mdme faisceau 
(P42> P4i)- La surface 'F2r du faisceau (ll''2i. ^22). qui correspond a P4,., est engendree 
par les rdseaux (Pir, P13, Pu); (Psd P33) P34)! (P4;-) P43) P44)' 

Les deux surfaces Wi,., 'Fg;- d’ordre 3m passent ensemble par la courbe d’ordre 
3m® engendree par les faisceaux (P,.3, P,,i), (P33, P34), (P43, P44) et situee sur la surface 
<^•1 elles se couperont done suivant une autre courbe de I’ordre 6n®, lieu d’lm point 
( 24 ) par lequel passent a la fois quatre surfaces correspondantes des quatre reseaux 
projectifs (Pi^, Pis, Pw); (P2--, P23; P24); (Ps--, P33, Pm). (P4r, P43; P44)- Cette courbe appar- 
tient a A, car ces quatre rdseaux sont correspondants dans les systeraes donnds; les 
faisceaux projectifs (fn, fis), (Wj,, ^22) engendrent done un lieu compose de la surface 
< 1 * d’ordre 2m et de la surface A d’ordre 4m. 

On en conclut ( 42 ) que les points doubles du lieu composd A 4 > sont les intersections 
des trois surfaces fn, 1*22, ^12. Nous avons vu que ces trois surfaces out 4m® points 
de contact, qui sont equivalents a 4.4m intersections; le nombre des points doubles 
est done iinf — 16m®=11»®. Mais les points doubles de ^ sont ( 42 ) les m® intersections 
des surfaces P33, P44, P34; ainsi A a 10m® points doubles, sUues sur foutes les surfaces 
analogues k 'dfu, 'Fja, ^^12, ••• • 

De ce que A est engendree au moyen de faisceaux projectifs formant un assemblage 
symdtrique ( 42 ), il suit encore que cetfe surface est touchee par et *ir2-2 suivant deux 
courbes d’ordre 6m®, situees sur ’JT,,. 
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Chapitbe Quateieivpe. 

Proprietes relatives aux surfaces nodales conjuguees. 

47. Eevenons a la consideration d'une surface fondamentale d’ordre 7 i (g^ndrale, 
sans points multiples) et des surfaces polaires. On a vu (2) que les premieres polaires 
de tons les points de I’espace forment un systeme lineaire d’ordre n — 1. La Jacobienne 
de ce systeme, c’est-a-dire le lieu des points doubles des premieres polaires, ou bien 
encore (13) le lieu d’un point dont la quadrique polaire est un cone, sera (37) une 
surface de Tordi'e 4(^ — 2 ). On appelle cette surface la Hessienne ou la stiff ace nodale 
de la surface fondamentale. 

Soient Pi, Ps, Ps, P 4 les premieres polaires de quatre points quelconques 1, 2, 3, 4 
(non situes dans un meme plan); on pent regarder (37) la Hessienne comme Jacobienne 
de ces quatre surfaces d’ordre n — 1 . Les premieres polaires de tous les points de 
I’espace, par rapport a ces quatre surfaces, forment, d’apres le tb^oreme ( 11 ), un 
assemblage sym^trique de quatre systemes lin 6 aires projectifs d’ordre n — 2 ; done 
(46), la Hessienne a 10 (?i — 2)^ points doubles, situes sur un nomhre infini de surfaces 
( 9 ^ 11 , ^f’lg,...) d'ordre 3(n — 2). 

En designant par P,.^ la deuxieme polaire mixte de deux points r$, et eii conservant 
du reste les symboles adopt^s ci-dessus (46), on voit tout de suite que \Fi 2 est le lieu 
des poles du plan 134 par rapport aux premieres polaires des points du plan 234 (30), 
et aussi le lieu des poles du plan 334 par rapport aux premieres polaires des points 
du plan 134. Or, d’apres le theoreme ( 11 ), si le plan 134 est la polaire in — 2 )^’”® d’un 
^point X, par rapport a la premiere polaire d’un point r du plan 234, le mSme plan 
134 est aussi la premiere polaire de r, par rapport a la polaire '(n — 2 )"'”^^ de x, e’est- 
a-dire que 134 est le plan polaire de r par rapport a la quadrique polaire de x. 
Done, ^12 est le lieu d^un point x tel que les plans 134, 334 sont conjugues par rapport 
d la quadrique polaire de x ^). 

Comme cas particulier, est le lieu des poles du plan 234 par rapport aux pre- 
mieres polaires des points de ce meme plan, et aussi le lieu d’un point dont la quadrique 
polaire est tangente au plan 234; et ^22 aura la meme signification par rappoii; au 
plan 134. Appelons ces surfaces 'Flu ^22 surfaces polaires pures des plans 234, 134 
I'esp., et 'Fig surface polaire mixte de ces memes plans. Done (46): 

La Hessienne est iouchee par la surface polaire pure d'nn plan quelconque suivant une 
courhe gauche d'ordre 6{n — 2)®, qui est le lieu des points doubles des premieres polaires dont 

*) La section de ^12 par Vun des plans 234, 134 est ^yidemnient le lieu des points de con- 
tact de ce plan avec les premieres polaires des points de 1’ autre. 
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les poles sont dans le plan donnL Les deux coiirbes de contact entre la Hessienne et les 
surfaces polaires pures de deux plans quelconques sont situees ensemble siir la surface 
polaire mixte de ces deux plans, Toutes ces stirfaces polaires pures et mixtes, et des lors 
tallies ces courhes gaucbes d'ordre 6(n— 2)“ passent par les 10(n — 2)^ points doubles de 
la Hessienne, 

48. La surface W, polaire pure cl’iin plan quelconque 123, a 4:{n — 2)‘’ points dou- 
bles (43) situes sur un nombre infini de surfaces (<Ln, ...) d’ordre 2(w"-2). Si r, s 

sont deux points fixes d’une droite donn^e, et que x soit un point mobile sur une autre 
droite donnt^e Gr, les surfaces formeront deux faisceaux projectifs, geiierateurs 

d'^'ime surface d.^ordre 2{n — 2), qui sera le lieu des courhes polaires [d'ordre {n — 2)") 
de la droite rs par rapport aux premieres polaires des points de G (3). Or, d’apres le 
theoreme (12), si les premieres polaires de r, s par rapport a la premiere polaire de 
X passent par un point y, r^ciproquement la premiere polaire de x par rapport a la 
(m — 2)"^'”"^ polaire de y passera par r, s\ c’est4-dire que le plan polaire de x par rap- 
port a la quadrique polaire de y passera par la droite rs. Done, d) est le lieu d'lm 
point y tel que la droite reciproque de la droite G, par rapport d la quadrique polaire 
de y, est rencontree par la droite rs, Dans cette definition, on peut 6videmment permu- 
ter entre elles les droites rs, G; done est aussi le lieu des courhes polaires de G par 
rapport aux premieres polaires des points de rs *). D’apres ce qui precede, la surface 
P,,j, coupe ^ suivant deux courbes d’ordre (n — 2)®, dont Tune est la courbe polaire 
■ de la droite par rapport a la premiere polaire dii point x de G, et Tautre est la 
courbe polaire de G par rapport a la premiere polaire du point r de rs; or, les (n — 2f 
points communs a ces deux courbes sont autant de points de contact entre P;,,. et 
done est aussi Venveloppe de la deuxieme polaire mixte de deux poles mobiles, Vun 
sur G, Vautre sur rs. Nous appelons cette surface ^ surface polaire mixte des droites 
G et rs, 

En revenant a la surface W, on voit que <J>i 2 est la surface polaire mixte des droites 
13, 23. x4ussi, <l>u a la meme signification par rapport a deux droites coincidentes : 
e’est-a-dire que est le lieu des poles dont les quadriques polaires sont tangentes d 
la droite 23, etc. Appelons ce lieu surface polaire pure de la droite 23. Ainsi, en 
r6sum6 (43): 


*) Si Ton convientd’appeler J■<2co&^e?^7^e de quatre surfaces, dont quelques-unes soient des 
plans, le lieu d’un point oii se coupent les premieres polaires d’un point situ6 dans les plans 
donnas par rapport aux autres surfaces donnto; ^ sera la Jacobienne de deux plans passant 
par G et des surfaces Pr, Ps. De m^me, ^^12 est la Jacobienne du plan 134 et des surfaces 
Pgj L3, P4 ; etc. 
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La surface 'polaire (pure) d^un plan donne est fouchee par la surface polaire pure 
d’une droite quelconque situee dans ce plan, suivanf une courie gauche d’ordre 3(>^ — 2)®, 
qui est le lieu des poles du plan par rapport aux premieres polaires des points de la 
droite. Les deux courses de contact entre la surface polaire du plan et les surf aces po- 
laires pures de deux dr cites tracees dans ce plan, sont placees sur la surface polaire 
mixte des deux dr cites. Toutes ces surfaces polaires pures et mixtes (des droites du 
plan), et par suite toutes ces courbes gaudies d'ordre 3(n — 2)^ passent par les 4(w — 2)^ 
points doubles de la surface polaire du plan donne. 

49. La surface P,,s (deuxieme polaire mixte des points r, s) admet, elle aussi, 
une d6jEinition analogue a celles des surfaces ^**12 et ^ 12 . En effet, si la premiere polaire 
de r par rapport a la premiere polaire de s passe par un point x, reciproquement, 
d’apres le th^oreme (12), la premiere polaire de s par rapport a la (?^ — polaire 
de X passera par r, c’est-a~dire que le plan polaire de s par rapport a la quadrique 
polaire de x passe par r. Done, P,,* est le lieu dhm point x tel que les points r, s 
sont conjugues par rapport a la quadrique polaire de x. Si les points r,s coincident, 
on retombe sur la definition de P,,,. (deuxieme polaire pure du point r). 

50. La surface polaire pure d’une droite quelconque 13, a {n — 2)^ points doubles 
(42) situes dans un nombre infini de surfaces (Pu, P 12 , ...) d’ordre n — 2. On est ainsi 
conduit a dire que: 

La surface polaire (pure) d'une droite donnee est touchee par la deuxieme polaire 
pure d^un point quelconque de cette droite suivant une courbe gauche d'ordre [n — 
qui est la courbe polaire de Iq droite par rapport a la premiere polaire du point. Les 
deux courbes de contact entre la surface- polaire de la droite et les deuxiemes polaires 
pures de deux points quelconques de la meme droite, sont placees sur la deuxieme polaire 
mixte de ces points. Toutes ces deuxiemes polaires pures et mixtes (des points de la 
droite), et des lors toutes ces courbes d^ordre {n — 2)^, passent par les {n — 2)^ points doubles 
de la surface polaire de la droite donnee. 

51. II resulte de ce qui precede (48,50) que la surface polaire pure d'un plan 
est Venveloppe des surfaces polaires pures des droites situees dans ce plan, et que la 
surface polaire pure Tune droite est Venveloppe des deuxiemes polaires pures des points 
de cette droite. On peut ajouter, d’apres (43, 46), que les surfaces polaires pures et 
mixte de deux droites^ situees dans un meme plan, sont touchees aux memes {n — 2)^ 
points par la deuxieme polaire pure du point de concours de ces droites (d’ou il resulte 
que la surface polaire pure d\m plan est aussi Venveloppe des deuxiemes polaires pures 
des points du plan); et que les surfaces polaires pures et mixte de deux plans sont 
touchees aux memes 4(n — 2)^ points par la surface polaire pure de la droite commune 
a ces plans. Et en outre (44): la courbe gauche d’ordre 3{n — 2)^ lieu des poles d’un 
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plan donn^ par rapport aux premieres polaires des points d’une droite donnee, est 
plac(5e sur la surface polaire mixte de ce plan et d’un autre plan quelconque passant 
par la droite donnde, et aussi sur la surface polaire mixte de cette droite et d’uiie 
autre droite quelconque situ6e dans le plan donnd. Etc. etc. 

52. Les premieres polaires des points d’une droite quelconque forment un faisceau, 
qui contient 4(ra — 2)® surfaces douses d’un point double (20). Done, le lieu des poles 
dont les preniihres polaires ont un point double, est une surface d'ordre 4={n — 2)®. On 
I’appelle surface nodale conjuguee ou surface Steinerienne. 

Nous pouTons dire (13) que la Hessienne est le lieu des points dont les guadrigues 
polaires sont des cones, et que la Steinerienne est le lieu des sommets de ces cones. 

La Hessienne et la Steinerienne se correspondent, point d point. Si o est un point 
double de la premiere polaire d’un point d, e’est-a-dire, si o est le pole d’un cone 
quadrique de sommet o', les points o, o' seront deux points correspondants de la 
Hessienne et de la Steinerienne. 

53. La Hessienne est aussi le lieu des points de contact entre les premieres polaires 
(32). Soient o, o' deux points correspondants des deux surfaces nodales conjugu^es; la 
premiere polaire de o' et une autre premiere polaire j dont p soit le pole j passant 
par 0 determineront un faisceau de surfaces touch^es en o par un meme plan E. j Le 
plan E est le plan polaire de o par rapport ^ la premiere polaire dep, e’est-a-dire 
le plan polaire de p par rapport au cone quadrique polaire de o, dont le sommet 
est o'. Done E passe par o' j [®], e’est-a-dire que le plan E passe toujours par la droite od. 

54. Soient o, Oi deux points, infiniment voisins, de la Hessienne; o', o'l leurs points 
correspondants sur la Steinerienne. Des que les premieres polaires de o', o'j soi^t con- 
sdeutives et dou6es des points doubles o, o,, leur courbe d’ intersection passera par o, 
et cons^quemment le plan polaire de o passera par o'o'i , qui est une droite tangente 
en o' a la Steinerienne [^°]. Cela subsiste quelle que soit la direction de cette tangente; 
done le plan polaire d’un point de la Hessienne est tangent d la Steinerienne au point 
correspondant. 

On d^duit de la que la Steinerienne est une surface de la classe 4(m — iT(n — 2), 
car ce nombre est celui des intersections de la Hessienne a?ec la courbe polaire d’une 
droite quelconque. 

55. Les poles d’un plan (par rapport a la surface fondamentale) sont (3) les (n — 1)® 
intersections des premieres polaires de trois points os, 6, c de ce plan. Soit a un point 
de la Steinerienne, et soit abc le plan tangent a cette surface en ce point; dans ce 
cas, la premiere polaire de a est dou6e d’un point double a', et les premieres polaires 
de 6 et 0 passent par os'. D’ou il suit que le plan tangent a la Steinerienne, en un 
de ses points, a deux poles coincidents au point correspondant de la Hessienne. 
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56. Un point double w de la Hessienne est situ^ sur la surface polaire mixte de 
deux plans quelconques (47); c’est-a-dire qu’il j a dans un plan quelconque un point 
tel que le plan polaire de o), par rapport a la premiere polaire de ce pointy est inA& 
termini [“]: autrement, il y a dans un plan quelconque un point dont la premiere 
polaire a un point double en to. Done, co est le point double d’un nombre infini de 
premieres polaires, les poles desquelles, appurtenant naturellement a la Steinerienne 
(52), sont en ligne droite (car il y a un tel pole dans un plan quelconque). Ainsi, 
au point co correspond sur la Steinerienne^ au lieu d’un point unique, une droite^ dont 
chaque point sera, par consequent, double pour la quadrique polaire de co; e’est-a-dire 
que la quadrique polaire de est une couple de plans passant par cette droite, Et le 
plan polaire de co sera tangent d la Steinerienne tout le long de cette meme droite. Done: 

La Steinerienne contient 10(n — 2)^ droites, dont chacune correspond a un des points 
doubles de la Hessienne, 

67, Deux courbes situ^es resp. sur la Hessienne et sur la Steinerienne peuvent etre 
nomm6es correspondantes, lorsque Tune est le lieu des points correspondants aux points 
lie I’autre. Ainsi par ex. la courbe plane d’ordre 4(>^ — 2)^, on la Steinerienne est 
couple par un plan quelconque E, et la courbe gauche d’ordre 6{n — 2f, au long de 
laquelle la Hessienne est toucli6e par la surface polaire (pure) de E (47), sont deux 
courbes correspondantes; parce que la deuxieine courbe est le lieu des points doubles 
des premieres polaires des points de E. 

On pent tres-facilement determiner la courbe qui correspond a T intersection de 
la Hessienne avec une surface quelconque S,n d’ordre m, Soit K la surface enveloppe 
des plans polaires des points de S„^: surface qui est aussi le lieu d’un point dont la 
premiere polaire est tangente. a S„^ (15). Si o est un point commun a et a la 
Hessienne, le plan polaire de o touchera a la fois K et la Steinerienne au point 
correspondant o' (54). Or, la premiere polaii’e de o', ayant un point double en o, touche 
S„^• en ce point; done o' appartient aussi a K, et par suite la Steinerienne et la surface 
K ont un point de contact en o'. Done K est tangente d la Steinerienne tout le long 
de la courbe qui correspond a Vintersection de la Hessienne avec S„, *). 

Les points oh cette courbe de contact est rencontr^e par un plan quelconque corre- 
spondent aux points communs a S„^ et a une courbe d’ordre 6(^ — Vordre de la 
courbe de contact est done 6m(n — 2)*^ 

On pent demander aussi I’ordre de K. Les points ou cette surface est rencontree 


*) Ce xneme raisonnement prouve aussi que la d^veloppable polaire d’une droite touche 
la Steinerienne aux points correspondants aux intersections de la Hessienne avec cette droite. 
(Et de m^me pour une ligne quelconque). 


Oremona, tomo III. 
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par URG droits arbitraire sent les poles d’autant de surfaces d uu faisceau, qui touchent 
Sm', done (33) K est de Vordre w(3(w — — 1)®+2(« 2)(m 1)). Si m=l, 
I’ordre de K (lieu d’un point dont la premiere polaire est tangente k un plan donnd) 
est 3 (m— 2)®: ainsi qu’on I’a ddja trouYd (15). 

58. Nous avons vu (5) que la quadrique polaire d’un point parabolique de la surface 
fondamentale est un cone. Rdciproquenaent, il est Evident que tout point de la surface 
fondamentale, dont la quadrique polaire soit un cone (n’ayant pas son sommet au pole, 
auquel cas on aurait un point double), est un point parabolique. Par consequent, le 
lieu des points pardboligties est la courie gauche d'ordre 4w(n — 2), intersection de la 
surface fondamentale avec la Sessienne. Naturellement, cette courbe partage la surface 
F„ en deux rdgions, dont Tune contient les points hyperboliques (a indicatrice byper- 
bolique) et I’autre les points elliptiques (a indicatrice elliptique). C’est-£i-dire que le 
plan tangent, en un point de la surface F„, coupe celle-ci dans une courbe pour 
laquelle le point de contact est un nceud ou un point isole, suivant que ce point 
appartient a la premiere ou ^ la deuxibme rdgion. 

59. Un plan tangent de F,i est stationnaire si le point de contact est parabolique. 
Or, la premiere polaire d’un point quelconque de I’espace rencontre la courbe para- 
bolique en 4«(w — l)(w — 2) points; ce nombre exprime done, combien de plans station- 
naires passent par ce point arbitraire: ainsi qu’on I’a ddja trouyd ailleurs (8). 

60. Supposons que la surface fondamentale F„ eontienne une droite A. Un plan 
mend arbitrairement par A coupe F„ dans une courbe d’ordre n — 1 ; et une surface 
d’ordre n — 1, mende aussi arbitrairement par cette courbe, rencontrera de nouveau F„ 
dans une courbe gauche C d’ordre (« — 1)®, qu’on peut prendre comme base d’un faisceau 
d’ordre n — 1. Une surface quelconque S de ce faisceau coupe F dans une courbe 
plane d’ordre n — 1, dont le plan E passe par la droite A (car cette derniere courbe 
doit contenir les n — 1 intersections de S avec A). Ainsi, la surface F„ peut dtre 
engendrde a I’aide de deux faisceaux projectifs, I’un de plans E par A, I’autre de 
surfaces S par 0. 

Tout plan E est tangent a F„ en n — 1 points: e’est-a-dire aux points ou A rencontre 
la surface S correspondante a E; car ces points sont doubles pour la section de F„ par 
E. On peut demander le nombre des plans E qui touchent F„ hors de la droite A. Un 
plan E men6 arbitrairement par A touche 3(w— 2)“ surfaces S' (car celles-ci forment un 
faisceau), auxquelles correspondent autant de plans E’. R4ciproquement, la surface S' 
correspondante a un plan arbitraire E' est de la classe (n — 1)(m — 2)*, et par suite elle 
est touch^e par autant de plans E. II y aura done 3{n — 2f-{-{n — 1)(m — 2f coincidences 
de E avec E', e’est-a-dire qu’iZ y aura {n-\-2)[n—2y plans E dont chacun couperaY^ 
suivant une courie {d’ordre n — 1) douee de point double. 
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Dans le faisceau des surfaces S il y en a 2(« — 2) qui touch ent A; les points de 
contact sont les points doubles de 1’ involution d’ordre n — 1 form^e sur A par les 
surfaces S, ou, ce qui est la m^me chose, par les courbes d’ordre n — 1 communes a F,j 
et aux plans E. Ces 2 (m — 2) points sont les seuls points paraboliques qui se trouvent 
sur A; car si un point de A est parabolique, le plan E tangent a F„ en ce point doit 
couper cette surface suivant une courbe (d’ordre {n — 1)) touchde en ce point par A. 
Mais d’un autre cbtd, la Hessienne dtant de I’ordre 4(w — 2), ces 2(n — 2) points doivent 
reprdsenter les 4(n — 2) intersections de cette surface avec la droite A; done 

Toifte droite situee sur la surface fondamentale est tangente en 2(n — 2) points d la 
surface Hessienne, et par suite d la coiirhe pardboligue. 

61. Cherchons I’ordre du lieu des paires de droites oscidatrices d la surface fonda- 
mentale, aux points de V intersection de celle-ei avec une autre surface S,„ d’ordre m. 
Souvenons-nous que les droites osculatrices en un point de F„ ferment I’intersection 
du plan polaire et de la quadrique polaire de ce point (5). Soit done G une droite 
arbitraire ; x un point quelconque de cette droite. Si une quadrique polaire passe par 
X, le lieu du pole est la deuxidme polaire de x qui couperala courbe (mn) en mn(n — 2) 
points; et les plans polaires de ces points reneontreront G en mn(n — 2) points x'. Kdci- 
proquement, les plans polaires qui passent par un point quelconque x' de G ont leurs 
poles dans la premiere polaire de x', qui traversera la courbe (mi) en mn(n — 1) points, 
dont les quadriques polaires donnent 2mn{n — l) points x sur G. II y aura done, sur 
G, mn{n — 2)-\-2mn{n — 1) coincidences de x avec d, e’est-a-dire que le lieu demande 
est une surface de Vordre mni^n — 4). 

Pour cette surface (gauche, en gdndral) la courbe (mw) est double, car chaeun de 
ses points est 1’ intersection de deux gdndratrices rectilignes. Si m—\, le lieu en 
question coupe le plan S suivant la section de F„ par S et les 3 m (k — 2) tangentes 
stationnaires de cette courbe plane. 

Si m—4:(n — 2), I’ordre du lieu devient *4 m(w — 2) (3m — 4); mais, si S,„ est la 
Hessienne, il faut prendre la moitid seulement de ce nombre, parce que la courbe (mn) 
est, dans ce cas, la courbe parabolique (58), et par consequent, en chacun de ses points 
les deux droites osculatrices sont eoincidentes. 

Dans ce meme cas, le lieu est une surface ddveloppable, car le plan tangent a 
F„ en un point parabolique est stationnaire (e’est-a-dire qu’il doit dtre regarde comme 
un plan bitangent, dont les deux points de contact sont infiniment voisins), et deux 
plans stationnaires consdeutifs passent par la droite osculatrice *) ; d’ou il suit que 
le lieu des droites osculatrices, le long de la courbe parabolique, coincide avec la surface 


*) [Teoria geometrica delle superfiaie, 31]. 
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enveloppee pav les plans stcdionnaires *), dont nous avons d6ja d6termin6 la classe (8). **) 

62. On demande a connaitre la developpable circonscrite d la surface fondamentale 
suivant la cmrle d’ordre n, intersection de celle-ci avec un plan donne E. 

La premiere polaire d’un point arbitraire x de I’espace rencontre la courbe (w) 
en n(n — 1) points; la classe de la developpahle est done n{n — 1). 

Si deux de ces n(n—l} points coincident, le point x appartiendra a la ddveloppable; 
combien de points de eette espece y a-t-il dans une droite arbitraire G? Les premieres 
polaires des points de G forment un faiseeau et par suite coupent le plan E suivant 
un faiseeau d’ordre n—1, dans lequel il y a n{Bn—6) courbes ***) qui touebent la 
courbe (n), celle-ci etant suppos4e sans points multiples. Si cette courbe a S points 
doubles et 7c rebroussements (c’est-i,-dire, si le plan E a S contacts ordinaires et 7; 
contacts stationnaires avec F„), le nombre pr^c^dent deviendra w(3n — 5) — (2S-l-37c). 
Ge nombre exp'ime done Vordre de notre dSveloppable. 

Si, parnii les n(n— 1) intersections de la pi'emiere polaire de x avec la courbe {n), 
il y a trois points coincidents, le point x appartiendra & la courbe cuspidale de la 
d6veloppable; et si, au contraire, la premiere polaire de cr a deux contacts avec la 
courbe (n), x sera un point de la courbe double de la ddveloppable. On peut done 
demander combien de points x de cette espfece sont contenus dans un plan quelconque. 
Les premieres polaires des points de ce plan coupent E suivant un rdseau d’ordre n — i, 
dans lequel il y a 6n{n — 2) — (6S-|-8fc) courbes osculatriees d la courbe (»), et 

— 5) — (25+37:)]^ — n{lln — 21) + 105-f~ ^7c courbes qui touchent la meme 

courbe en deux points distincts. Ges nombres expriment done Vordre de la courbe cu- 
spidale et Vordre de la courbe nodale de la devehppable dont il s’agit. 

63. Quel est le lieu d’un point tel que sa guadrique polaire (par rapport a F„) passe 
par les sommets d’un tetraedre conjugue d une surface donnee S de second ordre? Soient a, h 
deux points quelconques | conjuguds par rapport a S|; C la courbe d’ordre (% — 2)*, 
intersection des deuxiemes polaires de a et b, et des lors lieu des poles des quadriques 
polaires qui passent par ces points; a, V les points ou S coupe la droite rdciproque 
de ab par rapport k S. Les quadriques polaires passant par a et b, forment une 


*) Cette diveloppdble est circonscrite d la Steinerienne suivant la courbe d' ordre &n{n — 2)® 
qui correspond (57) d la courbe pardbolique. En effet, si o est un point parabolique, le plan 
(stationnaire) polaire de o touche eu ee point la surface fondamentale, et au point correspondant, 
la Steinerienne (54). 

**) I Ces droites osculatriees ne sont pas les tangentes de la courbe parabolique. [ 

’***) Ce nombre et les autres qui suivent sont empruntes aux traites g6om5triques des courbes 
planes. [Teoria geomMrica delle curve plane, 87 et 108.] 
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s4rie telle qu’il y en a {n — 2)® passant par un troisieme point quelconque donn^ ; 
done, il y aura (^^ — 2)* quadriques de cette meme serie qui diviseront harmoniqnement 
le segment a'V ; e’est-a-dire que la courbe C rencontre le lieu cherche en [n — points. 
Cons6quemment ce lieu est une surface d’ordre {n — 2)®; {n — 2)*=» — 2. 

Tout point commun a ce lieu et a la Hessienne est des lors le pole d’un cone 
(quadrique) polaire eirconscrit a un tri^dre conjugud k S. Done (57) le lieu des som- 
mefs des cones (quadriques) polaires eirconscrits a des iriedres cmjugiies d la quadrique 
donnee est une course gauche d’ordre 6(w — 2)®. 

64. Quel est le lieu d’un point tel que sa quadrique polaire soit inscrite dans un 
Utraedre conjugue d une surface donnSe S de second ordre? Soient A, B deus plans 
quelconques | eonjugu^s par rapport iSj; C la courbe d’ordre 9(« — 2)^ intersection 
des surfaces polaires (pures) des plans A, B, et des lors lieu des poles des quadriques 
polaires qui touebent chacun de ees plans; A', B' les plans tangents de S men4s par 
la droite qui est r^ciproque de la droite AB par rapport a S. Les quadriques polaires 
tangentes a A et a B forment une sMe telle qu’il y en a 27 {n — 2)* tangentes a un 
troisieme plan quelconque; done il y en a aussi 27 (w — 2)® telles qui seront conjugudes 
aux plans A', B'. Ainsi la courbe C contient 27 (m — 2)® points du lieu demand^; done 
ce lieu est une surface de I’ordre 21 {n — 2)®: 9(j« — 2)®=3(m — 2). 

Si le tetra^dre conjugud ^ S a un sommet sur S, la face opposee sera le plan 
tangent ^ cette surface en x, et, des trois autres faces, une co'incidera avec ce m^me 
plan tangent, et les deux restantes seront deux plans quelconques men^s par deux 
tangentes conjugu^es de S en x. Un tel t6trafedre pent done etre regard^ comme 
etant eirconscrit a un cone quadrique quelconque de sommet x. Par consequent, si x 
est un point commun ^ S et ^ la Steinerienne, le pole du cone polaire de sommet x 
appartiendra au lieu dont il s’agit; e’est-a-dire que ce lieu coupe la Sessienne suimnt 
la courle correspondante d V intersection de la Steinerienne avec S. 

Si S est le systbme de deux plans, le lieu consid6r6 devient ^yidemment la surface 
polaire mixte de ees plans (45). 

65. Oherclions le lieu d’un point tel que sa quadrique polaire, par rapport d la 
surface fondamentale F„, passe par les sommefs d’un fefraedre conjugue d la quadrique 
polaire du m^me point, par rapport d la Messienne. Soit G une droite arbitraire ; x un 
point de G. Le lieu des poles des quadriques polaires relatiyes a F„, circonscrites h. 
des t4traedres conjuguds a la quadrique polaire du point x par rapport a la Hessienne, 
coupe la droite G en n — 2 points (63). Rdeiproquement, si une quadrique polaire 
relative a la Hessienne doit Stre conjuguee a un t6trafedre inscrit a la quadrique po- 
laire d’un point a;', par rapport a F„ (e’est-Adire, si la premiere quadrique doit Stre 
inscrite d un t^tra^dre conjugu^ d I’autre), le lieu sera (64) une surface d’ordre 
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— 2) — 2 ], qui coupera G en autant de points x. Cette droite contient done 
7 ^— 2 -f I2(w— 2) — 6 coincidences de x avec rr'; en d’autres termes, le lieu demande 
est une surface d'ordre 18^^ — 32. 

Considerant les points communs a cette surface et a la Hessienne, nous pouvons 
ajouter que le lieu d’un point (sur la Hessienne) dont le cone polaire est circonscrit 
a un triedre conjugue a la quadrique polaire du meme point, par rapport a la Hessienne, 
est une courbe gauche de I’ordre 4(n — 2)(13n — 32). 

66. Pareillement, on trouve que le lieu d'un point tel que sa quadrique polaire par 
rappoH d soit inscrite d un tetraedre conjugue d la quadrique polaire du meme point 
par rapport d la Hessienne, est une surface T de Vordre 4:(n — 2) — 2 -f- 3 (n — 2)==7 n — 16. 

Cette surface coupera la Hessienne suivant une courbe, chaque point de laquelle 
sera le pole (relativement a Fj d’un cone quadrique ayant son sommet sur la qua- 
drique polaire du meme point par rapport a la Hessienne. Done, le lieu d^un point 
(sur la Hessienne) dont la quadrique polaire par rapport d la Hessienne, passe par le 
point correspondant de la Steinerienne, est une courbe gauche d'ordre 4(n — 2) (7n — 16), 
sHuee dans la surface T. Cette courbe passe deux fois par les I0{n — 2)® points doubles 
de la Hessienne, car chacun de ces points a un nombre infini de points correspon- 
dants sur une droite (56) qui coupera deux fois la quadrique polaire de ce point, 
relative a la Hessienne. 

67. Quel est le lieu d^un point, le plan polaire duquel par rapport d la Hessienne 
est tangent d la quadrique polaire du m^me point relativement d F,^? Soit G une droite 
arbitraire; x un point de G; .X le plan polaire de x par rapport a la Hessienne. Les 
quadriques polaires relatives a F„, qui touchent le plan X, ont leurs poles dans la 
surface polaire (pure) de ce plan (47), qui coupera G en S(n — 2) points x\ Recipro- 
queraent, si une surface polaire doit passer par x', le plan correspondant sera tangent 
a la quadrique polaire de x ' ; or, les poles (relatifs a la Hessienne) des plans tangents 
d’une surface quadrique, se trouvent sur une surface (16) d’ordre 2(^4(n — 2) — l), qui 
coupera G en autant de points x; done G contiendra 3(n — 2) + 8(n — 2) — 2 coinci- 
dences de X avec x\ et par suite le lieu demand6 est une surface G d'ordre l\n — 24. 

Un point x de la surface T (66) est le sommet d’un tetraedre circonscrit a la 
quadrique polaire (de x) par rapport a F,, et conjugue a la quadrique polaire (du 
meme point) relative a la Hessienne, pourvu que ce point x soit situ4 sur la polaire 
reciproque de la premiere quadrique par rapport a I’autre; auquel cas le plan polaire 
de X par rapport a la Hessienne est tangent a la quadrique polaire du meme point 
par rapport a F^; e’est-a-dire que, dans cette hypothese, x est aussi un point de 0. 
Done le lieu d^un point qui soit un sommet d\m tetraedre circonscrit et conjugue resp. 
aux quadriques polaires du meme point par rapport d ^^et d la Hessienne, est une 
courbe gauche d'ordre {l\n — 24) (7m — 16), intersection des surfaces 0 et T* 
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68. Quel est le lieu d’un point tel que son plan polaire par rapport d la Hessienne 
soit GonjuguS a un plan donne E , par rapport d la quadrique polaire du mS.me point 
relative d F„? Si x est un point d’une droite G-, et X le plan polaire de x par rap- 
port a la Hessienne; le lieu des poles des quadriques polaires (relatives a’F„), pour 
lesquelles E et X sont deux plans conjugues (47), coupera G en 3(w — 2) points a/. 
Rdciproquement, si y est le pole du plan E par rapport k la quadrique polaire d’un 
point id, relative a la surface fondamentale, la premiere polaire de y par rapport 
a la Hessienne coupera G en 4(w — 2) — 1 points x. La droite G contiendra done 
3(w — 2) + 4(w — 2) — 1 coincidences de x avec cd, e’est-a-dire que le lieu cherclid esi 
une surface Su cHordre In — 15. 

Si X est un point de la Hessienne, dont le cone polaire ait son sommet sur le 
plan donne, ou sur le plan polaire de x par rapport a la Hessienne, ce point x ap- 
partiendra au lieu Sj.; car, comme le plan passant par le sommet a un nombre infini 
de poles (sur la droite polaire du plan, relative au cone), il est conjugue a tout autre 
plan quelconque. Le premier cas a lieu pour les poles des cones polaires, dont les 
sommets appartiennent a la courbe d’intersection de la Steinerienne avec le plan E ; 
done, le lieu Sb passe par la courbe gauche d'ordre 6(w — 2)® qui correspond d la section 
plane E de la Steinerienne *). 

On verifie la seconds hypothfese, si le plan tangent en a? a la Hessienne passe par le 
sommet x’ du cone polaire; auquel cas le point x appartient aussi dvidemment a la 
surface 0 (67). Done le lieu Ee. quel que soit le plan E, passe par la courbe commune 
a 0 et a la Hessienne **). Cette courbe est de I’ordre 4 (k — 2){7n — 15) — 6{n — 2)®= 
2(m — 2)(llw — 24), nombre qui est la moitie du produit des ordres de 0 et de la 
Hessienne; done, oes deux surfaces se touchent (partout oil elles se reneontrent) suivant 
une courbe gauche d’ordre 2(« — 2){lln — 24), lieu d’un point dont le plan polaire par 
rapport d la Hessienne passe par le point correspondant de la Steinerienne. 

Toutes ces surfaces S d’ordre In — 15, passant par une meme courbe gauche d’ordre 
2{n — 2)(llw — 24), ferment un systems lindaire. En efifet, si a, b, c sont trois points 
donnds arbitrairement dans I’espace; A, B, C les plans polaires de a, 5, c par rapport 


*) Le lieu Eb et la surface polaire (pure) du plan E se coupent suivant une autre courbe 
gauebe d’ordre 3(n—2)(6n — 11), qui est dvideminent le lieu d’un point tel que sa quadrique 
polaire par rapport A E„ touche le plan E, et que le plan polaire du mgme point par rapport 
A la Hessienne passe par le point de contact. 

**) Tout point commun A 0 et A la Hessienne appartient aussi A E, car si le plan polaire 
relatif A la Hessienne doit toucher le cone polaire, il passerapar lesomipet de celui-ci. Dans 
le cas de 72=3, la courbe comraune A 9 et A la Hessienne est la courbe correspondante A la 
courbe parabolique. 
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a la Hessienne; et a , U, c' les poles des plans A, B, C, par rapport aux quadriques 
polaires de a, b, c relatives ^ F„, le plan E=a'S'c' d^terminera la surface (unique) S qui 
passe par a, b, c. 

69. On demands le lieu d’un point tel que la droite commune d un plan donne E et 
ait plan polaire de ce point par rapport d la Hessienne soit tangente a, la quadrique 
polaire dtt mSme point par rapport a la surface fondamentale. Pour rdsoudre cette question, 
prenons un point x sur une droite quelconque G; le plan polaire de x relatif ^ la 
Hessienne coupera E suivant une certaine droite; et le lieu des poles des quadriques 
polaires, relatives a F,,, qui sont tangentes a cette droite, coupera G en 2(n — 2) 
points x' (48). Riiciproquement, la quadriqne polaire (par rapport a F^) d’un point x' est 
coupee par le plan E suivant une conique, qui a 2(4?i — 9) tangentes communes avec 
la section faite par ce meme plan dans I’enveloppe (de classe 4(n — 2) — 1 . . . (14)) 
des plans polaires des points de G, par rapport a la Hessienne. Le lieu demande est 
done une surface Se d’ordre 2(m — 2)-1-2(4m — 9) = 2(5«— 11). 

La surface 0 et la surface Se , relative au. plan donn6 E (68), ayant en commun 
une courbe d’ordre 2(« — 2)(lltt — 24), se couperont suivant une autre courbe gauche 
d’ordre 

(7w— 15)(11 m— 24) — 2(w— 2)(lln— 24)=(5 m— ll)(lln— 24). 


Chaque point x de cette courbe sera tel que son plan polaire par rapport a la Hessienne 
touchera la quadrique polaire du meme point par rapport k, F« (67), et que le plan 
susdit sera conjugue a E par rapport a la meme quadrique (68); done, E passe par 
le point ou le plan polaire touche la quadrique, et des lors I’intersection de E par le 
plan polaire est une droite tangente a la quadrique. II en suit que x sera un point du lieu 
Se • Le meme raisonneraent prouve que tout point de la courbe d’ordre 3(n — 2)(5w — 11) 
[v. note au n. 68], commune a la surface polaire (pure) du plan E et au lieu Se , appartient 

aussi a Se . Done, cette surface Se coupe Sg suivant une courbe d’ordre (5w — 1 1) (1 In 24) 

situee sur 0, et suivant une autre courbe d’ordre 3 (n—2)(5n—ll) situee sur la surface 
polaire (pure) du plan E. 


les definitions de ces lieux, tout point commun 
a et a 0, et tout point commun a Sg et a la surface polaire de E, appartiennent 
ndeessairement a Sb ; done la surface Sg est touches par la surface 0 suivant la courbe 
gauche d’ordre ibn—ll){Un—24),et par la surface polaire pure du plan E suivant 
la courbe gauche d'ordre 3{n—2){bn — 11); et cesoourbes de contact sont placees ensemble 
mr la surface Se*). 


*) II resulte de la que I’eusemblB de la Hessienne, de 3 e et d’uiie surface arbitraire 0 d’ordre 
4r6— 9 pent ^tre eugendr^ au moyen de deux faisceaux projectifs (0, Ie 0, ...) d’ordre IItz— 24 
et (2 b, SbO, ...) d’ordre 7?i— 15; ou SEd^sigue la surface polaire pure du plan E. 



MEMOIRE DE GEOMETRIE PURE SUE LES SURFACES DU TROISIEME ORDRE. 


41 


70. Oa deman de le lieu d'tin point tel que son plan polaire par rapport d la Hessienne 
coupe la qiiadrique polaire du mhne pointy relative a et deux plans donnes E, E', 
suivant ime conique et deux droites conjuguees d celle'CL Soit x un point d’une droite arbi- 
traire G; X le plan polaire de x par rapport a la Hessienne; le lieu des poles des qua- 
driques polaires (relatives a FJ qui coupent ce plan X suivant des coniques conjuguees 
aux droites XE, XE, est la surface polaire mixte de ces droites (48), qui coiipera G 
en 2{n — 2) points R^ciproquement, soit Q la quadrique polaire d’un point x' par 
rapport a F^; on sait que les plans qui coupent la quadrique Q et les plans donnas E, E^ 
suivant une conique et deux droites conjuguees, enveloppent une autre surface quadrique. 
Cette surface et I’enveloppe des plans polaires des points de G, par rapport a la Hessienne, 
ont 2{4z{n — 2) — l) plans tangents comrauns, auxquels correspondront autant de poles x 
sur G. Le lieu demande^sjJ done tme surface 'S ee d'ordre 2(n — 2)4-2(4?^ — 9)=2(5w — 11). 

Tout point X commun a © et au lieu Sg (69) est tel que son plan polaire par rapport 
a la Hessienne coupe la quadrique polaire de x relative a F^ et le plan E suivant 
trois droites passant par un seul et meme point. La derniere de ces droites a un 
nombre infini de poles (en ligne droite) par rapport a la conique formee par les deux 
premieres droites, d’ou il suit que, relativement a cette conique, la derniere droite est 
conjugate a toute droite trac6e dans le dit plan polaire de x; done x est aiissi un 
point du lieu See . Gest-a-dire que ce lieu passe par les deux couries gaucJies d^ordre 
{6n — ll)(lln — 24), suivant lesquelles la surface 0 est toucJiee par les lieuxEEatER'. 

71. On demande le lieu d^un point tel que ses plans polaires par rapport d F„ et 
d la Hessienne, et sa quadrique polaire par rapport d F„ aient un point commun sur 
un plan donne E. Soit x un point d’une droite arbitraire G; la droite commune aux 
plans polaires de x rencontre E en un point y, et les guadriques polaires relatives 
a F^ qui passent par y ont leurs poles sur la deuxieme polaire de ce point, laquelle 
coupera G en m — 2 points x!, R6ciproquement, la quadrique polaire d’un point x' (par 
rapport a F^) coupera le plan E suivant une certaine conique ^ Or, il y a sur G I0[n — 2) 
points X, dont cbacun a la propri^td que ses plans polaires, relatifs a et a la 
Hessienne, se rencontrent sur c^*); done, le lieu demand^ est une surface d'ordre \ l{7i—2). 

Quel que soit le plan E, cette surface passe par les 2{n — 2) points a oula Hessienne 

*) Par un point queleonque i d’une droite R on pent mener deux premieres polaires re- 
latives a , les poles desquelles sont les intersections de J( avee le plan polaire de i\ et les 
premieres polaires de ces poles, par rapport i la Hessienne, couperont R en 2(47z — 9) points 
Reciproquement, par un point f on peut faire passer deux premieres polaires relatives h la 
Hessienne, dont les poles sont les intersections de JC avec le plan polaire de f (relatif a la 
Hessienne). Les premieres polaires de ces poles, par rapport A , couperont R en 2pi—V] 
points i. Done il y aura, sur R, 2(411 — 9) — 2) co'incidences de i avec U, q, d. e. 
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est touch 6 e par une droite a situee dans la surface fondamentale (60) ; car les plans 
polaires et la quadrique polaire de a passent ensemble par la droite a et des lors ont 
un point commun avec tout plan donn 6 


Chapitee CmQuriiME. 

Application des propri^t^s g6n6rales une surface fondamentale 

du troisibme ordre. 

72. La surface fondamentale sera d 6 sormais une surface F 3 du troisieme ordre, tout 
a fait g 6 n 6 rale, c’est-a-dire sans points et lignes multiples. Les th^oremes d^montr^s 
pr 6 c 6 demment contiennent d 4 ja un grand nombre de propri 6 t 6 s des surfaces cubiques; 
mais nous ne nous arr§terons pas k donner les 6 nonc 6 s particuliers. Nous nous proposons 
seulement de d^velopper ce qu’il y a de special et de caract 6 ristique a la surface du 
troisieme ordre. 

La premiere polaire 6 tant, dans le cas actuel, la quadrique polaire, la surface 
Hessienne et la Steinerienne coincident en une seule et mime surface du quatrieme ordre 
et de la seizieme classe (52, 54). Les points de cette surface se correspondent deux d deux; 
0 et o' etant deux points correspondants, cJiacun d'eux est le sommet d'un cone quadrique 
polaire dont V autre est le pole; et en chacun de ces points la Hessienne a pour plan tangent 
le plan polaire de V autre. Ces mSmes points sont conjugu4s par rapport a toutes les 
quadriques polaires (37). 

73. La deuxieme polaire mixte de deux points a, h devient un plan, lieu d’un tel 
point, que par rapport a sa quadrique polaire les points o, & sont conjugu 6 s (49). Si 
Ton se donne un des points a, S, et leur plan polaire mixte, on trouve I’autre point 
de la maniere suivante: les quadriques polaires des points du plan donn 6 forment un 
r4seau, et les plans polaires de a par rapport a ces surfaces passent par un m&me 
point 6 , qui sera le point chercb^ *). 

Si a est fixe, et que le plan polaire mixte tourne autour d’une droite donn^e G 
le point h d5crira una droite G', intersection des plans polaires de a par rapport aux 


*) I Si le plan polaire mixte est nn plan donne e, et si le point a d6crit nn plan s', le lien 
de 5 sera une surface du 3® ordre, la polaire mixte des deux plans s s'. } 
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quadriqiies polaires des points de G. Or, G coupe la Hessienne en quatre points, done 
les plans polaires d'un point donne a par rapport aux cones polaires emeloppent une 
surface de la quatrieme classe Si a est un point de la Hessienne, le plan polaire 
mixte passe toujours par d (sommet du cone polaire de a) 

Si a est donn6 arbitrairement dans Tespace, et h est variable dans un plan fixe E, 
le plan polaire mixte passe toujours par un point fixe e; le pole de E par rapport 
a la quadrique polaire de a. Done, si h d^crit la courbe d’intersection de la Hessienne 
avec le plan E, le plan polaire mixte enveloppe un cone de sommet e, de la quatrieme 
classe (circonscrit a la surface qu’on obtient lorsque h parcourt la Hessienne); e’est-a-dire 
que les plans polaires d^un point fixe, par rapport a tons les cones polaires dont les 
sommets sont dans un meme plan, emeloppent un cone de la quatrieme classe. 

74. Ce que nous avons nomm6 en g6n6ral surface polaire mixte de deux droites G, G' 
devient une quadrique (un hyperboloide) ; et puisque, dans le cas actuel, la courbe po- 
laire d’une droite par rapport a une premiere polaire (3) devient la droite rdciproque 
de la droite donn6e par rapport a une surface quadrique; il s’ensuit que Vkyperloldide 
polaire des deux droites G, G' est le lieu des droites reciproques de chacune de ces droites 
par rapport aux quadriques polaires des points de V autre, ou bien le lieu d’un point 
tel que la r^ciproque de Tune des droites donn6es par rapport a la quadrique polaire 
de ce point, rencontre Tautre droite donn^e. 

Si i est un point variable en G, et a,h deux points fixes sur G, rhyperboloide 
polaire est engendr4 (48) par deux faisceaux projectifs, dans lesquels le plan polaire 
mixte de a, e correspond au plan polaire mixte de I, i. Or les points a, h peuvent 
6tre remplac6s par deux autres points quelconques de G; Vhyperholdide polaire de deux 
droites est done aussi V enveloppe du plan polaire mixte de deux points variables sur les 
droites donnees, respectivement. 

75. Si G, G coincident, nous aurons la surface polaire pure d’une droite G, qui sera 
un cone du second ordre (14, 48), dont le sommet est le pole de la quadrique polaire 
qui passe par G, et dont les generatrices sont les droites reciproques de G par rapport 
aux quadriques polaires des points de G. Oe cone est V enveloppe des plans polaires des 
points de G, et par consequent il est aussi le lieu des poles des quadriques polaires 
tangentes a G. Nous donnerons a cette surface le nom de cone polaire de la droite G, 
qu’il ne faut pas confondre avec le cone polaire d’un point de la Hessienne. 

76. La surface polaire mixte de deux plans E, E^ est du troisieme ordre (47); elle 
est le lieu des poles d'un plan par rapport aux quadriques polaires des points de V autre 
plan, ou bien (ce qui revient au meme) le lieu du pole d'une quadrique polaire, par rapport 
d laquelle les plans E, E' sont conjugues. 

Le lieu des poles d\m plan E par rapport aux -quadriques polaires des points d'lme 
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droite G (30) est une ciibique (coux'be du troisieme ordre) gauche, qui se trouve sur 
rhyperboloi'de polaire de G et d’une autre droite situde dans E, et aussi sur la surface 
polaire miste de E et d’un autre plan passant par G (51). D’ou il suit que Thyperboloide 
polaire de deux droites G, G', si G est fixe et G' variable dans un plan E, engendre 
un rdseau de surfaces passant par une cubique gauche fixe. 

77. Si les plans E, E' coincident, on a la surface polaire pure d’lm plan E, qui sera 
I’enveloppe des cones polaires des droites situdes dans le plan donne (48), et aussi 
le lieu des poles du plan par rapport aux quadriques polaires des points de ce ineme 
plan (47). Cette deuxieme definition revient a dire que cette surface est le lieu d’un 
point dont la quadrique polaire est taiigente au plan donnd; done (15, 51) la meme 
surface se confond avec Venveloppe des plans polaires des points du plan donni. Elle 
est du troisieme ordre, de la quatrieme classe, et a quatre points doubles, situds dans 
les cones polaires et dans les hyperboloides polaires de toutes les droites du plan donnd”^). 

Soit a un point de cette surface; la quadrique polaire de a 6tant tangente au plan 
E, coupera ce plan suivant deux droites croisdes au point de contact a'. Les plans po- 
laires des points de ces droites doivent passer par a, et toucher ailleurs la surface; 
un point quelcongue de cette surface est done le sommet de deux cones giiadriques cir- 
conscrits d la surface (ils sent les cones polaires des deux droites crois5es en a'). Le 
plan polaire de a' est tangent a la surface en a. 

Si a est Tun des points doubles de la surface, les deux cones tangents doivent 
colncider; et par suite la quadrique polaire de a coupera E suivant deux droites coin- 
cidentes. Parmi les quadriques polaires tangentes d un plan Pi il y a done quatre cones; 
leiirs poles (qui appartiendr’ont aussi a la Hessienne) sont les points doubles de la surface 
polaire pure du plan. 

Cette surface est la rficiproque de la surface JRomaine de Steiner *) **). 

78. Si un plan E est fixe et qu’un autre plan E' soit mobile autour d’une droite 
G, la surface polaire mixte des plans E, E' engendre un faisceau; en efifet, si cette 
surface doit passer par un point donnd x, le plan E' passera par le pole de E relatif 
a la premiere polaire de x. La base du faisceau est compos^e d’une courbe gauche 
du sixieme ordre (lieu des points doubles des quadriques polaires des points du plan 


*) Si Tin point est k distance inflnie, son plan polaire est un plan diametral de la surface 
fondamentale. L’eriveloppe des plans diam€traujs est done la surface polaire pure du plan d, 
I inflni. Cette surface est inscrite dans la ddveloppable circonscrite k Fn suivant la section 
a rinflni (15). 

**) [Voir les Monatsberichte de la r. Aead. de Berlin (juillet et novembre 1863), et le tome 
LXIII de ce journal, p. 315]. [Queste ‘Opere, n. 55 (t.® 2.")]. 
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fixe) et d’une cubique gauche (lieu des poles du plan fixe par rapport aux quadriques 
polaires des points de la droite donnee) (47, 76). 

La surface polaire mixte des deux plans E, E' et leurs surfaces polaires pures sont 
touchees ensemble (51) par le cone polaire de la droite EE' en quatre points de la 
Hessienne (correspondants aux intersections de cette surface avec la droite EE'), et 
passent par les dix points doubles de la Hessienne (47). Ces points dtant Equivalents a 
4 . 4-j-lO intersections, les trois surfaces nommEes, qui sont du troisieme ordre, auront 
un autre et seul point commun: c’est le pole de la quadrique polaire qui passe par 
la droite EE'. 


Chapitee SrOEME. 

PropriEtEs de la surface Hessienue d’une surface fondamentale 
du troislEme ordre. 

79. Les plans polaires qui passent par un point donnE p ont leurs poles sur la 
quadrique polaire de p. Si ces plans doivent toucher la Hessienne, les poles seront 
distribuEs sur la courbe du huitieme ordre, intersection de la Hessienne avec la polaire 
quadrique de p (72). Les points de contact forment une courbe du douzieme ordre, 
intersection de la Hessienne avec la premiEre polaire de p par rapport a la Hessienne. 
Ces deux courbes du huitieme et du douzieme ordre sont done correspondantes (57). 

80. ConsidErons les droites qui passent par p et qui touchent la Hessienne. Aux 
droites qui passent par p correspond un rEseau *) de courbes gauches du quatrieme 
ordre (3) situEes sur une surface S du second ordre (la quadrique polaire dej)). Cha- 
cune de ces courbes gauches rEsulte de I’intersection de S par une autre quadrique 
polaire, et par suite (79) les points doubles de ces courbes (points de contact entre 
S et les autres quadriques polaires) seront situes dans la courbe C du huitieme ordre, 
intersection de la Hessienne avec S. Aux courbes du rEseau, qui forment un faisceau, 
correspondent des droites par p, situEes dans un plan; or, dans ce faisceau il y a douze 
courbes avec point double **); e’est-a-dire que les droites par p, auxquelles correspondent 
des courbes gauches du quatrihne ordre avec point double, foi'ment un cone S du douzieme 
ordre. A un point quelconque o de la courbe C correspond une genEratrice de S, qui 
joint p au point o' qui, dans la Hessienne, correspond a o. Le lieu des points o' est 
done une courbe C du douzieme ordre (79). Le plan polaire de o passe par p et touche 


*) Un tel r^seau rfesulte des intersections de S avec un r6seau d’autres surfaces quadriques 
polaires. 

**) Car, dans un faisceau de quadriques, il y a douze surfaces tang’entes k S (33). 
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la Hessieune (72) en o’, et, par suite, il contient la droite tangente a C' en o'; done, 
ce plan est tangent au cone 2 suivant la droite pd. C’est-a-dire que le cone S est 
circonscrit a la Hessienne suivant la courbe O'. 

La quadrique polaire d’un point quelconque coupe C en seize points; de la r6sulte 
que - (et par suite la Hessienne) est de la seizieme classe (54). 

Si Ton considere une droite G passant par p, comme intersection de deux plans 
tangents du cone S, chacun de ces plans aura un pole sur C, et la courbe gauche (du 
reseau sur S) qui passe par ces deux poles sera la correspondante de G. Si les deux 
poles coincident, la courbe gauche devient tangente a C; d’ou il suit qu’aux droites 
tracees sur le cone 1 et dans ses plans stationnaires, correspondent des courbes gau- 
ches (du reseau sur S) tangentes a C. 

81. Les points ou la Hessienne est osculee par des droites issues de p, sont les 
intersections de cette surface avec la premiere et la deuxieme polaire de p, par rapport 
a la meme surface. Ainsi, parmi les courbes gauches du rdseau en S il y a en a 
4.3.2=24 qui ont un point de rebroussement. 

Ainsi le cone S est du 12® ordre et de la 16® classe, et a 24 gdndratrices station- 
naires; il aura done (a cause des formules de PlUcker) 22 gdndratrices doubles. Parmi 
ces gendratrices doubles, dix sont dues aux points doubles de la Hessienne et corre- 
spondent a des courbes du rdseau composdes de deux coniques (chaque point double 
a, en effet, pour quadrique polaire une couple de plans (56)) ; les autres douze gdndra- 
trices doubles correspondront a autant de courbes du rdseau composdes d’une cubique 
gauche et d’une droite. 

Pour ddmontrer cette assertion, considdrons le rdseau de courbes gauches du qua- 
trieme ordre sur la surface quadrique S, et, a cause de brievetd, nommons generatrices 
et directrices les droites des deux systemes qui existent sur cette surface. Soient L, M, N 
trois gendratrices de S; une courbe quelconque du quatrieme ordre qui soit traede sur 
S coupe en deux points chacune de ces droites; et si trois de ces points (un sur chaque 
droite) tombent en ligne droite, la courbe se ddcompose en deux parties, une cubique 
gauche et une droite (directrice). Si I est un point quelconque de L, la directrice qui 
passe par I coupera M, N en deux points m, n, et la courbe du rdseau qui passe par 
m, n rencontrera L en deux points V. Kdciproquement, si I' est un point quelconque 
de L, les courbes du rdseau qui passent par V forment un faisceau et, par suite, ddter- 
minent sur M et N deux involutions (quadratiques) projectives. Si une courbe du faisceau 
coupe M en w w' et N en M le lieu des droites analogues a mn, mn', nin, m'n' est une 
surface du quatrieme ordre (pour laquelle M et N sont des droites doubles), qui coupera 
L en quatre points 1. Il y aura done, en L, six coincidences de I avec T, c’est-a-dire 
qu’il y a six courbes du rdseau, dont chacune est composde d’une cubique gauche et 
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d’une droite directrice. Analoguement, il y aura six autres courbes composdes d’une 
cubique gauche et d’une gdndratrice. 

Ainsi, dans un reseau de courbes gauches de quatrieme ordre, trades siir une surface 
quadrique, il y a: 1.“ douse courbes composies d\me cubique gauche et d’une droite; 
2.° dix courbes composees de deux coniques; 3.® vingt-quatre courbes avec rebroussement. 

82. Si p est un point de la Hessienne, le cone S est du 10® ordre et de la 16® 
classe, avec 10 generatrices doubles (dirigees aux points doubles de la Hessienne) et 
18 generatrices stationnaires. C’est-a-dire que dans un reseau de courbes gaudies du 
quatrieme ordre trades sur un cone (quadrique polaire de p) ily en a: 1.® dix composees 
de deux coniques; 2.® dix-huif avec rebroussement ; 3.o six composees d’une droite et d’une 
cubique gauche (correspondantes aux six droites qui touchent la Hessienne en p et ail- 
leurs (7)); 4.® deux avec rebroussement au sammet du cone: celles-ci correspondent aux 
deux droites qui osculent la Hessienne en p. 

83. Si p est un point double de la Hessienne, cette surface est touchee en p par 
un nombre infini de plans, dont I’enveloppe est un cone quadrique; la premiere polaire 
de p aura done un nombre infini de points doubles en ligne droite, c’est-a-dire qu’elle 
sera le systeme de deux plans se coup ant suivant une droite it, situde dans la Hes- 
sienne: ainsi qu’il rdsulte m§me de la theorie gdndrale (56). Les points de cette droite 
seront les poles d’autant de cones avec le sommet p; ces cones forment done un fai- 
sceau et passent par quatre droites, dont le systeme reprdsente la courbe polaire de 
It. Dans ce faisceau il y a trois systtoes de deux plans: ces trois systemes seront les 
quadriques polaires de trois points spdeiaux de la droite it, doubles pour la Hessienne. 
Les dix points doubles p sont done distribuSs, trois a trois, sur les dix droites it: et cel- 
les-ci passent, trois a trois, par les dix points p. 

84. La Hessienne dtant en general de la 16® classe, n’a pas d’autres points doubles, 
outre les dix points p. Et de mtoe, elle ne contient pas d’autres droites, outre les 
dix droites it. En effet, les quatre intersections d’une droite G avec la Hessienne cor- 
respondent aux quatre cones qui passent par la courbe (du quatrieme oi'dre) polaire 
de G. Si G appartient entierement a la Hessienne, aux points, en nombre infini, de 
G correspondra un nombre infini de cones formant un faisceau et, par suite, ['®] ayant 
le m§me sommet. Ce sommet sera un point double pour la Hessienne, car cette surface 
y serait touchde par les plans polaires de tons les points de G. 

Un point double p n’est pas, en general, situd sur sa droite correspondante it; si 
cela dtait, la premiere polaire de p serait un cone avec le sommet p, et par suite ce 
point serait double pour la surface fondamentale. 

85. Soient o, o' deux points correspondants de la Hessienne; les cones polaires de 
0 , o' auront leurs sommets en o', o resp. et se perceront entre eux suivant une courbe 
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gauche du quatrieme ordre; et les deux autres cones quadriques passant par cette 
courbe seront les premieres polaires des points u, v on la Hessienne est rencontr4e 
de nouveau par la droite oo'. Ces autres cones auront leurs sommets aux points m', v 
qui correspondent a ti, v. Les points o o'u'v' sont done les sommets du t6traedre conjugue 
aux quadriques passant par la courbe du quatrieme ordre, et par suite les plans du'v', 
odd sont les plans polaires de o, o' respectivement. C’est pourquoi les -plans tangents d 
la Hessienne en o, o' passeront par la droite u'v'. 

Puisque les plans polaires de o, o' passent par m', v', r6ciproquement les cones polai- 
res de v' (dont les sommets sont u, v) passeront par o, o'; done, ils contiennent tout 
entiere la droite oo'm et se rencontreront de nouveau suivant une cubique gauche. 

De ce que les cones polaires de tt', d passent par la droite oo', il s’ensuit que le cone 
polaire de cette droite aura son sommet (75) en u et en v', e’est-a-dire qu’il se rdduira 
a la droite u'v'. Done, les plans polaires des points de oo' passent tons par la droite u'v'. 

Les points ou la droite uv' rencontre la Hessienne sont les poles des quatre cones 
quadriques passant par la courbe du quatrieme ordre qui est la polaire de la droite 
considdr^e ; or, cette courbe se decomposant en deux parties (une droite et une cubique 
gauche) il n’y a que deux cones quadriques passant par ce systfeme ; la droite u'v' est 
done tangente a la Hessienne en u' et v'. 

Ainsi, toute droite joignant deux points oorrespondants de la Hessienne jouit de la 
propriete qiie les plans polaires de ses points passent par une droite fixe, qui est une 
tangente double de la meme surface. 

86. Si M et 0 coincident, e’est-a-dire, si la droite oo' est tangente a la Hessienne 
(en un point u different de o, o'), les plans polaires des points de oo' passeront par 
une meme droite qui aura un contact du troisieme ordre (en m') avec la Hessienne. 

Si u et V coincident en un point double p, les points ti, d deviennent ind^termines 
sur la droite correspondante n (83); or, les cones polaires de tons les points de cette 
droite devant passer (85) par oo', il en suit que oo' est Vune des quatre droites qui fer- 
ment la courbe polaire de % (83). 

87. Si 0 est un point parabolique de la surface fondamentale, son cone polaire a le 
sommet au point correspondant o', passe par o et est touchd suivant oo' par le plan 
polaire de o (5), savoir par le plan qui touche la Hessienne en o'. Le cone polaire de 
o' ayant son sommet en o, il s’ensuit que les cones polaires de ces deux points se cou- 
peront suivant une courbe gauche dont o sera un point double. L’un des points u, v 
coincide avec o'; I’autre soit v. La droite ov' {=ud) est done (85) tangente a la Hes- 
sienne en 0 et v'. Les plans qui touchent la surface fondamentale et la Hessienne en 
0 se eoupent suivant ov', e’est-a-dire que cette droite est tangente en o d la courbe pa- 
raholique (de la surface fondamentale). 
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Soit 0 ) le point ou la droite ov' rencontre de nouveau la surface fondamentale; la 
premiere polaire de to passe par to et par oo\ et par suite elle rencontre le plan oo'v' 
suivant deux droites, dont Tune est od et Tautre passe par to. Ce point to est done 
le point (unique) d* inflexion de la courbe du troisieme ordre (avec rehroussement en o), 
suivant laquelle la surface fondamentale est coupSe par le plan stationnaire odd *). 

88. Dans un plan ariitraire E, comhien de droites y a4-il, analogues d od (joignant 
deux points correspondants de la Sessienne)? Le plan E coupe la Hessienne suivtot une 
courbe du quatrieme ordre a laquelle correspond (57) la courbe (gauche du sixieme 
ordre) de contact entre la Hessienne et la surface polaire pure du plan E. Soit o Tun 
des points ou E rencontre cette derniere courbe; ce point, comme appurtenant a E, 
aura son correspondant d sur la courbe du sixieme ordre; et comme appailenant a 
cette courbe, il aura son correspondant en E. D’ou il suit que les six points communs 
au plan E et a la courbe gauche du sixieme ordre sont correspondants, deux a deux. 
Mais d’un autre c6te, deux points correspondants de la Hessienne sont conjugues par 
rapport a une quadrique polaire quelconque; done, d’apres un th^oreme connu (dh a 
M. Hesse), les six points dont il s’agit sont les sommets d’un quadrilatere complet; 
et les diagonales de celui-ci sont les seules droites analogues d od, contenues dans le plan 
donne E. Les droites analogues a u^d (85), qui correspondent aux droites od du plan E, 
sont situ^es sur la surface polaire de E (et dans un meme pkn tritangent de celle-ci), 
parce que les plans polaires des points de E sont tangents a la surface polaire de 
ce plan (77). 

89. Le quadrilatere considere est determine par les intersections de quatre quadri- 
ques polaires quelconques (n appurtenant pas a un meme reseau) avec le plan E; on 
sait en effet que, quatre coniques 4tant donnees dans un plan, il y a un quadrilatere 
complet (unique) dont les diagonales sont rencontr^es harmoniquement par chacune 
des coniques donn4es **). 

Deux sommets opposes du quadrilatere 4tant conjugu6s par rapport aux coniques 
suivant lesquelles le plan E coupe les quadriques polaires de ses points, il s’ensuit 
que ce quadrilatere est inscrit a la courbe du troisieme ordre, Jacobienne du r4seau 
des coniques mentionn4es et section de la surface polaire du plan E par ce meme plan. 
Or, les memes six points (sommets du quadrilatere) sont situes dans la courbe plane 
du quatrieme ordre commune a E et a la Hessienne, qui est touch4e par la surface 
polaire de ce plan dans tons les points de la courbe gauche du sixieme ordre; done 
ces six points sont autant de points de contact entre les courbes suivant lesquelles 
E coupe sa surface polaire et la Hessienne. 


*) Et ii^v est la tangente stationnaire. 

**) [Mathem. Questions from fhe Educational Times IV, London 1866, p. 110]. 
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II suit de la que les c6t^s du quadrilatere rencontreront de nouveau la courbe plane 
du quatrieme ordre en quatre points alignds sur une droite G; et cette courbe plane 
appartiendra au faisceau determine par le systems des quatre droites formant le qua- 
drilatere et par le systems de la courbe du troisi^me ordre et de la droite G. Done, 
si cette derniere courbe a un point double a, ce qui arrive lorsque le plan E est tangent 
en a a la surface fondamentale *), la droite polaire de a par rapport a la courbe 
plane du quatrieme ordre viendra se confondre avec la droite polaire du meme point 
par rapport au systems des quatre c6t4s du quadrilatere (la polaire harmonique de a 
par rapport au quadrilatere). 

Mais d’ailleurs on salt que, si une cubique plane avec point double passe par les 
sommets d’un quadrilatere complet, la droite qui joint les trois points d’inflexion est 
la polaire harmonique du point double par rapport au quadrilatere; done la droite 
polaire de a par rapport a la courbe plane du quatrieme ordre passera par les points 
d’inflexion de la courbe du troisieme ordre, qui sont aussi les points d’inflexion de la 
section de la surface fondamentale par E. 

Ainsi: la droite, intersection d’un plan tangent a la surface fondamentale avec le plan 
polaire du point de contact par rapport a la Hessienne, passe par les trois points d’infle- 
xion de la section faite pwr le plan tangent dans la swrface fondamentale. 

Si le plan tangent est stationnaire, on retombe sur un th^oreme deja d6montrd (87). 

90. Dans un plan quelconque E, combien y a-t-il de droites analogues ^ u'v' (droites 
dont la courbe polaire soit le systems d’une droite od et d’une cubique gauche)? Les 
droites tracees dans le plan E correspondent aux courbes gauches du quatrieme ordre 
passant par les huit poles du plan. On salt que ces huit poles sont tels que la cubique 
gauche ddcrite par six d’entre eux rencontre deux fois la droite qui joint les deux autres. 

7 8 

Or, huit points combines par couples doiment— ^=28 courbes du quatrieme ordre 

composees d’une droite et d’une cubique gauche. Leplan donne covdient done 28 droites 
analogues a %iv'\ elles sont d’ailleurs les 28 tangentes doubles de la section de la Hes- 
sienne par le plan E. 

Cette section est de la 12® classe et a 24 points d’inflexion; on retrouve ainsi (80) 
la propri6t6 que dans un faisceau de courbes gauches du quatrieme ordre il y en a 
12 avec point double; et de plus, on voit qjxQparmi les courhes gauches de cet ordre, 
qui passent par les huit intersections de trois surfaces quadriques, il y en a 24 qui ont 
un rebroussement. 


*) Si une cubique plane a un point double, toutes les coniques polaires passent par ce 
point, qui est, par suite, double aussi pour la Jacobienne du r^seau, des polaires. 
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91. Une droite quelcoiKiue G rencontre la Hessienne en quatre points alcd-, soient 
a'b'c'd' les points correspondants. Puisque a'b'd d' sent les sommets des quatre cones d’un 
meme faisceau de quadriques, le point a' sera le pole du plan b'c'd' par rapport aux 
cones polaires de b, c, d, e’est-a-dire que b'dd! est le plan polaire mixte des couples 
de points db,a'c,a'd: ou bien encore, Vc’d' est le plan polaire de chacun des points 
b, c, d par rapport au cone polaire de a'. Or ce cone a pour sommet le point «; le 
plan b'ed' passe done par a. 

Ainsi si abed sent quatre points de la Hessienne en ligne droite, les points correspmi- 
dants a'b'c'd' sont les sommets d’un tetraedre dont les faces b'dd', dd'a', d'a'b', a'b'c' 
passent par a, h, c, d resp. 

92. Toutes les quadriques polaires passant par un point o forment un r^seau;et 
il y en a une qui est tangente en o a un plan donn4 arbitrairement. Cependant, si 
0 est un point de la Hessienne (et o' le point correspondant), toutes les premieres 
polaires passant par o y sont touchees (53) par des plans passant par la droite oo’, 
et celles qui touchent en o un mfime plan forment un faisceau et ont leurs poles sur 
une droite tangente a la Hessienne en o'. D’ou il s’ensuit que la droite oo' est la polaire 
du plan tangent ^ la Hessienne en o par rapport au cone polaire de o', et aussi la 
polaire du plan tangent k la meme surface en o' par rapport au cone polaire de o. 
En d’autres termes: le plan tangent en o ala Hessienne et le plan tangent en ce mhne 
point d une quadrique polaire qiielconque qui y passe, sont conjugues par rapport au 
cone polaire de o'. 

Hdciproquement, toute droite tangente en o' d la Hessienne contient les poles d’un 
nonihre infini de quadriques polaires touchees en o par un seid et meme plan. 

93. Soit p un point double de la Hessienne et it la droite correspondante (83). 
Des que chaque point de it correspond a p, les plans polaires de tous les points de it 
seront tangents a la Hessienne en p (72), e’est-a-dire que le cone quadrique [osculateur), 
forme par les droites osculatrices a, la Hessienne en p, est le cone polaire de la droite it. 
Ce cone contient les trois droites itjitjits (analogues a it (83)) qui passent par p, car 
tout point de ces droites est le pole d’un cone polaire dont le sommet est I’un des 
trois points doubles PiPzPa de la Hessienne, situ6s sur it. 

94. Le plan polaire de p est tangent k la Hessienne tout le long de la droite it 
(56) et, par suite, il coupera cette surface suiyant une conique C. De m^me, le plan 
polaire de pi touchera la Hessienne suivant ici; or^ii est un point de it; done la Hes- 
sienne et le cone polaire de it sont touches le long des droites communes it, , itj , its par 
les mimes plans (fes plans polaires de Pi,Pa,p^. 

95. Le point p et un point quelconque de it sont deux points correspondants de 
la Hessienne ; done la droite qui joint ces points est le lieu des poles dont les plans 
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polaires passent par une meme droite, tangente double de la Hessienne et situde dans 
le plan polaire de p (85). L’un des points de contact est sur tc; I’autre appartiendra 
a la conique C. C’est-a-dire qu’a toute droite tracde par p dans le plan p%, et consi- 
derde comme droite od, correspond comme droite u'd une tangente de C. Soient o le 
point ou la premiere droite rencontre %, et u le point oit la meme droite coupe de 
nouveau la Hessienne (les points d et v sont coincidents en p ) ; u' et v' les points ou 
la deuxieme droite touche C et coupe %, respectivement. On voit que la conique C a 
pour courbe correspondante la cubique plane (lieu du point u) suivant laquelle le plan 
pir coupe la Hessienne. 

La droite u'v' est dans le plan polaire de o ; or ce plan est tangent au cone polaire 
de done ce cone est touchd par les droites analogues a c’est-a-dire que la 
conique C est la trace du cone sur le plan polaire de p. 

Ainsi le cone osculateur a la Hessienne en un point double touche cette surface suivant 
trois droites, et la coupe en outre suivant une conique situee dans le plan polaire du 
point double, 

96. II y a d’autres propri^t^s du plan pic qui mdritent d’etre remarqudes. 

Le cone polaire de u' passe par p; de plus, le plan polaire de p par rapport a 
ce cone (savoir le plan tangent 4 ce cone suivant pu) est le plan polaire de u' par 
rapport au cone polaire de p (11), e’est-^-dire, le plan pu. Ce dernier plan est done 
tangent aux cones polaires de tons les points de la conique C, et les gdndratrices de 
contact passent par p. 

Dte que le plan pic touche en o les premieres polaires des points p et u', il touchera 
en ce m5me point les premieres polaires de tons les points de la droite pu', et les 
coupera suivant des couples de droites en involution, dont les rayons doubles sont 
op et 1C. Deux droites E, R' conjuguees dans cette involution appartiendront a une 
premiere polaire dont le pole soit q (point de pw'); concevons un plan passant par q 
et par une tangente quelconque u'lv'i de C. Les premieres polaires de u'u v'l passent 
ensemble (85) par la droite pwi qui correspond a u'^v'i (de meme que pu a vid ) ; done 
les points ou cette droite rencontre R, R' seront deux poles du plan guVi- C’est-a-dire 
que les plans polaires des points des droites R, R' enveloppent un seul et m6me cone 
qQ. Tons les cones analogues passent par la conique C; celle-ci repr6sente done, elle 
seule, I’enveloppe des plans polaires des points du plan pic. Ce qu’on pent ddmontrer 
aussi de la mani&re suivante. 

Le point double p a la propridtd que toutes les quadriques polaires qui y passent, 
y sont touchdes par un mdme plan pic (92) ; d’ou il rdsulte que, si par p on tire les 
deux droites qui rencontrent, chacune deux fois, la courbe (gauche du quatrieme ordre) 
polaire d’une droite quelconque T de I’espace, ces deux transversales seront toujours 
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comprises dans le plan piz, c’est-^-dire que la courbe polaire d’une droite quelconque 
a toujours deux cordes issues de p et situ4es dans le plan Soit pu Tune de ces 
cordes ; chacun des points od elle s’appuie sur la courbe gauche aura son plan polaire 
passant par T et par tiv' (d’ou il r^sulte que T coupe u’v ') : raais ces deux droites 
donnent un seul plan, done les deux points ou pu traverse la courbe gauche sont les 
poles d’un meme plan passant par T. Deux de ces plans polaires (relatifs aux deux 
droites pu) sont determines par les deux droites qu’on peut mener dans le plan 
de C, par la trace de T, £1 toucher cette conique; done, par une droite arbitraire T 
passent deux seuls plans ayant des poles dans le plan jps, et ces plans sont tangents 
a 0; en d’autres termes, cette conique est Venveloppe complet des plans polaires des 
points du plan p%. 

Un point quelconque du plan polaire de p appartient a deux droites mV (tangentes 
de C), et par suite la quadrique polaire de ce point passera par les deux droites pu 
correspondantes (85), e’est-a-dire qu’elle sera tangente en p au plan p-z. Le lieu des 
points dont les premieres polaires toucJient le plan pz est done compose: 1.® du cone pQ, 
dont les points ont leurs quadriques polaires tangentes au plan pz, avec le point de contact 
sur la droite z ; 2.° du plan polaire de p, dans lequel les points de la conique 0 sont 
les poles de cones polaires tangents au plan pz suivant des droites issues de p, iandis 
que les quadriques polaires des autres points du meme plan toufhent le plan pz en p. 

II est Evident, d’aprfes ce qui precede, que la courbe gauche du sixieme ordre qui 
en g6n6ral (47) est la courbe de contact entre la Hessienne et la surface polaire d’un 
plan, lorsque ce plan est pz, se reduit au syst&me des quatre droites zz^z^za et de 
la eonique 0. 

97. Une droite menee arbitrairement par le point double p rencontrera la Hessienne 
en deux autres points c, d\ soient c', d! les points correspondants. Les premieres polaires 
des points de la droite ped passent par deux coniques situ^es dans deux plans qui 
forment la quadrique polaire de p et qui passent par z (83) ; et dans le faisceau de 
ces premieres polaires, les points dont le plan polaire est constant par rapport a ces 
surfaces, sont 1.® les points c', d' (sommets des cones du faisceau), dont les plans polaires 
relatifs aux quadriques du faisceau sont zd', zc' respectivement, et 2.® les points de z, dont 
les plans polaires relatifs aux mfimes quadriques passent par la droite cV. Le plan 
zd! est done le plan polaire mixte des points dc', e’est-a-dire qu’il est le plan polaire 
de d par rapport au cone polaire de c', dont le sommet est c. II resulte d’ici que le 
plan zd' passe par c; et analoguement le plan zc' passera par d. 

En outre, si x est un point quelconque de z, le plan polaire de x par rapport 
au cone polaire de c passe par dd ' ; en d’autres termes, dd' est dans le plan polaire 
de c par rapport au cone polaire de x, dont le sommet est p. Done les points pdd 
sont en ligne droite. Ainsi; 
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Si tme droite menee par le point donhle p rencontre la Hessienne en c, d, les points 
correspondants c', d! sont aussi en ligne droite avec p; et les droites cd', c'd se rencontrent 
sur la droite 'll. 

98 . Ces conclusions subsistent m6me si le point c torabe sur une droite une 
des droites de la Hessienne, differente de (correspondante a p) et de (qui 

passent par 2^), savoir correspondante d un point double p4 situe, par ex., sur Alors, 
c' devient le point double P4, et d' est un point de la droite iti. Ce m6me point d' 
est le pole d’une premiere polaire avec le point double d; or, les points non-doubles 
de Xi ont pour quadriques polaires des cones de sommet Pi ; done d' est le troisienae 
point double situe sur ir,, et par suite d tombe sur la droite ^is. 

Si le point c est variable sur ^4, les points d (=P4) et d’ (^Ps), situds tous les 
deux sur la droite fixe itj, restent invariables; ainsi d ne sortira pas de %. D’ou il 
rdsulte que les droites 71:4 et % sont dans un mdme plan passant par p. Ce plan doit 
en outre couper la Hessienne suivant une ligne de second ordre avec un point double 
en jo; cette ligne sera done le systems de deux droites, qui ndeessairement se confon- 
dent avec et •^3. 

Le point commun aux droites 7:4 et iCs est le pole d’une quadrique polaire avec 
point double en P4 et Ps, savoir d’une quadrique composde de deux plans passant par 
■TCi ; ainsi ce point coibmun il W4 et % sera px (situd sur m). 

Zes droites itjVCs 1:41:5 ferment done un qimdrilatere plan complet, dont les sommets 
sont six points doithles de la Hessienne. Deux sommets opposes sont des points correspmi- 
dants, e’est-a-dire que chacun d’eux appartient d la droite correspondante d Vautre. 

Quel est le nombre des plans analogues a celui qui contient les quatre droites 
% 1:3 7E4 %? Par chacun des points p passent trois de ces plans, et ebaque plan contient 

3 10 

six points p: le nombre des plans est done —^7; — =5. 

6 

Ou bien encore; deux tels plans passent par chaque droite 1:, et chaque plan con- 

2 10 

tient quatre droites le nombre des plans est done — ^ — =5. 

4 

Ces cinq plans ferment un penta^dre (decouvert la premiere fois par M. Sylvester) 
dont les sommets et les arHes sont les dix points p et les dix droites respectivement, 

De ces cinq plans, trois passent par p et les deux autres par % ; done le sommet 
commun a trois faces du pentaedre a pour droite correspondante Tintersection des deux 
autres faces. 

99 . Lorsqu’on veut considerer le systeme de ces cinq plans, il est convenable de 
les repr6senter par les nombres 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , de sorte que les dix sommets j? (points 
doubles de la Hessienne) et les dix aretes oppos^es respectivement (droites ^ corres- 
pondantes) seront d^signdes par 
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123 124 125 134 135 145 234 235 245 345 

45 35 34 25 24 23 15 14 13 12. 

Un point quelconque de la droite 12a pour quadrique polaire un cone conjugue 
an triMre (83) form6 par les plans 345; et de m^me les cones polaires dont les poles 
soient pris arbitrairement sur les droites 13, 14, 15 sont conjugiies aux triedres 
245, 235, 234, respectivement. D’od il s’ensuit que toutes les quadriques polaires du 
r^seau determine par ces quatre cones, savoir les quadriques polaires de tous les points 
du plan 1 sont conjugudes a un seul et mSme t^trafedre, qui est forni4 par les plans 2345. 

Les plans 1, 2, 3, 4, 5 sont les seuls doiies de cette proprieU gtie les quadriques 
polaires de tous les points de chaeun d’eiix soient conju^uSes a im mSme tHraedre ( forme 
par les autres quatre plans); parce qu’on ddmontre que, si les quadriques polaires d’un 
r^seau sont conjugu^es a un seul et ni§me tdtraedre, les aretes de celui-ci sont situees 
dans la Hessienne. Cette surface est, en effet, la Jacobienne (37) du sjstfeme lindaire 
ddtermind par le dit rdseau et par une autre quadrique polaire quelconque S (dtrangere 
au rdseau). Or, si Ton prend sur Tune des ardtes du tetraedre un point o, et sur 
I’ardte opposde le point o' od celle-ci est coupde par le plan polaire de o par rapport 
a S, les points o, o' seront conjugues par rapport S. toutes les surfaces du systdme, et 
par suite ils appartiendront a la Hessienne. 

100. Nous avons constate (85, 90) que toute droite bitangente d la Hessienne a la 
propridtd d’etre I’enveloppe des plans polaires des points d’une autre droite (qui joint 
deux points correspondents de la surface). Parmi les droites doudes de cette propridtd 
il y a les dix ardtes du pentaddre et les quinze diagonales de ses faces. Chaque ardte, 
comme 12, correspond a un faisceau de cones polaires (83) dont la base est le systeme 
de quatre droites concourant au point correspondent 345 ; et rdciproquement (3) les 
plans polaires des points de chacune de ces quatre droites passeront par la droite 12. 
Chaque diagonale, comme jl23jjl45j, correspond d un faisceau’ de quadriques po- 
laires (qui ne sont pas cones) dont la base est le systeme des quatre droites, inter- 
sections des deux couples de plans qui ferment les quadriques polaires des points 
123, 145; et rdciproquement, les plans polaires des points de ces quatre droites pas- 
seront tous par la diagonale consideree. 

101. Nous avons vu qu’d, une droite quelconque pcd passant par le point double 
p correspond une droite p6dl (97), et il rdsulte de ce qui precede (98) que, si la droite 
pcd tombe dans Tune des faces du triedre iriZaitg, la droite pc’d' coincide avec I’ardte 
opposee du mdme triedre. Kdeiproquement, si pcd est Tune des droites %%%, la droite 
pdd' est inddterminde parmi celles qui passent par p et qui sont situdes dans le plan 
des deux autres droites it. 

Si pcd coincide avec pdd', c’est-a-dire si c, d sont deux points correspondants, pcd 
sera (86) Tune des quatre droites par lesquelles passent les cones polaires de sommet p. 
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Si pcd est menee dans le plan le point o' coincide avec p, et par suite pdd^ 
est osculatrice a la Hessienne en p\ done, si pcd est variable (autour de dans le 
plan px, la droite pcd’ engendre le cone polaire de tc. Et, pendant que c parcourt 
et que d decrit une cubique plane avec un point double en p, le point d! engendrera 
la conique C intersection du cone susdit avec la Hessienne (95). Lorsque pcd est oscu- 
latrice a la Hessienne, e’est-a-dire qu’elle touche en p une des branches de la cubique 
plane, le point d tombe en p et par suite d! en d’ou il rdsulte que les deux inter- 
sections de la conique C avec la droite tz correspondent aux deux points de la cubique 
plane, infiniment voisins de p. 

102. Si la droite pcd est variable dans un plan E (par p) la droite pod' engendrera 
un cone passant par a cause des trois droites suivant lesquelles E coupe 

les faces du triedre (iOi)* Ce cone est determine par deux autres generatrices, 
parce que deux droites passant par p determinent le plan E. Les cones, qui de cette 
maniere correspondent a deux plans E, Ei, ont une seule generatrice commune (outre 
qui est la droite pc'd' correspondante a I’intersection pcd des deux plans 
Done, ces cones correspondants aux plans E sont du second ordre. 

jAinsi nous avons tme transformation de figures formees par des droites (et des plans 
et des cones) issues du point p. A une droite correspond une droite, d un plan corre’- 
spond un cone quadrique circonscrit au triedre et reciproquement, 

Des que les points cc\ et de meme dd!, sont conjugues par rapport a toute qua- 
drique polaire^ les droites pcd, pc'd' seront conjuguees par rapport d tous les cones polaires 
de sommet p, Ces cones forment un faisceau et passent par les quatre droites qui corre- 
spondent a elles-m^mes; et ces quatre droites forment un angle solide dont les droites 
diagonales sont :ri, (intersections des couples de plans qui font partie du faisceau 
et qui sont les quadriques polaires de Pi,P 2 ,Pz)* Ainsi, le cone quadrique, circonscrit 
ail triedre qui correspond d un plan E est le lieu des droites polaires de ce plan 

par rappoH aux cones du faisceau. Par consequent, ce cone coupe les plans ^ 3 %, XiXg 
suivant les droites conjugu6es aux intersections de ceux-ci avec E, par rapport aux 
couples de droites respectivement le meme cone rencontre le plan 

E suivant deux droites correspondantes, dont chacune est une generatrice de contact 
entre E et un cone du faisceau; les plans passant par et resp. par deux droites 
correspondantes forment un systeme harmonique avec les plans tziTz^; etc. 

103. Considerons un cone cubique (du troisieme ordre) passant par les six droites 
PPuPP^j PPs^ ^ 1 , et toiicbe suivant les trois dernieres par les plans polaires de 

PuP%^Pi'^y^ soit une generatrice de ce cone. Le plan coupe la Hessienne et 

Les cones cubiques analogues forment un faisceau, car les conditions communes sont 
equivalentes k nenf droites par lesquelles passent le systeme de trois plans et 

le systeme du plan ^x et du cone polaire de la droite x. 
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ce cone suivant deux cubiques ayant sept points communs, dont trois ont les mSmes 
tangentes; done ces cubiques coincident ensemble. C’est-a-dire que le cone cuhiqne ren- 
contre la Hessienne suivant une courbe plane (du troisierae ordre) dont le plan est rcc, 
et, par suite, suivant une autre courbe plane (du m^me ordre), dont le plan sera rzd. 
Cbacun de ces deux plans suffit dvidemment pour determiner (d’une maniere unique) 
le cone cubique et 1’ autre plan; done, ces couples de plans, contenant les courbes d^ inter- 
section de la Hessienne avec les cones cubiques du faisceau dont il s’agit, ferment une 
involution, dont les plans doubles contiendront les courbes de contact entre la Hes- 
sienne et deux cones du faisceau. C’est-^-dire que les tangentes qu'on pent mener a 
la Hessienne, du point p, ferment deux cones cubiques, et les courbes de contact sont dans 
deux plans passant par Jt; le systeme de ces deux plans est done [**] la quadrique 
polaire du point p. Ainsi, la quadrique polaire de p est constituee par deux plans formant 
un systeme harmonique avec les deux plans qui contiennent les deux cubiques planes 
appartenant a un mime cone cubique du faisceau. 

Parmi les cones de ce faisceau il y a celui qui est formd par le plan p'z avec le 
cone polaire de les plans des sections qui y correspondent sont le plan pw et le plan 
polaire de p. Un autre cone du m^me faisceau est le triedre formd par les 

trois faces du pentaedre (98) qui concourent en p; les sections correspondantes sont 
dans les deux autres faces du pentaedre (qui passent par tt), et cbacune d’elles est le 
systeme de trois droites. D’ou Ton tire que les deux plans formant la quadrique polaire 
de p, et les deux faces du pentaedre qui passent par tc forment un systeme harmonique. 

104. Les plans ®c, ird passent respectivement par cl', d (97); done, le cone cubique 

(du faisceau mentionnd) qui passe par passe aussi par^c'd'; e’est-Adire que (102) 
ce cone correspond a lui-meme. On conclut d’ici et des propridt^s connues des cubiques 
planes *) que les plans tangents a notre cone suivant deux droites correspondantes 
ped, pc'd', se coupent suivant une gendratriee du meme cone; que tout cone quadrique 
circonscrit au triedre coupe le cone cubique suivant les trois gdndratrices de 

contact de ce cone avec un seul et meme cone de second ordre; et que ces trois gene- 
ratrices forment un triedre dont les faces rencontrent le cone cubique suivant trois 
nouvelles droites situees dans le plan qui correspond au premier cone quadrique. Etc. 

105. Nous ferons maintenant quelques remarques sur la surface polaire d’unplan quel- 
conque E passant par le point double p. Ce point etant le sommet d’un nombre infini de 
cones polaires, dont les poles sont les points de re, la surface polaire passera par cette droite 
et sera touchde suivant celle-ci par le plan polaire de p. La mdme surface passe *en 


*) On pent, en effet, consid6rer le cone cubique comme Jacobienne d’un r6seau de cones 

quadriques (de sommet p) auquel appartienne le faisceau des cones polaires des points de x. 
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outre par ^9 et y est toucMe par le plan polaire du point i, on E est rencontrd par cc. 
Parmi les cones polaires de sommet p, il y en a deux tangents au plan E; done (77) 
la surface polaire a deux points doubles sur tc. 

Les quadriques polaires passant par p rencontrent E suivant des coniques touchdes 
en p par une seule et mdme droite pi (intersection des plans E et pic). Un point 
quelconque de eette droite est double pour Tune de ces coniques, e’est-a-dire qu’il est 
un point de contact entre E et une premiere polaire passant par toutes les premieres 
polaires analogues passent done par la droite et leurs poles seront situds dans la 
droite, intersection des plans polaires de p et i. D’ou il derive que ceite derniere droite 
appartient a, la surface polaire de E. 

Cette surface polaire est tangente a la Hessienne suivant une courbe gauche du 
sixieme ordre (47) qui, dans le cas actuel, se ddcompose en deux parties, la droite it 
et une courbe gauche du cinquieme ordre passant parp. Cette courbe, dtant corres- 
pondante sur la Hessienne a la section du plan E, forme conjointement avec les droites 
3^2 71:3 rintersection complete de cette surface avec le cone quadrique qui correspond 
au plan E (102). Ce dernier cone coupera done de nouveau la surface polaire de E 
suivant une droite. En effet, dds que le plan E passe par les points correspondants 
p,i de la Hessienne, il touchera en i un faisceau de quadriques polaires (92), dont 
les poles sont sur une droite passant par p et situde dans la surface polaire; et cette 
surface sera touchde suivant cette droite par le plan polaire de i. La mdme droite 
contiendra les deux autres points doubles de la surface, qui sont les poles de deux 
cones appartenant au mdme faisceau. Ces deux cones auront done leurs sommets (dans 
le plan E) sur une droite passant par p et correspondant a la premiere droite. 

106, En appliquant ces considerations aux plans du pentaedre 13345 (99), on 
voit que les ardtes'du tdtraedre 3345 ferment la courbe du sixieme ordre (corre- 
spondante au quadrilatere des quatre droites 13, 13, 14, 15) suivant laquelle la 
Hessienne est touchde par la sui’face polaire du plan 1 ; cette surface a done les points 
234, 335, 246, 345 (sommets du tdtraedre) pour points doubles *). Cette mdme sur- 
face (dtant la reciproque de la surface JRomame |77j) contient trois autres droites 
situdes dans un mdme plan; ces droites seront (105) les intersections des plans polai- 
res des couples de points (133, 145), (134, 135), (134, 125), sommets opposds du 
quadrilatere. Les mdmes droites ferment un triangle aibiCi dont chaque sommet sera 
le^pole d’une premidre polaire tangente au plan 1 et passant par deux couples de 
sommets opposds du quadrilatdre; ainsi, les diagonales de ce quadrilatdre, combindes 
par couples, sont les intersections du plan 1 avec les premidres polaires des points 


*) ILa surface polaire mixte des plans 1 , 2 est formde par les plans 3 , 4 , 5 ; etc. [ 
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a-fiiGi, c’est-a-dire que les sommets ajPiYi du triangle diagonal sont les poles du planaiSjCi. 

II correspond de mdme an plan 2 un plan a^biO^, qui sera le plan polaire de chaque 
sommet du triangle formd par les diagonales du quadrilatere (21, 23, 24, 25); 
etc. pour les autres plans du pentaedre. Or, les plans mends du point 345 aux diagonales 
jl23j |145j = PiYi, |124j jl35j=Yiai, {125| {134j=aiPi passent aussi par les dia- 
gonales |123i j245|=p2Y2, j235j=Y2«2, il25j |234| = 7-2^2, parce que les couples 

de points (145, 245), (135, 235), (134, 234) sont en ligne droite avec 345 ; done 
les droites ajaa, PiPj, YiYs concourent au mdme point 345. 

Le plan aihiCi dtant le plan polaire des points pi Yd il en rdsulte que la quadrique 
polaire du point commun a ce plan et k la droite 12 est un cone passant par les 
points ai Pi Yi et par -les quatre droites (issues de 345) qui formept la base du faisceau 
des cones polaires des points de 12. De mdme, la quadrique polaire du point ou le 
plan coupe la droite 12 sera un cone passant par les points 02^212 et par les 
mdme quatre droites. Or les points aja^, P 1 P 2 , YiY 2 sont en ligne droite avec le point 
345, sommet commun des deux cones; ees deux cones sont done coincidents, c’est-a-dire 
que les plans afiiCi, (hiiPz rencontrent la droite 12 au mtoe point. Ainsi, ces plans 
«! 5i Cl , 62 Cs , . . . [ ^ ®] qui correspondent aux faces 2, ... du pentaedre foment un nouveau 

pentaedre dont les ar&tes rencontrent les arites correspondantes du premier ; et par suite 
les cinq droites suivant lesquelles se rencontrent les faces correspondantes des deux pen- 
taedres sont dans un seal et meme plan. 

107. Nous avons ddmontrd qu’a une section plane E de la Hessienne correspond une 
courbe gauche K du sixieme ordre (57). Soit 0 un point de K; o' le point correspondant 
de E. La droite polaire du plan E par rapport au cone polaire de 0 rencontre la 
Hessienne, non-seulement en <?', mais aussi en trois autres points I, m, n.h^ plan E 
est done le plan polaire mixte des paires de points ol, om, on, C’est-a-dire qu’il est 
le plan polaire de 0 par rapport aux cones polaires de I, m, n. Done E contient les 
sommets de ces trois cones, et par consequent les points I, m, n appartiennent a K. 
Ainsi, les droites polaires du plan E, par rapport aux cones polaires dont les sommets 
sont dans ce plan, rencontrent la courbe gauche K, ehacune en trois points. 

Combieh de ces droites polaires du plan E passent par un point quelconque 0 
de K? II faut chercher un point qui, avec 0 , ait le plan polaire mixte E; tel est tout 
point de la droite polaire de E par rapport au cone polaire de 0 . Cette droite rencontre, 
ainsi qu’on a vu ci-dessus, la courbe K en trois points I, m, n\ et les droites polaires 
de E par rapport aux cones polaires de I, m, n passeront par 0 . D y a done trois droites 
polaires qui passent par un point quelconque de K. 

Combien de ces droites polaires sont rencontrdes par une droite arbitraire G? 
Autrement, combien de points y a-t-il sur 6 lesquels aient E pour plan polaire, par 
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rapport a un cone polaire dont le pole soit sur K? Les poles des quadriques polaires, 
par i-apport auxqiielles les points de G sont les poles de E (76), sont dans une cubique 
gauche qui a huit points communs avec K (28). Done, les droites polaires du plan E 
par rapport atix cones polaires qui onf les sommefs _dans ce plan, forment une surface 
du ludtieme ordre. Four cette surface, K est une courhe triple, car en chacun de ses points 
se croisent trois generatrices. La meme surface passe par les dix droites iz , parce que 
chacune des celles-ci pent etre regardde comrae polaire d’un plan quelconque par rapport 
a la quadrique polaire du point correspondant p. 

Les generatrices de la surface rencontrent le plan E aux sommets des cones polaires, 
ainsi cette surface contient la section plane E de la Hessienne. Elle contient, de plus, 
quatre droites situdes dans E; ce sont les generatrices de contact de E avec les quatre 
cones polaires dont les poles sont les points doubles de la surface polaire de E (77). 

Si E est le plan a I’infini, les cones polaires des points de E sont des cylindres, 
parmi lesquels ceux (en nombre de quatre) qui touchent E sont paraboliques ; et les 
droites polaires de E deviennent les axes de ces cylindres. 

108. De quelle classe est Venvdoppe des plans qui coupent la surface fondamentale F3 
suivant des cubiques Jiarmoniques *)? Soit G une droite arbitraire, x un point commun 
a G et a la surface fondamentale; il faut chercher un tel plan passant par G que les 
quatre tangentes menses du point a; a F3, dans ce plan, forment un systeme harmonique. 
Or, toutes les tangentes qu’on pent mener par a; a F3 forment (6) un cone du quatrieme 
ordre qui, n’ayant pas en general de gdndratrices doubles ou stationnaires, est de la 
douzieme classe. En coupant ce cone et la droite G par un plan, nous aurons une courbe 
gendrale C du quatrieme ordre et un point p; et il s’agira de mener par g une droite 
qui rencontre 0 en quatre points harmoniques. On sait que cette question a six solu- 
tions **); I’enveloppe demandee est done une surface de la sixieme classe. 

On trouve de la m6me maniere que les plans qui coupent la surface fondamentale 
suivant des cubiques equi-anharmoniques enveloppent une surface de la quatrieme classe. 

Une cubique qui ait un rebroussement est simultan6ment un cas particulier de la 
cubique harmonique et de la cubique 6qui-anharmonique ; done les deux swrfaces de 
sixieme et de quatrieme classe, que nous avons consid^rdes tout-M’heure, sont inscrites 
dans la developpable (61) formee par les plans tangents stationnaires (e’est-a-dire cir- 
conscrite a la surface fondamentale suivant la courbe parabolique). 


*) Une courbe plane du troisifeme ordre est dite harmonique ou iqui-anharmonique d’aprds 
les valeurs singulidres du rapport anharmonique constant des quatre tangentes issues d’un 
point quelconque de la courbe. 

**) Stbinbr, Ueber solohe algdyraische Gurven etc. (t. XLVII, p. 102 de ce Journal). 
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Parmi les plans qui coupent la surface fondamentale suivant des cidnques 6qiii-an}iar- 
moniques, il y a les dix plans analogues a, p% (96), c’est-a-dire passant par un point 
double de la Hessienne et par la droite correspondante. En effet, la premih-e polaire 
de p est une paire de plans passant par ic , et les premieres polaires des points de n 
sont des cones qui coupent le plan p% suivant des couples de droites (parjp) en involution: 
les rayons doubles de cette involution et la droite s forment done la Jacobienne du 
r^seau des coniques suivant lesquelles le plan pr. coupe les quadiiques polaires de ses 
points. (Cette Jacobienne est la section du plan pz par la surface polaire du m^me 
plan). Or, si la Jacobienne du r4seau des coniques polaires est un systeme de trois 
droites, la courbe fondamentale est 6qui-anhannonique; done le plan p~ rencontre la 
surface fondamentale suivant une cubique 6qui-anharmonique. 

Chapitee Septieme. 

Les vingt-sept droites d’ane surface du troisifeine ordre. 

109. Si un plan est bitangent a la surface fondamentale F3, il coupera cette surface 
suivant une cubique avec deux points doubles (les deux points de contact), savoir suivant 
une droite et une conique. Le nombre des droites situ6es sur Fs est done 4gal a celui 
des plans bitangents qui passent par un point arbitraire de I’espace, ou bien a la classe 
de la surface d^veloppable enveloppee par les plans bitangents. Or, cette classe (8) 
est 27 ; une surface du troisieme ordre contient done, en general, 27 droites. 

Si a est une de ces droites, tout plan men4 par a coupe de nouveau la surface 
suivant une conique et la touche aux deux points d’intersection de cette conique avec 
a (60). Si Ton fait varier le plan autour de a, les deux points de contact eyigendrent 
une involution, dont les points doubles sont les points de contact de a avec la Hessienne, 
ou ce qui revient au m6me, avec la courbe parabolique. Parmi les plans men^s par a, 
il y en a cinq (60) qui coupent F3 suivant une conique avec point double (deux droites, 
outre a), c’est-a-dire que par toute droite situee sur la surface passent cinq plans tri- 
tangents (deux points de contact sur la droite, et le troisieme au dehors). R^ciproquement, 
tout plan tritangent doit couper la surface suivant trois droites (une cubique avec trois 
points doubles); done, une droite qudccmque de la surface rencontre 2.5=10 autres 

5.27 

droites de la m6me surface, et le nomhre des plans tritangents est — ^ = 45 . 

Si a, I, c sont les trois droites contenues dans un m^me plan tritangent, par chacune 
de ces droites passent quatre plans tritangents, outre a&c; chacun de ces plans contenant 
deux nouvelles droites, on a ainsi les 3.4.2=24 droites qui avec a, b, c completent 
le nombre 27. 
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1 10 . Les neuf droites suivant lesquelles s’entrecoupent les faces de deux triedres 
donnEs foment la base d’un faisceau de surfaces cubiques, auquel appartiennent les 
deux trlMres. On obtient la surface du faisceau qui passe par un point donnE p, de 
la maniere suivante: un plan inenE arbitrairement par p coupe les neuf droites en neuf 
points lesquels, Etant les intersections des c 6 t 6 s de deux triangles (sections des deux 
triedres), forment la base d’un faisceau de courbes du troisieme ordre. Une de ces 
courbes passe par p, et le lieu de toutes les courhes analogues, qti’on obtient en faisant 
tourner le plan autotir de p, sera Evidemment la surface antique demandee. Soient 
afbiCii, bzC^a^, CziUabi les droites suivant lesquelles la premiere, la deuxi^me et la 
troisieme face du premier triedre coupent respectivement les faces du second; autre- 
ment, soient axb^c^i, biC^a^, Ciza^bi les droites suivant lesquelles la premiere, la deu- 
xieme et la troisieme face du second triedre coupent respectivement les faces du pre- 
mier. Alors, nous pouvons former les ternes 

OibiCzz a^b Czi ^b^Ciz 
bxbfbz O23O31C12 aia^a^ 

dans chacune desquelles on a trois droites qui ne se coupent pas. Les trois droites 
aibiCzs dEterminent un hyperboloide qui eoupera de nouveau la surface cubique suivant 
une eourbe L (non-plane) du troisieme ordre. Un plan mend arbitrairement par a^ 
toucbe Fhyperboloide en un point x et la surface cubique en deux points yiyz', en faisant 
tourner le plan autour de «!, les points piyz donnent une involution projective ala 
sdrie simple des points il y aura done trois coincidences d’un point x avec un des 
points correspondants y. C’est-a-dire que Thyperboloide et la surface cubique se touchent 
en trois points de a^, et de mdme en trois points de &i et en trois points de O 23 . Or, les 
points de contact de deux surfaces sent les points doubles de leur intersection, done 
L coupe en trois points chacune des droites aibiCzs- D’ou il suit que L est le systeme 
de trois droites appuydes sur ui, &i, C 23 *). Analoguement, chacun des hyperboloides 
correspondants aux cinq autres ternes eoupera la surface cubique suivant trois nouvelles 
droites: nous aurons ainsi 3.6=18 droiti 5 qui, avec les neuf intersections des faces 
des triedres donnds, forment le systeme de. 27 droites. 

111 . Un faisceau de surfaces S de second ordre, dont la base sera une eourbe C 
du quatrieme ordre, soit projectif ^ un faisceau de plans E passant par une droite a. 
Le lieu des coniques suivoMt lesquelles les surfaces S sent coupees par les plans corre- 
spondants E est (17) une surface F 3 du troisieme ordre, dont on obtient les intersections 


*3 [Voir TUI thdorfeme plus gdndral de M. Moutaeb dans la Teoria geom. delle superficie, 
note de la page 48.] [*“] 
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avec une droite arbitraire G, de la maniere suivante. La droite G rencontre S en deux 
points yiy% et E en un point x: les couples yiy^ donnent une involution projective ^ 
la serie simple des points cc; il y aura done trois coincidences d’un point x avec un 
des points correspondants y. 

La surface F3 passe par les bases des deux faisceaux g^ndrateurs (17), savoir par 
la courbe gauche C et par la droite a. Chaque plan E touche F3 en deux points: ce 
sont les deux points oii la droite a coupe la surface S correspondante k E. Parmi 
les surfaces S il y en a deux qui touchent a, e’est-a-dire qu’ iZ y a deux plans E qui 
sont (tangents) stationnaires. Chaque surface S touche Fg en quatre points: ce sont les 
points ou la courbe gauche C est rencontree par le plan E correspondant a S. 

JParmi les plans 'E il y en a cinq (60) qui touchent les surfaces S correspondantes : 
chacun de ces plans est done tangent a F3 en trois points et coupe cette surface suivant 
deux droites, outre a. En partant d’un quelconque de ces plans tritangents, on retrouve 
le systeme complet des 27 droites, comme ci-devant (109). 

112. Supposons maintenant que les plans E soient les plans polaires d’un point 
fixe p par rapport aux surfaces quadriques S; le lieu des courhes de contact .entre les 
surfaces quadriques d'un faisceau et les cones circonscrits de sommet p, est done une 
surface cuUque F3 qui passe par la base C du faisceau, et aussi par le point p, a cause 
de la quadrique S qui passe par p. Les plans E des courbes de contact passent par 
une m6me droite a, qui, par suite, est situde dans Fg. *) 

Dans le faisceau quadrique il y a quatre cones, et pour chacun d’eux la courbe 
de contact se decompose en deux droites, situdes dans un plan par a. La surface S 
qui passe par p est coupee par le plan polaire de p suivant deux droites crois^es en 
p, dont le plan passe par la droite a. Ainsi nous avons obtenu 10 droites situ6es, par 
couples, dans des plans passant par a. 

En consid^rant les deux droites crois^es enp, chacune d’elles est appuyde en deux 
points k la courbe gauche C, et Ton peut mener par cette droite quatre plans tangents 
a 0. Chacun de ces plans touche au m6me point (outre C) la surface F3, parce que 
la droite qui joint p au point de contact touche, en ce dernier, Fg, et d6termine avec 
la tangente de C le plan tangent de Fg. Chacun de ces plans est done un plan tritangent, 
et par consequent il coupera F3 suivant deux nouvelles droites. Ainsi, nous aurons 
2.4.2 droites qui, avec les 10 dej^ obtenues et avec a, completent le systeme des 
27 droites. 


*) I Una retta arbitraria per p toeca due snperficie S; i due punti di coutatto sono quelli 
in eui la retta incontra ulteriormente Fg . I due punti coincidono quando la retta incontra C ; 
dunque G fe la eurva di contatto di Fg eolle tangenti ebe escono da p; ossia la prima polare 
di p rispetto ad Pg 6 una quadrica del fascio (S), e precisamente quella che passa per p. i 
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113. Nous dirons qu’un systtoe (lindaire) de plans est projectif au systeme des 
points de I’espace, lorsqu’a un point quelconque x correspond un (seul) plan X, et que 
reciproquement a chaque plan X corresponde un (seul) point a:; de plus, qu’aux points x 
d’un plan X' correspondent les plans X (d’un rdseau) passant par un m^me point x', 
et par suite qu’aux points x d’une droite correspondent les plans X d’un faisceau. 
Inversement ^ un faisceau de plans X coi’respondront les points x d’une droite, et 
aux plans X qui passent par un point od correspondront les points x d’un plan X'. Les 
points cd et les plans X' forment de nouveau deux systemes projeetifs. 

On a trois systemes (lindaires) de plans, projeetifs entre eux et aussi au systeme 
des points de I’espace; de soi’te que chacun des quatre Elements homologues Xi, Xj, Xs, a; 
determine, avec une solution unique, les trois autres. Soit od le point commun aux trois 
plans Xi, Xs, X 3 ; les points cc, se ddtermineront Fun par Fautre d’une mani^re unique; 
ear, si d est donnd, par ce point passe en gdn^ral une seule terne de plans corre- 
spondants Xi, X2, Xs, auxquels correspondra un point unique x (resultant de Finter- 
sections des trois plans X'l, X'j, X'3 qui correspondent au point x'). On pent regarder x 
et x' comme points homologues de deux espaces projeetifs [^^]; cherchons done k determiner 
les courbes et les surfaces qui correspondent, dans Fun de ces espaces, aux droites 
et aux plans de Fautre. 

Si X parcourt un plan E, chacun des plans X produit un rdseau; on aura ainsi 
trois rSseaux projeetifs dont trois plans correspondants se coupent en Le lieu de x' est 
done (23) une surface F 3 du troisierae ordre; d’ou il suit que les points de cette surface 
correspondent, chacun d chacun, aux points du plan E. 

Toutes les surfaces ciibigues F 3 correspondantes aux plans E du premier espace forment 
un systeme lineaire et passent par une meme courhe gauche K du sixieme ordre ( 35 ), 
lieu d’un point par lequel passend trois faisceaux correspondants de plans X. Ainsi, d 
un point quelconque od de K correspondra, au lieu d’un simple point x, une droite 6 . 

Si X decrit une droite, les plans X forment trois faisceaux projeetifs; par suite (18), 
le lieu de .ad sera ime (courhe) ciibique gaiudhe. Cette eourbe formera avec K la complete 
intersection des deux surfaces F 3 qui correspondent k deux plans E passant par la 
droite donnde. 

Une droite et un plan, dans le premier espace, ont un point commun «; le point x' qui 
lui correspond devra r^sulter aussi d’une mani^re unique de Fintersection de la eourbe 
et de la surface qui correspondent a la droite et au plan, respectivement. Or cette 
eourbe et cette surface, dtant toutes les deux du troisieme ordre, ont neuf points 
communs; de ces points huit appartiendront (28) a la eourbe K, et le neuvieme sera ad. 

De ce que la eubique gauche correspondante a une droite quelconque rencontre K 
huit fois, il rdsulte que cette droite sera croisde par les droites 4 correspondantes ^ 
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huit points x de K; c’est-a-dire que les droites i du premier espace, qui correspondent 
aux points de la courhe gauche K ferment une surface du huitleme degre, 

Trois plans E se coupent en nn point x\ done trois surfaces F3 ont un seul point 
commun x\ au dehors de la courbe K. 

R^ciproquement, si le point x' d^crit (dans le second espace) une droite, le point x 
engendrera une (courbe) cubique gauche; car le lieu de x sera rencontrd par un plan 
arbitraire E en autant de points que la droite donnde a d’intersections communes 
avec la surface F3 correspondante a ce plan. Si x est variable sur un plan E', x engen- 
drera une surface cubique F3; en eJJet, le lieu de x sera rencontre par une droite 
quelconque aux points qui correspondent aux intersections du plan E avec la courbe 
correspondante a cette droite. Et des que le point x est Tintersection de trois plans 
homologues X'l, Xg, X3 de trois systemes projectifs au systeme des points od (du second 
espace), il s’ensuit que F 3 pent ^tre construite comme lieu du point x commun a trois 
plans correspondants de trois r6seaux projectifs. Par consequent, les surfaces Fg (cor- 
respondantes aux plans du second espace) formeront elles aussi un systeme lindaire et 
passeront par une seule et m^me courbe gauche K' du sixieme ordre, a chaque point x 
de laquelle correspondront les points x' d’une droite 4' *). 

113 ^^®. Soit <xi un point de K, qui sera commun a tons les plans Xi, Xo, X3 de 
trois faisceaux correspondants, dont Ai,A2, A3 soient les axes; et soit 6 la droite qui 
contient les points x correspondants a ces plans, e’est-a-dire la droite commune aux 
plans X'i,X'2,X3, qui correspondent a xl. Chaque terne de plans homologues men6s 
par Ai, A2, A3 respectivement correspond a un point de de fagon que ce point x va- 
riable sur 6 a toujours son homologue au point fixe cc'; mais parmi ces ternes il y en a 
trois dont chacune est compos6e de trois plans passant par une meme droite. En effet, le 
cone engendrd ( 42 ) par les faisceaux projectifs Ai, A.2, et le cone engendr^ analogue- 
ment par les faisceaux Ai, A3, auront, outre Taxe commun Ai, trois droites communes, 
chacune desquelles sera par suite Tintersection de trois plans correspondants XijXsjXg. 
Ainsi la droite $ a trois points dont Tun quelconque correspond a une droite passant 
par autrement, I est appuy^e a K' en trois points auxquels correspondent trois 
droites (f) passant par x. Analoguement, a chaque point x de K' correspondra une 


*) Au eas particulier que Xg, X 3 soient les plans polaires du point x par rapport k 
trois surfaces quadriques fixes, les points cc, x' ont une relation parfaitement r^ciproque (m- 
volutorische), et A un plan E, quel que soit Tespace auquel il est cense appartenir, correspond 
une seule et mtoe surface Eg, lieu des poles du plan E par rapport aux surfaces du rAseau 
d^termin^ par les trois quadriques donn^es (30). Dans ce cas les courbes K, K' coincident, et 
il devient inutile de distinguer les deux espaees. 


Ch'emona, tomo III. 


5 



66 


MEMOIEE DE GEOMETBIE PURE StFR LBS StIREACES DTT TROISifeME OEDRE. 


droite S' aypuyee a K en trois points, et les droites S eorrespondantes d ces points se 
croiseront en x. C’est-a-dire que, si une droite rencontre K en trois points, les trois droites 
qui correspondent d ces points passent par un meme point x {de K') et forment elles seules 
la ciibique correspondante d la droite donnee, de maniere qu'd tout autre point de celle-d 
correspondra le point fixe x. 

Si le point decrit une droite G, les plans X'l, X'*, X'3 donnent naissance a trois 
faisceaux projectifs, et par suite le lieu de x sera, ainsi que nous I’avons dej^ inontr4 
(113) une cubique gauche, commune aux trois hyperbolo’ides que les trois faisceaux 
engendrent, 4tant pris deux a deux. Cette courbe se ddcomposera 1.® en une conique 
et une droite S, lorsque G rencontre K une fois; 2.® en trois droites (dont deux. Si, S2, 
qui ne se coupent pas, sont croisdes par la troisibme), lorsque G rencontre K deux fois; 
3.° en trois droites Si, S2, ?3 (issues d’un mtoe point de K'), lorsque G rencontre K 
trois fois. En faisant abstraction des droites S correspondantes aux points de K, nous 
pouvons dire qu’d G correspondra une cuhique gauche, une conique, une droite ou un 
point, suivant que G a 0, 1, 2, 3 points communs avec K. 

D’ou il s’ensuit que, si G est situde sur une surface F3, elle rencontrera K au 
moins une fois, car la ligne correspondante a G doit dtre placde sur le plan E qui 
correspond F3. Done, si nous considerons trois droites situ^es dans un meme plan tri- 
tangent de Fs, il ne pent arriver que les deux cas suivants: ou les trois droites rencontrent 
K cliacune en 2 points, ou elles coupent cette courhe en 1, 2, 3 points respectivement. 

114. Soit Fs la surface cubique qui correspond a un plan donnd E; ce plan coupera 
la courbe gauche K' en six points 1 , 2 , 3 , 4 , 6, 6 , que nous nommerons powfe /bntZa- 
mentaux; done, en regardant ces points comme des positions de x, les six droites cor- 
respondantes i'=ai, 02, as, a 4 , a^, a, (lieux des points homologues x') seront situees sur 
F3 et appuyees a K, chacune en trois points. Et Ton voit aisdment qu’aux diffdrents 
points de la droite a,, correspondent les points du plan E infiniment voisins du point 
fondamental r, c’est-a-dire que la sdrie des points x' de a,, est projective au faisceau 
des droites menees par r dans E. 

Les autres droites de F3 seront appuydes a K en deux points ou en un seul point, 
et par consdquent elles correspondront a des droites ou a des coniques traedes dans 
le plan E (113'’'®). Dans le premier cas la droite en E doit aussi rencontrer deux fois 
K'; or, dans le plan E il y a quinze droites qui ont deux points communs avec cette 
courbe gauche, 

23 31 12 56 64 46 14 15 16 24 25 26 34 35 36 ; 

done F3 contiendra quinze droites 

Cjs C31 C12 Css 0j4 C45 Ci 4 Cis CiB Czi Css Oss Cu C35 C36, 

chacune appuyee d K en deux points. 
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Les droites ar et c,.s (ou r, s sent deux points fondamentaux) se rencontrent en 
un point qui correspond a la direction rs issue de r\ done le plan de ces droites 
coupera F 3 suivant une troisieme droite qui n’aura qu’un seul point commun avec K, et 
que nous designerons par h, . Ce m^me plan rencontre les cinq autres droites a, dont 
une, «s, est croisde par (car la droite correspondante passe par le point s) [*^]; 
done coupera, outre , quatre autres droites a, hormis . D’ou il s’ensuit que 
la conique correspondante a passera par cinq points fondamentaux, hormis s. Ainsi 
F 3 contient six nouvelles droites 

5l hz ^3 ^4 ^5 ^6 

appuyees d K, chacune en un seul point, et correspondantes aux coniques 
23456 13456 12456 12356 12346 12345 

qu’on peut ddcrire par les points fondamentaux, pris cinq a cinq. 

115. Voila done les 27 droites de la surface F 3 . D’apres ce qui precede (IIS’*’®) 
un plan tritangent quelconque contiendra une droite a, une droite h et une droite c, 
ou bien trois droites c; et par suite deux droites a ou deux droites h ne seront jamais 
dans un mSme plan. 

Si une droite 5 ou c rencontre la droite a,., la conique correspondante a 6 ou la 
droite correspondante a c doit passer par le point fondamental r. Done deux di’oites 
Ur, is se rencontrent toujours si les indices r, s sont differents, et ne se rencontrent 
pas si elles ont le mdme index. Et une droite a,, coupera, outre les cinq droites i 
d’ index different, les cinq droites c^s qui ont un index egal a r. 

Si deux lignes en E ont un point commun x, les lignes correspondantes sur F 3 
s’entrecouperont au point homologue x'\ mais si les premieres lignes passent ensemble 
par un point fondamental r, ceci indiquera seulement que les lignes sur F 3 sont rencon- 
trdes Tune et I’autre par la droite aux points qui correspondent aux directions des 
premieres lignes en r. 

II rdsulte d’ ici que deux droites c, ou bien une droite I et une droite c se rencon- 
treront, si les lignes correspondantes ont un point d’ intersection qui ne soit pas Tun 
des six points fondamentaux. Done h,. rencontre toutes Us droites c qui ont un index r ; 
et deux droites c se coupent si tous leurs indices sont differents. 

II est maintenant tres-facile de trouver les 45 combinaisons de trois droites qui 
sont dans un mfime plan. Le plan qui passe par Or et contiendra aussi c^, ; et cette 
derniere droite sera aussi dans le plan a, hr, car les symboles c,s et c^r expriment une 
seule et m 6 me droite (celle qui correspond a la droite mende par les points rs). Enfin, 
trois droites c sont dans un m 6 me plan, si leurs indices contiennent tous les six nombres 
1 2 3 4 5 6. 
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Voici done les quarante-cinq ternes de droites situ^es dans les plans tritangents : 


Ui h%G\% 

<^2^1^21 

a%hi€z\ 


azhiC^i 


^1 ^3^13 

0^2 ^3 ^23 

Uz h^c^ 

a^jb^c^si, 

a^b^c^^ 

a^%GG% 

^1^4^14 

a^h^c^^ 

a^h^Cz^ 

^4^3^43 

a^h^c^z 

a^z^&z 

ai&sCis 

a^ h^G^ 

<^3^5^35 


a^h^G^ 

%^4^64 


^2^6 <^26 

<^3 ^6 ^6 

a4^G^4& 

<^5^6^56 

a^fyCG^ 


CJ2O34 Cgg 

Ci3^24<^56 

^?14 ^23^56 

<^15^23 ^46 

<^16^23^45 

<^12^35 ^46 

^13^^25 <?46 

^14<?25 ^36 

('IS ^24 <^36 

('le ^24 C35 

^?12<?S6C4g 

^13^26<?45 

<'14^26^35 

^15^26 ^34 

^16^25 C34 


116 . On pent faire id plusieurs remarques int 4 ressantes. Par ex. deux droites non 
situees dans un mime plan, comme ai, hi, sont rencontrees par les mimes cing^ droites 
fej ^13 5 Ci4, CiB, cig)- Parmi les autres vingt droites, il y en a dnq qui rencontrent seu- 
lement ai, dnq qui rencontrent seulement hi, et dix qui ne coupent aucune des deux 
droites ai, hi. 

Trois droites qui ne se coupent pas, comme ai, a^, a^, sont rencontries par les mimes 
trois droites 65, Ss); et il y a six droites {a^, Ug, C56, Oq^, c^g) qui ne rencontrent 
ni ai ni a^ ni a^. 

Qtiaire droites qui ne se coupent pas, comme ai, a2, a^, a^, sont rencontrees par deux 
droites (65, Z^g), et ne sont pas rencontrees par trois droites {a^, Ug, c^). 

Deux systemes de six droites, comme 

^3 (*4 «5 aQ 

hi h% &3 64 65 6e 

ou deux droites homologues ne se coupent pas, et deux droites non-homologues se 
coupent toujours, ferment ce qu’on nomme, d’apres M. Schlapli, un ‘‘ douhle-six Cinq 
droites, comme Ui, a^, a^, a^, a^, qui appartiennent d un mime “ six sont coupees par une 
seule droite et ne sont pas rencontrees par une autre droite (ug). Mais cinq droites 
qui, sans se couper, n' appartiennent pas d un mime six, comme Ui, a^, a^, a^, c^, sont 
rencontrees par deux droites (65, Sg); et il n’y a aucune droite qui ne rencontre pas Tune 
ou r autre de ces cinq droites. 
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117. La m^thode de g^n^ration que nous avons adoptee pour la surface F 3 nous a 
conduit naturellement au double-six formd par les droites a, 1. Mais on peut arranger 
autrenaent les 27 droites de maniere 4 former un double-six. Un double-six est determine 
par deux droites homologues, comme «i, b^; car les cinq droites qui coupent bi sans 
couper tti, et les cinq droites qui coupent Ui sans couper 61 , completent les deux six 
du double-six. On d^duit d’ici le nombre des double-six qu’on peut former avec les 
27 droites. Chacune de ces droites n’est pas rencontr^e par seize autres droites; il y 


, 27.16 

a done — ;r — 


paires de droites qui ne se rencontrent pas. Chaque paire determine 


un double-six, mais ebaque double-six contient six couples de droites homologues: le 


nombre des doubles-six est done 


27. 16 

2.6 


=36. Void le tableau des trente-six double-six. 


^1 <523^24^26^6 
<h ^2 C13<5i4<5ib<5i6 

Oi hi C2S1 C34 C35 CsQ 

«S ^3 <512 <5i4 <5i5 <5i6 

«1 ^1 <542 <543 <545 <546 

< 3&4 54 Ois Ci3 Ci5 C16 

<*1 &1 <552<563<554<56C 
^5 <5i2<5i3<5i4<5iG 

Cti bj <562<563<564<565 
ac &6 <512<5 i3<5i4<5i5 

«3 ^2 <53I<534<536<536 

O3 63 <521<524<525<526 

Cfg &2 O41 C4S <545 ^46 

64 C21C38C25C26 

<*2 <551 <553 <554 <556 

<*6 ^6 <521 <523 <524 ^ 

O2 2*2 <561 <563 <564 <565 

Og C2I Cqs <524 <525 

Og hs ^41 <542 <545 <546 
<5^4 ^4 <531<5S2<585<53G 

<*3 hg <551 Css C54 C56 
«6 ^6 <531<5S2<534 <586 

<3<3 ^3 <561 <562 <564 <565 

<^6 &6 <531<532<534<535 

64 <551<562 <558 <5B6 
<*5 ^5 <541<542<548<546 

O4 &4 Coi <562 <5 o3 

Og &6 C41 C42 C43 C45 

<*5 ^5 <561 <562 <568 <5g4 
<*6 2*0 <561 <552 <553 <554 

Ox O2 Cls C50 C64 C45 

<523 <531 ^12 2>4 &5 &6 

Oi O2 O4 <555 <503 C35 

<524 <541 <5i2 &3 ^6 ^6 

Ol O2 <^5 <546 <5 o3 <534 

<525 <551 <512^^3 ^4 ^6 

<*2 <545 <553 < 5 S 4 

<526 <561 <512 ^3 ^4 ^5 

Oi O3 O4 C^Q 652 <525 

^<541<5i3^2 ^6 ^6 

Cti O3 O5 C46 <562 <524 

<535<551<5i3®2 ^4 2^6 

Oj O3 Og C45 652 <524 

C 36 C 61 < 5 i 3&2 &4 ^5 

Ol <^4 Cfg C36 <502 <523 

<545<551<51462 ^6 

Ol O4 Og C35 Cg 2 <523 

<546 <561 < 5 i 4 ^2 63 ^6 

a\ ffs C34 <J42 Cas 

<566<561<5i6&2 ^4 

O2 O3 O4 C56 Cgi Ci6 

<534 <542 <523 &1 ^6 ^6 

<*2 <55-3 «5 <546 <5g1 <5i4 

<536 <552 <523 &1 ^4 ^6 

Oo O3 Og C45 C54 Cii 

<536 <5c2 <523 2*1 &4 ^6 

Oo O4 O5 <J36<5 gi<5i3 

<545 <552 <524 ^3 ^6 

CtnO/^ClQ C51 65i3 

<546 <562 <524 ^1 ^3 ^5 

02 Os Oe <534 <541 < 5 i 3 

<566 <562 <526 ^8 ^4 

03 O4 Os CiB €q2 C21 

<545 <568 <584 ^2 ^1 ^6 

O3 O4 Oq C25C51C12 

<546®63<5S4 ^2 ^6 

O3 O5 Oe C24 C42 0^ 

<566 <563 <535^1 ^2 ^4 

O4 05 O0 C23<531<5i2 

<556 <504 <545 ^1 ^2 ^3 

«1 «2 «3 O4 «5 O5 

&1 ^2 &3 ^4 &5 


118. On a vu que, trois r^seaux projectifs de plans 6 tant donn 6 s, le lieu du point 
commun a trois plans correspondants est une surface da troisieme ordre, dont les points 
correspondent, un i un, aux points d’un plan fixe. Eddproquement, on peut ddmontrer 
qvCune surface quelcongue (g 6 n 6 rale) F 3 du troisieme ordre peut Ure engendree (d’une 
infinite de mani^res) pa/r trois reseaux projectifs de plans *). 

Soient «i, a^ a^ trois droites de la surface denude F 3 , qui ne se coupent pas (llO). 


*) Abstraction faite de la r6alit6 des 616meiits. 
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Un plan Ai mene arbitrairement par ai, et un plan Aa mea6 par rencontrent F3 
suivant deux coniques qui ont un point commun (car les points ou la droite AjA^ 
rencontre les deux coniques doivent reprdsenter les trois intersections de la naeme 
droite avec F3); par ce point et par 03 menons un plan Ag. On obtient ainsi trois 
faisceaux de plans, qui ont entre eux cette relation que M. Auoust dit duplo-projective: 
c’est-a-dire que, deux plans 6tant choisis arbitrairement dans deux faisceaux, le plan 
correspondant du troisieme faisceaii en r6sulte d6termin6 d’une maniere unique. Et 
la surface F3 est le lieu du point commun a trois plans correspondants. 

Un plan tritangent men6 par rti rencontre et en deux points appartenant 
aux deux droites de la surface que le plan contient, outre fli. II y a done deux cas 
possibles; ou le plan tritangent contient une droite qui coupe et et une autre 
droite qui ne coupe ni ni ag; ou bien il contient deux droites dont Tune coupe 
et I’autre coupe a^. II y a (110) trois droites qui rencontrent ffi, et a^, done le nombre 
des plans de la seconde espece est deux. Soient 63C13, Cni,. les droites comprises dans 
ces plans, dont &$, C12 soient eoupees par a^, et les autres par as. Les droites ne 
rencontrent pas done la droite c^s commune aux plans hiOs, &3% est situ6e sur 
la surface. De mgme les plans Cna^, Ci^as se couperont suivant une droite hi de la 
surface, Dfeignons les six plans aih^Cn, aihsCu; aihcss, a%biCi2\ a^hiCn, aibiC-iz par les 
lettres J^i, Ji'x, Jli, JJ'i] Aux plans correspond (dans la relation 

duplo-projective) un plan inddterinind par ag, car ces deux plans se coupent suivant 
une droite de la surface. De meme aux plans j 7 i, correspond un plan quelconque 
par aj; etc. 

Soit E un plan fixe, et mn, nl, Im trois droites trac6es dans ce plan. Supposons 
la droite mn divisde projectivement (homographiquement) au faisceau ai (savoir au 
faisceau dont I’axe est la droite «i), tellement qu’aux points m, n, Xq correspondent les 
trois plans De meme la droite nl soit divisee projectivement au faisceau 

az, a condition qu’aux points n, I, p,o correspondent les plans JJz, JI'z, Ai; et la droite 
Im soit projective au faisceau as, de maniere que les points I, m, Vq correspondent aux 
plans j 7 z, jfz, Ai; et supposons de plus que les plans A?, Ai, Ai soient correspondants 
dans la relation duplo-projective (c’est-a-dire qu’ils se coupent en un point x'q de F3 ), 
et que les droites IXg, wp-o, nvo concourent en un meme point Xq de E. 

Alors un point quelconque x du plan E, joint aux points I, m, n, donnera trois 
droites qui rencontreront mn,nl, Im en trois nouveaux points X, p., v; et a ces points 
correspondront dans les faisceaux ai, a-z, trois plans Ai, Aj, A3, dont le point com- 
mun soit x'. Quel est le lieu da point x’^ 

Si i est un point quelconque d’une droite arbitraire dans I’espace, on pent mener 
par ce point un plan du faisceau ai et un plan du faisceau a,; le plan correspondant 
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du troisilme faisceau coupera la droite arbitraire en un point i . Si au contraire on 
prend arbitrairement sur cette droite le point i' pour y faire passer un plan du troi- 
sieme faisceau, les couples de plans des autres faisceaux, qu’on peut prendre comme 
correspondants, marqueront sur la droite deux divisions homograpMques. Chacun des 
deux points doubles de ces divisions est un point i ou passent deux plans des fais- 
ceaux tti et osz respectivement, correspondants au plan du troisieme faisceau mend par H. 
II y aura done, sur la droite arbitraire, trois coincidences d’un point i avee son corres- 
pondant i', savoir trois points du lieu; en d’ autres termes le lieu du point cc' est une 
surface du troisidme ordre. 

Cette surface passe paries droites ai, 0^,03, axes des trois faisceaux duplo-pro- 
jectifs: car tout point de ces droites est dvidemment situd dans trois plans corres- 
pondants. Mais ce n’en est pas encore assez. Si les points X, ^ prennent les positions m, I 
respectivement, le point v devient inddtermind; or, aux points m de mn et I de nl corres- 
pondent les plans Jly, JJ'i des faisceaux ay,a3\ done le plan du troisieme faisceau, 
correspondant ^ ces plans, reste inddtermind. On conclut d’ici que la droite Cu com- 
mune aux plans est situde entidrement sur le lieu de x'. Le mdme raison- 

nement subsists pour les autres droites suivant lesquelles les plans Jh JJz ren- 
contrent les plans j7'i jTzjTs', done le lieu de a;' et la surface donnde out en commun 
neuf droites et un point x'q, e’est-a-dire que le lieu de x' coincide avec la surface F3. 

Ainsi, a un point quelconque x du plan E correspond un point de F3. Edcipro- 
quement, un point quelconque x' de cette surface ddtermine trois plans a:'ai = Ai, 
x'ai = k3, a:'a3 = A3 auxquels correspondront trois points surwn, et ces points 

joints a l,m,n respectivement donneront trois droites concourantes au point x. 

Considdrons les trois ternes de plans correspondants 

di) Ai All A 1 

dj) Az A z A z 

da) A, A's Al's 

dont une quelconque est ddterminde par les deux autres, qui restent arbitraires. Mais, 
ces ternes une fois cboisies et fixdes, on peut les regarder comme ddterminant trois 
rdseaux projectifs de plans, on a lieu la circonstance particuliere que les plans d’un 
mdme rdseau ont en commun une droite, au lieu d’un simple point [**]. Autrement: 
si Al"i est un nouveau plan arbitraire par di, et si I’on ddtermine les plans A'z, A's de 
manidre que les groupes AiA'iA!'iA’''i, A2A'zA"zA"’z, AsA'sA'sA's soient projectifs, je dis 
que A"'3 est prdcisdment le plan du troisieme faisceau qui correspond aux plans A"'i, A"'z 
dans la relation duplo-projeetive [**]. Dans le plan E, en effet, les droites de cbacune 
des ternes (ZX, m]>^, wv), (pi, wp-', nv'), (pi’, »wp.", wv") concourent en un point; et les trois 
groupes de quatre droites 1 {X, X', X", X'"), p.', p.", p-'"), n{v, v-, v", v'") ont le meme 
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rapport anharmonique, parce qu’ils sont projectifs aux trois groupes de plans A; done 
les trois droites ZX"', m[s!'\ m"' se couperont en un meme point, et par suite les plans 
A", A"' 3 passeront par un meme point de la surface Fs, e’est-a-dire qu’ils sont trois 

plans correspondants dans les faisceaux duplo-projectifs. 

AptAs avoir transform^ de la sorte les trois faisceaux duplo-projectifs en trois 
faisceaux projectifs eomme cas partieulier de trois rdseaux projectifs, nous pourrons y 
appliquer la methode expos^e ailleurs (45); e’est-a-dire que nous pourrons (sans altdrer 
la surface engendree) subroger aux sdries projectives 

Ai A’l A"i . . . 

Aa Mi A"a . . . 

Aa A's A'a ... 

les reseaux projectifs 

Ml M% A 3 . . . P ... 

Ml A'a A's . . . P' . . . 

A"i Mi M's . . . P" . . . 

oil trois plans correspondants n’auront plus en gdneral qu’un seul point commun (dont 

le lieu est la surface proposde); mais il y aura six ternes (comme AiA'iA'i) de plans 
correspondants passant par un mdme droite *), 

Et ici nous pouvons de nouveau faire correspondre les points de la surface P 3 , 
chacun a chacun, aux points d’un plan quelconque donnd (S\ car il suffit d’dtablir une 
relation projective (reciproque) entre les points du plan S et les plans de I’un des 
trois rdseaux, de faqon qu’a un point en S corresponde un plan du rdseau, qu’aux 
points d’une droite en S correspondent les plans d’un faisceau dans le rdseau, et in- 
versement. Alors, d un point quelconque de S correspondra un plan dans chaque reseau 
et par suite un point de F 3 , et inversement. 

ChAI>ITJ£E HtUTIEME. 

Reprdsentation d’une surface du troisifeme ordre sur an plan. 

119. On a demontrd (114, 118) que toute surface (gdnerale) du troisieme ordre 
Fg pent etre representde sur un plan donn 6 E, de mani&re que les points x de E et 
les points M de F 3 se correspondent, un a un. D’ou il rdsulte qu’oM pent etudier sur 
le plan la ghmeirie des lignes tracees sur la surface du troisieme ordre. 


*) Ce qu’on demontre par des considerations employees antdrieurement (113) ou bien par 
la metbode snivie par M. ScheStek dans son m6moire sur les 27 droites. j Nachweis der 27 
Geraden auf der aUgemeiwn OberfldcTie dritter Ordnung. Crelles Journal, Bd. 62, 1863 j , 



MEMOIEE DB GEOMETEIE PtJEE SUE LES SUBFACES DU TEOISIEME ORDRE. 


73 


Dans cette representation, aux 27 droites de F3 correspondent en E, 1.® six points 
1334:66, que nous arons nomines fondamentaiix; 2.° les six coniques qu’on pent dd- 
crire par cinq des points fondainentaux; 3.® les quinze droites qui joignent, par couples, 
les points fondainentaux. Les droites a qui con’espondent aux six points, et les droites 
6 qui correspondent aux six coniques, forinent les deux six d’un double-six (115). 

Proposons-nous maintenant de rdsoudre, au inoins dans les cas les plus interessants, 
ces deux questions, 1.® trouver la nature de la courbe plane qui correspond a une 
courbe donnde sur F3; 2.® trouver quelle courbe sur F3 correspond a une courbe 
plane donnde. 

120. A un plan quelconque c§' correspond une surface du troisieme ordre (113) 
qui passe par la courbe K'; done a I’intersection de F3 par S' correspondra I’intersec- 
tion de E par e’est-a-dire qu’a une cubique plane trade sur F3 correspond, en E, 
une cubique passant par les six points fondcmientaux; et inversement, i une cubique 
quelconque dderite par ces six points correspondra une section plane de F3. Deux cu- 
biques dderites en E par les six points fondamentaux se coupent en trois nouveaux 
points, qui eorrespondront aux intersections de F3 avec une droite quelconque (com- 
mune ^ deux plans S). 

Si S' est tangent a F3 au point x, la cubique correspondante en E aura un point 
double au point correspondant x. Si x' appartient a la droite ar, x devient le point 
fondamental r qui correspond a cette droite; or, dans ce eas, le plan S' contient la 
droite a et coupe F3 suivant une conique; done une cubique decrite par les points fon- 
damentaux et ayant Vun d’eux pour point double, correspond a. une conique commune 
a F3 e# d un plan bitangent, passant par une droite a. Toutes les cubiques analogues 
qui ont le noeud au meme point fondamental r forment un faisceau; I’involution des 
couples des tangentes au noeud correspond a I’involution des couples des points ou 
la droite a,, est rencontrde par les coniques des plans bitangents; et les rayons doubles 
de la premiere involution eorrespondront aux points doubles de la deuxieme, e’est-d-dire 
que les deux cubiques du faisceau, pour lesquelles le point double r est un point de rebrous- 
sement, correspondent aux deux coniques de Ys tangentes d la droite a^. 

De mSme, on trouve aisement qu’d la conique contenue dans un plan bitangent, qui 
passe par la droite c,.,, correspond une conique passant par quatre points fondamentaux, _ 
excepte r, s; cette conique et la droite rs forment la cubique correspondante ^ la section 
complete du plan bitangent. Et a la conique contenue dans un plan bitangent, qui passe 
par la droite b^, correspond une droite passant par le point r\ cette droite et la conique 
qui passe par les autres cinq points fondamentaux forment la cubique qui correspond 
^ la section complete du plan bitangent. 

121. Ala courbe gauche Gg^, suivant laquelle F3 est coupee par une surface d!' ordre 
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n, correspond ime courhe plane qui passera n fois par chaque point fondamentdl, a cause 
des n points ou la surface d’ordre n est reneontrde par chacune des droites a. Cette 
courbe plane est rencontr^e par une cubique quelconque ddcrite par les six points 
123456, en ces points qui sont Equivalents i 6w intersections, et en 3n autres points 
correspondants a ceux dans lesquels Cs,, est rencontrEe par un plan. Done la courbe 

plane correspodante d Cs^ est de I’ordre 3n et du genre — 3n-{-2)... [*®] *). 

122. Soit n—2. Dans ce cas une surface quadrique coupe F3 suivant wwe courhe 
gauche Ce,^, du sixieme ordre et du quatrieme genre, qui rencontre deux fois chacune 
des 27 droites; et £i laquelle correspond, en E, une courbe plane du mEme ordre qui 
passe deux fois par chacun des points 123456. Cette courbe peut avoir quatre autres 
points doubles, done une surface quadrique peut toucher F3 en quatre points, au plus, 
sans q^le la courhe d^ intersection se dScompose en courhes inferieures. 

123. Si la surface quadrique passe par une droite de F3, par ex. hi, la courhe 
gauche 0$ , 4 se dEcomposera en deux parties, dont la deuxieme sera une courhe gauche 
Cs.a du cinquieme ordre et du deuxieme genre. DEs que hi correspond a la conique 
23456, a la courbe Cs,2 correspondra une courbe plane 1*23456 (e’est-a-dire, passant 
deux fois par 1 et une fois par 23 ...6) du quatriEme ordre. Cette courbe plane ren- 
contre (Ru dehors des points fondamentaux) la conique 23456 en trois points, les 
autres coniques 13456, ... en deux points, les droites 12, ... , 16 en un point et les 
autres droites 23, ... , 56 en deux points; done la courbe gauche Cs.j rencontre trois 
fois la droite hi, deux fois les droites ai, h%, h ^, ... h^, C 23 , C 24 , ..• 05 ^, et une seule fois 
les droites aj, ... a^, Cn, ...Ci^. 

Si la surface quadrique, au lieu de passer par hi, passe par une droite Ciz ou par 
une droite ai, on obtient une courbe plane 123*4*5*6* du cinquieme ordre ou une 
courbe plane 1*2*3*4*6*6* du sixieme ordre, qui correspondent toujours a une courbe 
gauche analogue a Os.s. 

Ohaque droite de F3 determine (sur cette surface) un systeme de courhes analogues d 
05,2; toutes les courbes d’un systeme rencontrent trois fois la mEme droite. Ohaque 
courhe d’un systEme donne est determines par six points, car la courbe plane 1*23456 


*) Si une courbe plane d’ordre n e, d points doubles (j compris les rebroussements), on 

dit qu’elle est du genre — — — —d (d’aprEs M. Clbbsch). Le genre d’une courbe gauche 

qui est donnE par la mEme formule, ou d comprenne aussi les points doubles apparents) situEe 
sur P 3 est le mEme que celui de la courbe plane eorrespondante [Voir la Teoria geometrica 
delle super fide, 54 et 55]. 
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pent passer par six points arbitraires. Deux courbes ^un meme systeme se coupent en 
sept points; deux courbes de systemes diff^rents correspondants a deux droites qui ne 
se rencontrent pas (qui se rencontrent) ont huit (neuf) points communs. 

124. Si la surface quadrique passe par deux droites non situ 6 es dans un meme 
plan, comme 5i, b^, elle coupera de nouveau F 3 suivant une courbe gauche C^.o 
qimtrieme ordre et du genre 0 , qui n’est pas Fintersection de deux surfaces du second 
ordre. En effet, la quadrique donn 6 e a deux systemes de generatrices rectilignes: dont 
Fun est forme par des droites qui rencontrent bi et b^, et Fautre par des droites qui 
ne rencontrent ni 61 ni b^. Or, chaque genei'atrice du premier systeme rencontrera 
F 3 en deux points situes sur bi, 62 , et par suite C 4 ,o en un seul point, qui est la troi- 
sieme intersection avec la surface. 4u eontraire, toute gdueratrice de Fautre systeme 
rencontrera F 3 (au dehors de 61 , b^) et par suite 04,0 en trois points. Done, il n’y a pas 
une autre quadrique passant par C 4 ,o,parce que la courbe commune a deux surfaces 
du second ordre coupe en deux points toute g^ndratrice rectiligne de chaque surface 
quadrique passant par la courbe elle-mgme *). 

A la courbe gauche C 4 ,o correspond, en E, une conique passant par les points 12 , 
qui, avec les coniques correspondantes aux droites h, K, forme une courbe 1®2®3^4*5®6® 
du sixi^me ordre. On d4duit des intersections de la conique 12 avec les lignes cor- 
respondantes aux droites de F 3 , que la courbe 04,0 coupe bi, \ en trois points, les dix 
droites Ss. ... 65 , C 34 . Csb. ••• Cse en deux points, et les dix droites «i, « 2 , Cis, Cm, ... cjs 
en un seul point. Les cinq droites restantes 03 , ... ag, C 12 ne sont pas rencontr4es par 
C 4 ,o. De ce qu’il passe une (seule) conique par les points 12 et par trois autres points 
quelconques du plan E, il suit que par trois points donnes de F 3 on peut decrire sur 
cette surface une (seule) courbe gauche de quatrieme ordre et genre 0 , qui doive etre ren- 
contree trois fois par deux droites donnees (non situees dans un meme plan) de la surface 
cubique **). 

Si Fon fait passer la surface quadrique par bi et C 23 , ou par C 12 et Cis, ou par Oi et 
bi, ou par Oi et C 23 , ou par ai et %, on obtient dans le plan E une courbe 1*456 du 
troisieme ordre, ou une courbe 234*5*6* du quatrieme ordre, ou une courbe 1*23456 
du quatrieme ordre, ou une courbe 1*234*5*6* du cinqui^me ordre, ou une courbe 


*) Les th6or6ines 6nonc6s par Steiner, k propos de cette courbe gauche, ont dtd ddja 
d^montrds gdometriquement, avec plusieurs autres, dans un M^moire insdrd aux Annali di 
Matematica, t. IV, p. 71 [Queste Opere n. 28 (t. 1.®)]. 

**) Deux coniques passant par 1 , 2 se coupent en deux autres points; done, deux courbes 
du quatriferne ordre et genre 0, traeSes sur F3 , qui rencontrent trois fois les mdmes droites 
(61, 6g), se coupent en deux points. 
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132®3®4*5®6® du sixieme ordre, auxquelles correspondra toujours, sur F 3 , une courbe 
analogue a C 4 ,o. 

125. Si la surface quadrique coupe F 3 suivant une conique situ^e par ex. dans 
un plan passant par ai, les deux surfaces auront, de plus, en coinmun une courbe gauche 
O 4 1 du quatrieme ordre et du premier genre, qui sera rencontr^e en deux points par 
toute droite situ 6 e dans la quadrique; car eette droite, ayant un point commun avec 
la conique, coupe la surface cubique en deux autres points. Tout plan men^ par la 
droite ai coupe F 3 suivant une conique qui a quatre points communs avec C 4 .i, d’ou 
il suit que par cette conique et par 04,1 on peut faire passer une surface du second 
ordre. Done, la courbe 64,1 est la base d’un faisceau de quadriques. 

A € 4,1 correspond, en E, une courbe 23456 du troisieme ordre (car la conique a 
pour courbe correspondante une cubique 1^23456). Done, la courbe gauche 64,1 ne 
rencontre pas Wi; elle rencontrera en deux points les dix droites 62 , ••• C 12 , ... Cie, et 

en un seul point les seize restantes. 

Les dix droites couples deux fois par la courbe gauche sont rencontrees aussi par 
la droite unique qui ne rencontre pas la courbe. Done, F 3 contient 27 systemes de eourhes 
04 . 1 , les courbes d’un meme syst&me n’dtant pas rencontrees par une menae droite. 
Quatre points determinent une courbe d’un systeme donne. Deux courbes d’un mime systeme 
oni quatre points communs; deux courbes de systhmes differ ents se coupent en cinq points [®®]. 

Si Ton change la droite ay, on peut obtenir d’ autres courbes planes d’ ordre sup^- 
rieur (mais toujours du genre 1 ) comme correspondantes a des courbes gauches ana- 
logues a 04 , 1 , 

126. La courbe d’intersection de Fs avec une surface quadrique peut se ddeomposer 
en deux cubiques gauches Cs.o, dont si Tune correspond a une droite quelconque (113) 
en E, I’autre correspondra a une courbe 1* 2^3*4® du cinquieme ordre. L’ analyse 
de ces courbes planes fait voir tout de suite qp'une cubique gauche (dfxrite sur F 3 ) 
rencontre deux fois six droites, ne rencontre pas six autres droites et coupe en un point 
les quinse [^'’] restantes. Les deux groupes de six droites sont les “ six „ conjugu^s d’un 
mSme double-six, de maniere que chaque double-six determine deux systemes conjugues 
de cubiques gauches, dans lesquels chaque courbe rencontre deux fois les droites d’un 
six, et ne rencontre pas les droites de I’autre six. Deux cubiques gauches, rSsultantes 
d’une meme surface quadrique, appartiennent toujours d deux systemes conjugues (et 
rkiproquement), et se rencontrent en cinq points. Deux cubiques gauches d’un m 6 me 
systeme ont un seul point commun. 

127. Consid 6 rons maintenant les courbes r 6 sultantes de I’interseetion de F 3 avec une 
autre surface F 3 du mdme ordre. Gdndralement, cette intersection sera une courbe gauche 
du nemieme ordre qui rencontrera trois fois chacune des 27 droites; la courbe plane 
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correspondante est du m 6 me ordre et passe trois fois par chaque point fondamental; 


d’oi il suit que cette courbe, ainsi que la courbe gauche, est du genre 


8.7 

2 


3 . 6 = 10 . 


La courbe plane peut avoir dix autres points doubles au plus; done, deux surfaces 
Giibiques ^euvent se toucher au plus en dix points, sans que leur courbe d^ inter section se 
partage en courbes infirieures. 

Trois cubiques gauches forment 1’ intersection de Fs avec une surface cubique, 
lorsque leurs courbes planes correspondantes forment ensemble une ligne 
du neuvi^me ordre; telles sont par ex. les cubiques gauches correspondantes ^ une 
droite quelconque et a deux courbes 1^2*3^456, 123 4®5®6^ du quatrieme ordre. 

Sous la inSrae condition, deux courbes gauches du quatrifeme ordre avec une droite 
peuvent former la courbe commune k F3 et Si les deux courbes gauches sont du 
genre 0 *), elles se coupent en huit points, et rencontrent la droite, chacune deux fois. 
Si les deux courbes gauches sont du premier genre **), elles appartiennent a deux 
systemes correspondants a deux droites situees dans un mdme plan : la troisieme droite 
de ce plan dtant celle qui complete I’intersection des deux surfaces cubiques. Les deux 
courbes gauches se coupent en six points, et chacune d’elles rencontre deux fois la 
droite complementaire. Enfin, si des deux courbes gauches Tune est du genre 0 et 
I’autre du genre 1 ***) , elles se coupent en sept points ; et la droite complementaire 
rencontre la premiere courbe en trois points et I’autre en un seul point. 

Sous la mdme condition, I’intersection de F3 et F3 peut rdsulter d’une courbe du 
quatrieme ordre, d’une cubique gauche et d’une conique (ou de deux droites, mdme 
non situdes dans un plan) ; mais nous n’avons pas I’intention de nous arrdter sur tons 
les cas possibles. 

Supposons que Fg et Fg aient en commun la courbe gauche (123) qui corres- 
pond k une courbe plane 1^23456 du quatridme ordre ; les deux surfaces se couperont, 
en outre, suivant une courbe gauche du quatrieme ordre, dont la ligne plane corres- 
pondante sera une courbe 1 2*3®4*5^6® du cinquieme ordre ; done la deuxieme courbe 
gauche est du premier genre. Ainsi, deux courbes gauches C 5 , 2 et , 1 peuvent former 
V intersection de Fg avec une autre surface cubique pourvu que les systemes (123, 125) 
auxquels dies appartiennent correspondent d une meme droite; savoir, a condition que 


*) Par ex. celles qui correspondent k une cubique 1456® et A une courbe l®a®3®45 du qua- 
tridme ordre ; la" droite 6tant . 

**) Par ex. celles qui correspondent A une cubique 12345 et k une courbe 1®23456® 
du quatridme ordre; la droite compldmentaire est 6j. 

***) Par ex. celles qui correspondent k deux courbes 234®5®6®, 1®23®456 du quatrifeme 
ordre; la droite complementaire est c^g. 
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la premiere courbe coupe en trois points la droite qui n’est pas rencontrde par I’autre 
courbe. Les deux courbes gauches ont huit points communs. Mais une courbe C5 , 2 
une courbe , 0 ne peuvewt pas Ure situees a la fois sur deux surfaces du troisieme ordre. 

Coinme cas particuiier du prdc^dent, I’intersection des surfaces F3, F3 pent se compo- 
ser d’une courbe Cs,., d’une cubique gauche et d’une droite rencontree deux fois par 
chacune des courbes gauches. Celles-ci ont six points communs. 

128. Mais il y a lieu de considerer d’autres courbes gauches du cinquieme ordre, 
differentes de Cs.z. En effet, si Fi passe par une droite et par une cubique gauche, 
situees dans F3, I’intersection sera compldtde par une courbe gauche du cinquieme 
ordre, qui est (127) du second genre en cas que la droite et la cubique gauche aient 
deux points communs. Mais, si la droite coupe une seule fois ou ne coupe pas la cubique 
gauche, on a des courbes gauches d’un genre inferieur. 

Le premier cas a lieu par ex. si la courbe plane du neuvi^me ordre correspondante 
a la complete intersection de F3 et F3 est composee de la conique 23456 (qui correspond 
a la droite 61), d’une courbe de quatrieme ordre 1®2’’3^456 (qui correspond a une 
cubique gauche appuyde ^ 61 en un point) et d’une cubique 1456 ; a celle-ci corres- 
pondra done une courbe gauche Os , i du cinguieme ordre et du premier genre, qui coupe 
la cubique gauche en sept [*®] points et la droite en trois points. On obtient cette 
mdme courbe 65,1, lorsque les deux surfaces cubiques ont en commun une courbe 64,0; 
les deux courbes gauches ont alors dix points communs, et la premiere courbe rencontre 
en 0, 1, 2, 3 points les mdmes droites que I’autre coupe en 3, 2, 1, 0 points respecti- 
vement. 

On aura ie dernier cas si par ex. la courbe plane du neuvieme ordre se decompose 
dans les trois lignes suivantes: la conique 23456, qui correspond a la droite 61; une 
courbe 1^2“3^4^5^6® du cinquieme ordre, qui correspond a une cubique gauche n’ayant 
aucun point commun avec la droite 61; et une conique passant par le point 1, a laquelle 
correspondra par suite une courbe gauche O5 , 0 du cinquieme ordre et du genre 0. Cette 
courbe coupe la cubique gauche en huit points, la droite bi en quatre points, les droites 
h — , 63 en trois points, les droites C23, ..., Cje en deux points, les droites ai,Ci 2 , Cu 
en un seui point, et les autres droites a^, ,..,as en aucun point. 

De ces trois courbes gauches 05.2, C5.1, Cs.o. du cinquieme ordre ce n’est que la 
premiere qui est situde sur une surface quadrique. Elle a quatre points doubles apparents 
(e’est-a-dire que par un point arbitraire de I’espace on pent mener quatre droites a 
rencontrer la courbe deux fois), au lieu que la deuxieme en a cinq et la troisieme 
six. La troisieme, la plus simple de toutes, est la seule qui admette une droite qui 
la coupe en quatre points. 

129. Cette mdthode d’etudier sur le plan E les propridtds des courbes traedes sur F3 



MEMOIEE DE SEOM^TRIE PURE SUR RES SURFACES DU TROISIRME OEDRE. 


79 


est si ^videute et si facile, que nous nous bornerons ddsormais a enoncer des resultats. 
Ainsi, pour obtenir les courbes gauches du sixifeme ordre qui font partie de I’intersection 
de deux surfaces cubiques, il faudra considdrer les cas suivants: 

1 . ® Les surfaces F 3 , Fg ont en conimun une section plane;rautre partie de I’intersection 
est alors une cowrie gauche Cs , 4 du siaAeme ordre et du quatrieme genre, qui r^sulte 
aussi de la rencontre de F 3 avec une surface quadrique ( 122 ) ; 

2 . ® Les surfaces F 3 , F 3 ont en comnaun une cubique gauche; elles se couperont aussi 
suivant une courhe gauche Cs.s du sixieme ordre et du tro-isihne genre, qui a huit points 
communs avec la cubique gauche et coupe en 1,2,3 points les mfimes droites que 
la cubique rencontre en 2 , 1,0 points respectivement. D’ou il suit que Ce.sjde mfime 
que la cubique, correspond a un certain double-six. 

3. ® Les surfaces F 3 , F 3 passent a la fois par une droite et une conique qui n’ont 
aucun point commun. L’intersection est alors compldt^e par une courhe gauche Ce , 2 
sixieme ordre et du second genre, qui coupe la conique en six points et la droite donnde 
en quatre points. Parmi les autres droites il y a 8 , 9, 8 , 1 qui sont rencontrdes en 
3,2, 1,0 points respectivement. 

4. ® Les surfaces F 3 , Fg ont en commun trois droites qui ne se coupent pas; elles 
se rencontreront en outre suivant une cowrie gauche Cg ,i du sixieme ordre et du premier 
genre, qui coupe chacune des trois droites donn 6 es en quatre points, etc. 

De ces quatre courbes gauches du sixieme ordre, la premiere seule est situ 6 e sur 
une surface quadrique. Elles ont respectivement six, sept, huit, neuf points doubles 
apparents. 

La courbe Ce.s est celle que nous avons rencontrde ailleurs (25, 78, 107) comme 
lieu des sommets des cones quadriques d’un reseau. La courbe plane correspondante 
pent Otre une courbe gen^rale du quatrieme ordre (passant par les six points fon- 
damentaux) ; d’ou il rdsulte que, comme par ex. cette courbe plane a 28 tangentes doubles 
et 24 tangentes stationnaires, de m^me parmi les cubiques gauches qui coupent en 
deux points les droites de F 3 que Cs , 3 rencontre trois fois, il y en a 28 qui touchent 
C 6,3 en deux points, et 24 qui ont avec cette courbe un contact du second ordre. 

De meme que pour les cubiques gauches, chaque douile-six determine deux systemes 
conjugues de courbes du sixieme ordre et troisieme genre. Deux courbes appartenant a 
deux systemes conjuguds ont quatorze points communs et ferment la complete 
intersection de Fg avec une surface du quatrilsme ordre. 

130. Il y a aussi une courbe gauche du siedeme ordre et du genre 0, mais elle n’est 
pas situde a la fois sur deux surfaces cubiques. On obtient cette courbe, en faisant 
passer une surface du quatrieme ordre par trois droites, comme bi,bi,bi, qui ne se 
coupent pas, et par une cubique gauche (correspondante a une courbe 1*2*3*45 6 
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du quatrieme ordre) qui rencontre chacune de ces droites en un point. La courbe gauche 
resultante Cs.o correspond a une conique qui ne passe par aucun des points fondamentaux, 
et coupe la cubique gauche en huit points. Des 27 droites de F3, il y en a 6, 6, 15 
rencontrees par Oe.o en 4,0,2 points respectivement. Cette courbe Cg.o a dix points 
doubles apparents. 

131. De I’intersection des deux surfaces cubiques F3, FE il ne pent r6sulter plus 
que deux courhes gauches du septieme ordre Ct.s et et une seule eourhe gaucJie du 
huitieme ordre Cs.^; on obtient ces courbes en faisant passer FE par une conique, ou 
par deux droites qui ne se coupent pas, ou par une droite (de F3) respectivement [*“]. 

n y a, sur Fs, 27 systemes de courbes analogues a 03,7, chaque syst^me eorrespondant 
a une droite de F3. Si le systems est donnd, la courbe est determines par quatorze 
points. Deux courbes d’un meme systems ont vingt points communs. 

L’interseetion de F3 avec des surfaces d’ordres superieurs donne d’autres courbes 
du 7®, 8®, 9 °, . . . ordre. Par ex., si par deux droites qui ne se coupent pas et par une 
cubique gauche qui ne rencontre aucune de ces droites, on fait passer une surface du 
quatrieme ordre, on a une courbe gauche C7,i dw septieme ordre et du premier genre, qui 
coupe la cubique en onze points et chacune des droites donn^es en cinq points. Si 
par trois droites qui ne se coupent pas et par une courbe C4 , 0 qui rencontre deux de 
ces droites en un point et ne rencontre pas la troisieme, on fait passer une surface 
du einquieme ordre, I’intersection sera compldtee par une courbe gauche G^^idu huitihme 
ordre et du premier genre, qui coupe 64,0 en seize points, les deux premi^sres droites 
en cinq points et la troisieme en six. Enfin, on obtient une courbe gauche du neuvieme 
ordre et du premier genre, lorsque I’intersection de Fs par une surface du sixieme ordre 
se ddcompose en deux courbes du m6me ordre [®^]; etc. etc. 

132. On vient de voir qu’a une meme courbe sur F3, dont I’ordre et le genre soient 
donnds, correspondent en E des courbes planes d’ordres diffdrents, mais toujours d’un 
meme genre *). En nous bornant a considdrer, pour chaque genre, la courbe plane de 
I’ordre le plus petit possible, nous pourrons donner le rdsumd suivant: 

1. ® une droite en E correspond, en F3, une conique ou une cubique gauche, suivant 

que la droite passe ou ne passe pas par un des points fondamentaux. 

2. “ A une conique en'E, correspond, en F3, une courbe gauche C4,o, om Cs.o, ow Oe.o, [®®] 
suivant que la conique passe par 2,1,0 points fondamentaux. 

3. “ A une cubique (generate) en E correspond, en F3, une cubique plane Cs.i, ou une 
courbe gauche 64,1, ou Cs.i, ou Oe.i, ou Ct.i, ou Cg,i, ou Cs.i, suivant que la cubique 
donnee passe par 6, 5, 4, 3, 2, 1, 0 points fondamentaux. 

Etc. etc. 


*) {Teorla geom. ddle superflde, 54]. 
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133. Soit en g 6 neral donn 6 e, dans le plan E, une courbe d’ordre n, qui passe a 2 ,...,atj 
fois par les points 1 , 2, ... 6 respectivement et qui est dou 6 e de d points doubles 
et Ic points de rebroussement, situes aiileurs. L’ordre de la courbe gauche correspondante 
en F 3 sera 6 videmment — Sa, et son genre sei'a celui meme de la courbe plane, savoir 

l)(w— 2 )— isa(a— 1 )— 

Or, une courbe gauche d’ordre 3n — Sa, doude de d points doubles, h rebroussements 
et h points doubles apparents, est du genre donne par la formule 

i (3n — la — 1)(3^^ — Sa — 2 ) — d-\-h), 

done 

3«(Sa4-l) + |(Sa+l/ + i(Sa^— 1 ). 

Connaissant, de cette naaniere, Tordre de la courbe gauche (designons-le par m) et les 
nombres des points doubles effectifs et apparents, on pent, d’apres les formules dues 
a M. Gatlet, calculer les autres caract^ristiques de la courbe; savoir 
Tordre de la d^veloppable osculatrice 

p = m[m — 1) — — 3yfe=M(w-[-3) — Sa(a-J-l) — 

la classe de cette developpable 

v=3m(m — 2 ) — 6 (^ + ^) — 8^=3(^^ — la^) — (6(^+3^), 

le nombre des plans osculateurs stationnaires 

a=r:X;-|- 2 (v — m) = ^n{n — 1) — 2Sa(3a — 1 ) — 3 (4(^4- 5^), 

la classe de la ddveloppable bitangente 

2 /=A + i(p— m)(p+w— 9)+c? 

= (,i_|_ 6 )+isa*(SaH-l)— i [2 ^+3&+Sa(a+l)][2?^"+6w— 9-2(?— 3A:— i;a®] 

+ iSa(2d+3fc + Sa— 7) + <Z, 

2 


Cremonat tomo III. 


6 
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le nombre des plans qui touchent la courbe en trois points 

— 2)j/ — p(3 v-j-iJ*)-|-6v-f- 10(o-|-w)], etc. etc. 

Reciproquement, ces nombrGS BxpriiiiGiit aussi dos propri6t4s dc la courbe plane 
donnee; c’est-a-dire que dans le systeme des cubiques passant par les six points 
123456, il y en a a qui out un contact du troisieme ordre avec la courbe donnee, 
et t qui touchent cette courbe en trois points distincts; qiie dans un r6seau de ces 
cubiques, il y en a v qui ont un contact du second ordre avec la courbe donnee, et y 
qui la touchent en deux points distincts; et que dans un faisceau de ces monies cubiques, 
il y en a p qui sont tangentes a la courbe donn6e. 

Observons en outre que la courbe plane donn6e passe a,, fois par le point fonda- 
mental y, coupe en 2u — (2 a — a,,) points (diflferents des points fond.) la conique qui 
passe par les points fond, excepts y, et coupe en n — points (differents des 
points fond.) la droite ts ; done la courbe gauche correspondante rencontrera la droite ccr 
en a,, points, la droite br en 2n-{-ar — Sa points et la droite Crs onn (a,,-|-as) points. 

134. Qu’il nous soit permis de faire mention speciale du cas dans lequel tous les a 
sont nuls, e’est-a-dire que la courbe plane ne passe par aucun des points fondamentaux. 
Alors, Icc courbe gauche, qui est de V ordre Sn, correspond d un certain double^six, dont 
elle coupe 2n fois les droites d^un six, et ne rencontre pas les droites de V autre six; tandis 
que chacune des autres quince droites est rencontree par la courbe gauche en n points. 
Chaque double-six determine done deux systemes conjugues de courbes gaudies analogues; 

fZ ifh H - - 3 ) 

si le systeme est donne, il y a une (seule) courbe qui passe par — - points donnes 

arbitrairement; et deux courbes d'un mSme systeme ont n" points communs. 

La courbe gauche d’ordre 3n, correspondante a la courbe plane d’ordre n qui ne 
passe par aucun point fond, et la courbe gauche du inline ordre, correspondante a une 
courbe plane d’ordre on qui passe 2n fois par chaque point fond., forment ensemble 
rintersection complete de Fs avec une surface d’ordre 2n, et appartiennent a deux 
systemes conjugues (relatifs au m^me double-six). Ces deux courbes gauches ont 6n^ 
points communs. Si elles n’ont pas de points doubles (e’est-a-dire, si les courbes planes 
correspondantes n’en ont pas au dehors des points fond.), ou bien si elles en ont le 
m6me nombre, toutes les caracteristiques seront communes aux deux courbes gauches. 
Ces caracteristiques sont (en supposant qu’il n’y ait pas de points doubles): 

ordre 3n, 

genre ~{n — 1)(^? — 2), 

A 

nombre des points doubles apparents n{4:n — 3), 
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ordre de la d^veloppable osculatrice m(«.+ 3 ), 

classe de eette d 6 veloppable 3M^ 

nombre des plans osculateurs stationnaires Qn{n — 1 ), 

classe de la ddveloppable bitangente ]rn{n^ — l)(w-f- 6 ), 

nombre des plans tritangents ~n{n — l)(n^4-10n^-^7n^ — 74 > 24 - 48 ), 
etc. 

Chapitbe NeUYIESiIE. 

Surfaces quadriq^ues qui coupeut une surface du trolsifeme ordre 

suivant des couiques. 

135. Deux Goniques situees dans une surface donnee du troisieme ordre et dans 
deux jplans passant par deux droites (de la surface) ^ qui, comme & 2 , se coiipent, oni 
toujours deux points communs: puisque la droite commune aux deux plans rencontre 
chaque conique en deux points, et d’ailleurs cette droite ne rencontre F 3 qu’en deux 
points, outre le point ces deux points sont done communs aux deux coniques. 
Et r 6 ciproquement, si deux coniques (de la surface) ont deux points communs, la droite 
qui joint ces points, 6 tant T intersection des plans des coniques, coupera la surface 
en un troisieme point qui sera common aux deux droites de la surface, situees dans 
ces plans. 

Au contraire, deux coniques (de la surface) situees dans deux [dans passant par 
deux droites qui, comme ne se coupent pas, ont un seul point common, ainsi 

qu’on a d 6 ja remarqu 6 (118). Et deux coniques situees dans deux plans passant par 
une m 6 me droite ai, n’ont aucun point commiin, car elles coupent a^ suivant deux 
couples de points conjugu 6 s d’une certaine involution (109). 

Par consequent, une droite de la surface, comme ai, rencontre en deux points toute 
conique situee dans un plan passant par et en un seul point toute conique situde 
dans un plan passant par une droite qui ne coupe pas ai; mais la m^me droite 
ne redcontre pas les coniques dont les plans passent par des droites appuydes sur 

136. Deux coniques (deFs) situ 6 es dans deux plans passant par rti, Jg, respective- 
ment, ayant deux points communs, forment la base d’un faisceau de surfaces quadriques, 
dont chacune coupera F 3 suivant une troisieme conique situ 6 e dans un plan passant 
par la droite Cjg qui rencontre ay et *). Cette troisieme conique pent 6 tre choisie arbi- 


*) Les plans des trois coniques forment une surface cubique qui coupe Fg suivant trois 
coniques et trois droites ; les trois coniques 6tant dans une surface quadrique, les trois droites 
seront dans un plan (11. noti). 
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trairement: car, la base du faisceau contenant quatre points de toute conique situ^e 
dans un plan passant par un autre point quelconque de celle-ci suffit pour determiner 
la quadrique (du faisceau) qui passe par cette conique. 11 y a done une (seule) surface 
quadnq_iie cpii passe par troxs coniques situees dans trois plans nienes arbitrairement 
par Ui, bz, respectivement. Rdciproquement, si une surface quadrique rencontre F3 
suivant trois coniques, les plans de celles-ci couperont de nouveau F3 suivant trois 
droites situees dans un meme plan (11. note). D’oii il resulte que trois couples quel- 
conques de points conjugues des involutions, qui sont marquees sur a^, Cn resp. 
par les coniques de la surface (109), appartiennent a une mfime courbe du second 
ordre (qui n’est pas situee sur F3). 

137. Soient A, B deux plans bitangents de F3, mends I’un par Ui et 1 autre par 
i2;par les deux coniques (A), (B), contenues dans ces plans, on pourra faire passer 
deux cones quadriques, dont les sommets seront sur la droite reciproque de 1’ intersection 
AB, par rapport a une surface quelconque du second ordre passant par (A) et (B). 
Nous pouvons fixer arbitrairement un plan C passant par et la surface quadrique 
(ABC) passant par les coniques (A), (B), (C) suf&ra pour determiner la droite qui 
joint les sommets des deux cones. 

Si Ton fait tourner le plan B autour de h, la quadrique (ABC) engendrera un 
faisceau (AC), et la droite AB produira, dans le plan A et autour du point aib^, un 
autre faisceau projectif au precedent. Les droites de ce faisceau sont coupdes par la 
droite AG en des points dont les plans polaires, par rapport aux surfaces correspondantes 
du faisceau (AC), passent par une mdme droite (la reciproque de AC par rapport aux 
quadriques (AC)); et semblablement les plans polaires du point aA, par rapport aux 
quadriques (AC), passent par une mdme droite. Done les plans polaires des points aib 2 
et ABO, par rapport k la surface (ABC), si B est variable, engendreront deux faisceaux 
projectifs, et par suite le lieu de la droite reciproque de AB est un hyperboldide Ja, 
dont les generatrices de Vautre systeme sont evidemnient les droites reciproques de AC 
par rapport d la quadrique (ABC), ou le plan C soit variable autour de Cn, Les droites 
AB, AC se coupent au point ABC; leurs reciproques seront par suite dans le plan 
polaire de ce point par rapport a la surface (AB C). Vhyperboloide Ja est done Ven- 
veloppe du plan polaire du point ABC par rapport d la quadrique (ABC), om A est fixe, 
B et G variables. 

Un point quelconque de I’espace est 1’ intersection de trois plans A, B, C, qui donnent 
une quadrique (ABC); et rdciproquement, toute surface (ABC) ddtermine un point de 
I’espace. Vhyperboloide Ja est Venveloppe des plans polaires des points du plan A par 
rapport axjxx surfaces (ABC) qui correspondent d ces points. 

Des que les droites rdciproques de AB, AG sont situees dans le plan polaire du 
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point ABO par rapport a la quadrique (ABC), le point commun a ces lAciproques est 
le pole du plan A par rapport a la meme surface; Vhyperholoide est done le lieu 
des poles du plan fixe A par rapport aux qtiadriques (ABC). 

Les surfaces (ABC) passent par la conique fixe (A), done les plans polaires du 
point afbi. se coupent suivant la droite polaire de ce point par rapport a la conique 
(A) . D’ou il lAsulte que rhyperboloide Ja rencontre le plan A suivant la droite polaire 
du point ttib-z par rapport a la conique (A), et analoguement suivant la droite polaire 
du point XiCiz par rapport a la mdme conique. 

138. Ddsignons par o le point 62C12; une droite queleonque ol est 1’ intersection de 
deux plans B, C. Soient I, m, n les points eonjuguds harmoniques de 0 par rapport 
aux couples de points d’ intersection des coniques (B), (C) avec les droites ol,hi,ciz\ 
les droites Im, In seront alors les polaires du point 0 par rapport a ces coniques, et 
par suite Imn sera le plan polaire de 0 par rapport aux quadriques du faisceau (BC). 
En outre, si Ton mene par 0 dans le plan B une droite queleonque, qui coupera la 
conique (B) et par suite la surface F3 en deux points, le point conjugud harmonique 
de 0, par rapport a ces intersections, tonibera sur lm\ done Im et de mdme In appar- 
tiennent a la quadrique 0, preinibre polaire de 0 par rapport a Fs; en d’autres termes, 
le plan Imn est tangent en I a cette quadrique polaire. D’ou il rdsulte que les plans 
polaires du point 0 par rapport a toutes les quadriques (ABO), quels que soient A, B, C, 
enveloppent la quadrique polaire de 0. 

On se souvient que I’hyperbolo'ide Ja est I’enveloppe du plan polaire du point ABC 
par rapport aux quadriques (ABC), A etant fixe; or, si le plan A vient co’incider avec le 
plan tritangent aiizOn (dans lequel cas, la quadrique (AB C) se rdduit aux deux plans 
B, C), tous les points ABC tombent sur 0; done, Vhyperholoide Ja , correspoyidant au plan 
A.=aihcii, n’est autre que la quadrique 0 polaire de 0. 

139. Si le plan Imn est mobile autour d’un point fixe i de I’espace, son enveloppe 
sera un cone circonscrit d. la quadrique 0; le point I decrira la conique de contact, 
et par suite le lieu de la droite ol sera un cone quadrique, qui passera toujours par 
les droites hz, Cu; car, ces droites dtant situdes sur 0, les plans iht, ie^ touchent cette 
surface, quel que soit i, en des points appartenant aux mdmes droites h, Cn. 

Soit p le point ABO on la droite ol rencontre un plan fixe A (passant par Aj). Si 
ol tourne autour de 0, le plan polaire de p par rapport a la quadrique (ABC) enveloppe 
rhyperboloide Ja - Or, comme les plans tangents de 0 correspondent projectivement [®®] 
aux droites par 0 (au plan qui touche 0 en Z correspond la droite 0 Z et inversement), 
de meme aux plans tangents de Ja correspondront projectivement les droites par 0, 
de la manibre suivante. Un plan tangent de Ja coupe A suivant une droite, dont le 
pole p par rapport k la conique (A) determine la droite correspondante olp. Rdcipro- 
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tiueraent, une clroite par o rencontre A en un point p; et par la droite polaire de p, 
par rapport a la conique (A), il passera (outre A) un plan tangent de Ja , qui est le 
plan correspondant a la di’oite mende par o. 

Les plans tangents de Ja qui passent par le point i enveloppent un cone qui coupera 
A suivant une conique: la polaire reciproque de cette conique, par rapport a la conique 
(A), est Yiie du point o suivant un cone qui passe par les droites b.2, c^, quel que 
soit (■; a cause des deux plans menes par^ et par les droites polaires des points 62,0:1^12 
par rapport a la conique (A) (137). Ce cone et I’autre cone, formd paries droites 61 
corresiiondantes aux plans tangents de 0 qui passent par i, se couperont suivant deux 
droites (outre et Cj-a); c’est-a-dire que par un point quelconqtte i passent deux couples 
de plans correspondants tangents a 0 et Ja : ou Ton dit correspondants deux plans qui 
correspondent a une meme droite ol. 

Soit g la droite suivant laquelle se coupent deux plans tangents correspondants 
de 0 , Ja, savoir les plans polaires des points 0 et ABC, par rapport a une mdme 
surface (ABC); ou inieux, soit g la rdciproque de la droite BC par rapport a la surface 
(ABC), oil le plan k est donnd arbitrairement. II resulte de ce qui prdcfede, que les 
droites g correspondanies a toutes les couples possibles de plans B , C (p est inddpendante 
de A) forment un tel sysfeme que par un point arbitraire i de Vespace passent deux 
droites g. 

140. Proposons-nous maintenant de trouver les points de I’espace pour lesquels les 
deux droites g coincident. 

Si la droite ol est tangente en Z a la surface cubique F3 et par suite a toute surface 
quadrique du faisceau (BC), le plan polaire de^? par rapport a cette quadrique passera 
par Z; done, parmi les plans tangents de Ja menes par Z, il y en a un, dont la droite 
correspoudante est olp. Plaqons le point i en Z. Les plans tangents mends du point 0 
a la surface 0 passent par les deux- gendratrices Im, In et ont leurs points de contact 
sur celles-ci; les droites correspondantes issues de 0 forment done deux plans, olm et 
oln (savoir B et C). Or, au cone de soinmet Z, circonscrit a Ja, correspond un cone 
de sonimet 0 qui passe par ol, ainsi qu’on vient de le voir; done les deux droites qui, 
pour un point quelconque i, rdsultent de I’intersection des deux cones de sommet 0 
(139) se lednisent, dans ce cas, a la droite unique oZ; c^est-a-dire que les points 
communs d Fj et d 0 sont tels que par cliacun d’eux passe une seule droite g. 

1^1- Le point i soit, en second lieu, le sommet d’un cone quadrique passant par 
les coniques (B), (C). Corame le choix du plan A pour la determination de la droite 
g est arbitraire, on pent supposer que ce plan passe par i. Alors, i dtant sur la droite 
rdciproque de BC (ou olp) par rapport a toute quadrique du faisceau (BC), le plan 
polaire de 0 relatif a la quadrique (ABC) passera par i; de plus, le meme plan polaire 
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est tangent en Z ^ la surface 0; done, il passe par i un plan tangent de O dont le 
point de contact est I, et par suite la droite correspondante est olp. 

Analoguement, i est situd dans les plans polaires de tous les points de ol par 
rappoi't a la quadrique (ABC) ; e’est pourquoi les points i, p sont conjuguds relativement 
a la conique (A). 

Quant a I’hyperboloide Ja , ses plans tangents mends par i coupent A suivant des 
droites croisees en i, dont les poles par rapport a la conique (A) se trouvent sur la 
polaire de i, qui est une droite passant par p. D’ou il suit qu’au cone de sommet i 
circonscrit a 0 correspond un cone K de sommet o, passant par ol; et au cone de 
sommet i circonscrit a I’liyperboloide Ja correspond (outre le plan aitiCn) un plan E 
passant par op et par la droite polaire de i, par rapport a la conique (A). Or, on 
peut ddmontrer que ce plan E est tangent au cone K suivant op. 

En effet, le plan qui passe par i et touche 0 en I contient un groupe harmonique 
de quatre droites, savoir les di'oites Im, hi, gendratrices de la surface, la droite li 
gdndratrice du cone circonscrit (de sommet t) , et la droite Ij tangente en Z a la conique 
de contact (ouj soit la trace de cette droite sur le plan A). En projetant du point 
0 sur le plan A ces quatre droites harmoniques, on a les droites p{ii,v,i,j) *) qui 
formeront de meme un groupe harmonique. Mais d’un autre c6te, la couple de plans 
BO, le cone (BO) et la quadrique (ABO) appartiennent a un mdme faisceau; done, la 
conique (A) doit passer par les quatre points ou les droites intersections du cone avec 
A rencontrent les droites AB et AC (savoir pti et pv); e’est pourquoi la droite polaire 
de i par rapport a la conique (A) est la conjugude harmonique de pi, par rapport aux 
droites pu, pv: en d’autres termes, la droite pj est la polaire de i par rapport a la 
conique (A). 

Done, le plan E est tangent au cone K suivant op; et par consdquent le point i 
est tel qu,’il est situe sur une seule droite g. 

142. La droite g, rdciproque de la droite BO par rapport a toute surface du faisceau 
(BO), est situde (137) sur les hyperboloides Jb et Jc. Inversement, Jb est le lieu de 
la droite rdciproque de BO (ou B est fixe et 0 variable) par rapport aux surfaces 
du faisceau (BO), et aussi le lieu de la droite rdciproque de BA (ou B est fixe et A 
variable) par rapport aux surfaces (BA). Et de meme pour Jc . Or, on a ddmontrd qu’il 
passe par tout point de I’espace deux droites g, rdciproques de BO, et analoguement 
deux droites rdciproques de CA, et deux droites rdciproques de AB; done, par tout 
point de Vespace on peut faire passer deux hyperhdlo'ides Ja , deux hyperboloides Jb et deux 
hyperboloides Jc . Et de ce qui prdeede il rdsulte que, si i est le sommet d’un cone quadri- 


*) u, V ddsignent les points a^b^, aiCu- 
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que coupant F 3 en trois coniques (A), (B), (C), par i il passe une seule droite rdciproque 
de BC, et de mSme une seule droite r 6 ciproque de CA et une seule droite rdciproque 
de AB; done par i il passe un seui hyperboloide Ja, un seul hyperbolo'ide Jb et un 
seul hyperbolo'ide Jc . C’est-a-dire que le lieu des sommets des cones quadriques qui cou- 
peni la surface cuhique F 3 suivanf trois coniques (A), (B), (C) coincide avec Venveloppe des 
hyperboloides de chacune des trois series Ja , Jb , Jc • Oe lieu passe par les trois combes 
gatiches {dii quatrieme ordre) suivant lesquelles F3 est coupie par les quadriques polaires 
des points 0 , u, v (140). 

Vu que ce lieu a la propriete que par chacun de ses points il passe une seule 
surface eavelopp< 5 e de chaque serie, il s’ensuit que I’enveloppe et I’enveloppde se tou- 
chent partout ou elles se rencoutrent. La courbe de contact est I’intersection de deux 
enveloppdes successives, et est par suite du quatrieme ordre; done Venveloppe est une 
surface du quatrieme ordre; les courbes de contact de deux enveloppees de la m^e serie 
soyit situees sur une mime surface du second ordre; etc. *). 

143. Considdrons maintenant le faisceau des surfaces quadriques S qui passent 
par la courbe gauche du quatrieme ordre, intersection de F3 ayec 0, premiere polaire 
de 0 . Deux surfaces S couperont de nouveau la surface cuhique suivant deux coniques ; 
la droite commune aux plans de ces coniques, ayant quatre points communs avec 
Fs (les quatre points oil eette droite rencontre les deux coniques), sera situee tout 
entiere dans cette surface. Or, une des surfaces S est la quadrique O, pour laquelle 
la eonique resultante est la couple de droites b^, c^, et la droite oii le plan de celles-ci 
coupe de nouveau Fg est Ui ; done, les surfaces S coupent Fg suivant des coniques 
dont les plans passent par la droite Ui. Et rdciproquement, tout plan A, mene par 
«!, rencontrera Fg suivant une eonique situde dans une surface Sa du faisceau qu’on 
considere. Les plans A et les quadriques Sa forment dvidemment deux faisceaux pro- 
jectifs, propres a engendrer la surface donnde Fg ( 111 ). 

Les plans polaires du point 0 par rapport aux quadriques S font un faisceau pro- 
jectif a celui de ces quadriques; le lieu des coniques de contact des quadriques S 
avec les cones circonscrits de sommet 0 sera done ( 112 ) une surface ^du troisieme 
ordre, passant par la base du faisceau (S) 'et par les droites Jg. Cis (qui forment 
r intersection de 0 par le plan polaire correspondant). En outre, la courbe-base du 
faisceau (S) sera I’intersection de S' avec la premiere polaire de 0 par rapport a S, 
savoir avec la quadrique S (=0) qui passe par 0 **); done les surfaces cubiques S, 
Fg se touchent suivant une courbe gauche du quatrieme ordre et se coupent en deux 


*) {Teoria geom. delle superfleie, 47]. 

**) jV. 112, note\. 
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droites ; c’ est pourquoi elles se confondront en une seule et meme surface. C’est-a-dire 
que toiite quadrique Sa cou'ge F3 suivant une conique dont le plan A est le plan po- 
laire du pomi 0 par rapport d S.^.: en d’autres termes, la surface cubique F3 est le 
lieu des courbes de contact entre les quadriques S et les cones circonscrits de som- 
met 0. II rdsulte d’ici que les sommets des quatre cones du faisceau S sont situds 
en F3, et que les plans tangents a cette surface en ces quatre points sont des plans 
tritangents passant par Ui. 

144 . Si A et B sont deux plans donnes (passant par ai et &2 respect! veinent), les 
quadriques (AB) forment un faisceau auquel appartient la couple des plans A, B. Le lieu 
des courbes de contact entre ces quadriques et les cones circonscrits de sommet 0 est, 
d’apres uii theoreme gen6ral (112), une surface cubique; mais, pour la quadrique com- 
posde des plans A, B, on pent regarder la courbe de contact comme dpanchee sur le 
plan B; ce plan appartient done tout entier a la surface cubique. C’est-a-dire que 
celle-ci se reduira au plan B et a une surface quadrique S, contenant la conique (A) 
et les coniques d’intersection des surfaces (AB) avec les plans polaires de 0. 

D’ailleurs, la base du faisceau (AB) doit etre la courbe d’intersection de la sur- 
face cubique Bi) avec la premiere polaire de 0 par rapport a cette surface, done A 
est le plan polaire de 0 par rapport ^ S. II en lAsulte, de plus, que S passe par les 

sommets des deux cones du faisceau (AB) et y est touchde par deux plans, qui font 

partie du faisceau des plans polaires de 0, et (par suite) se coupent suivant une droite 
situde dans le plan B. 

D’apres cela, les surfaces S et Sa passent ensemble par la conique (A), et ont A 
pour plan polaire du point 0. Or, si du point 0 on mene les tangentes a la conique 
(B), les points de contact seront situes en I, car ils doivent appartenir a une qua- 
drique quelconque du faisceau (AB) et au plan polaire de 0, correspondant. Mais ces 
m6mes points appartiennent aussi a la courbe de contact de F3 avec le cone circon- 
scrit de sommet 0, et par suite a Sa ; done les quadriques S et Sa ne font qu’une 
seule et m^me surface. C’est-a-dire que Sa est le lieu des courltes de contact de ioutes 
les quadriques (ABC) (pu A est fixe) avec les cones circonscrits de sommet 0; et par con- 
sequent Sa contient les sommets de tous les cones du systems (ABC) , ou A soit fixe. 

Si le plan A est donn6, les sommets des cones (ABC) sont done situes dans chacune 
des surfaces Sa et Ja ( 137 ); ainsi le lieu de ces sommets est la courhe gauche du qua- 

trieme ordre, intersection de ces deux quadriques. Et si Ton fait varier A, le lieu de 

cette collide gauche, commune aux deux surfaces correspondantes Sa Ja , sera la sur- 
face du quatrieme ordre (lieu complet des sommets de tous les cones (ABC)), que nous 
avons deja trouvde comme enveloppe des hyperbolo'ides J. Naturellement, la meme 
surface du quatribme ordre est aussi le lieu de la courbe gauche du quatrieme ordre 
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commune a deux surfaces correspondantes Se et Jb> ou Sc et Jc; Sb et Sc ayant par 
rapport aux points v, « et aux plans B, C la meme signification (jue Sa par rapport 
au point o et an plan k'*). 

145. Considerons de nouveau les trois droites ai, 62 , situdes dans un meme plan 
tritangent. Soient cT/, deux plans passant par ai, respectivement et coupant la 
surface F 3 siiivant deux coniques tangentes a Ui, &2 aux points a, p. Les quadriques du 
faisceau rencontrent le plan a^b-i suivant des coniques ayant un double contact 

aux points a, et reciproquement, toute conique touchde en a, p par les droites a\, h-z 

sei’a la trace d’une surface du faisceau. Or, parmi ces coniques il y a la conique in- 
finiment aplatie (ap)'formde par la corde de contact estimde deux fois; dans le faisceau 
il y a done un cone tangent au plan suivant la droite ap. Cette droite 
rencontre Cn en un point y; en ce point, Cn sera tangente a ce cone et, par suite, 
aussi a une conique situee siniultanement en Fs, dans le cone et dans un plan 0 (par 
C 12 ). Done, les six points ou les droites ay, C 12 foucJient la courbe parabolique de F 3 (109) 
sont distribuSs, trois d trois, snr quatre droites qui sont les generatrices de contact du 
plan ayb«Cii amc quatre cones quadriques lesquels contimyient, trois a trois, les six coni- 
ques {dkP), (d2), ((?) tangentes aux droites Ui, b-z, C 12 , aux points susdiis. Les deux points 
analogues a a sont les dldments doubles d’une involution, dans laquelle les points 
aibz, aiCiz sont conjuguds (109); done les droites ai, h, Cu sont les diagonales du qua- 
drilatere formd par les quatre droites aPY- 

Il y a un second cone qui passe par les coniques (j/), (Sd), outre celui qui touche 
le plan Oibs suivant aPY- Les plans tangents cominuns aux deux coniques enveloppent 
ces deux cones; le sommet du nouveau cone [•’*] sera done le point commun aux trois 
plans suivants: le plan a^bz, le plan des droites tangentes qu’on peut mener du point 
a^bz aux deux coniques (outre Oi, bz), et le plan des droites polaires de ce meme point 
par rapport aux deux coniques. 

Eepresentons les quatre cones tangents au plan a^bz et les six coniques suivant 
lesquelles ils coupent la surface F 3 , par la notation suivante: 

e). 

Les cones J?' , se coupent suivant la conique (j?f) et, par suite, suivant une 
autre conique (non situee en F3); ils auront done deux plans tangents communs, dont 
I’un est aJozCiz's I’autre soit z. Ce plan z est tangent aux cinq coniques {(S'), 

{(5'), situdes en .5?^ done, il sera tangent aussi aux cones .51^" et 3V' [^®]. 
Ces quatre cones ont, par consdquent, deux plans tangents communs, 


*) Chacun des 45 plans tritangents donne lien h. nne surface analogue du 4.' ordre. 
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aih^Ciz et 7c; d’ou il resulte que leurs somrnets soni alignes sur ime settle et meme droiie 
(rintersection des plans et tc). 

146. Passons a considerer les coniques (A), (B), (C) qui se ddcomposent en lignes 
droites. 

Parmi les plans A il y en a quatre (outre qui coupent F3 suivant des cou- 

ples de droites; et de meme pour les plans B et C. Si nous consid^rons le plan A 
qui contient les droites bz Ciz et le plan B qui contient C32, les coniques (SsCis), 
doivent se couper en deux points (135) sur la droite AB; done h^. rencontre C32, et 
Ci3 rencontre Les plans a^Ciz couperont F3 suivant deux droites nouvelles, Uj et 
61. Or, des neuf droites {a-ih^iCi^ {a^hiCi^ qui r6sultent de Tintersection de 

Fs par trois plans, il y en a trois aih^c^z dans le plan A, et trois aiitres dans le 

plan B; done, les trois droites restantes a^lhCi^, seront dans un meme plan C. 

Il r6sulte d’ici que les 24 droites, situ^es dans les 12 plans tri tangents qui passent 
par ai, Sg, Ci^ (outre sont aussi distribiiees en 16 couples d'autres plans tritan- 

gents: chacune de ces couples 6tant d6termin^e par deux plans (tritangents) A et B 
choisis arbitrairement. Au moyen de ces deux plans, est determine aussi un plan corre- 
spondant C. 

Si nous concevons trois plans A, B, C coupant F3 suivant six droites (outre ai, Jg, <?i2) 
qui ne soient pas placees dans une couple de plans, ces six droites appartiendront 
(136) a un byperbolo’ide (ABC) du systeme consid6re ci-dessus. Obacun des quatre plans 
A pent etre combine avec chacun des quatre plans B et avec cl\acun des quatre plans 
C; mais il faut excepter les 16 combinaisons qui doiment six droites placees sur deux 
plans; le systeme des qiiadriqties (ABC) contient done 4.4.4 — 16 — 48 liyyerholoides H, 
chacun desquels rencontre la surface cicbique F3 suivant six droites, 

Des six droites communes a F3 et a un hyperbolo’ide H, trois appartiennent a un 
meme systeme de generatrices de celui-ci, et les trois restantes a Tautre systeme *); 
on pent done, de six manieres diiferentes, distribuer ces droites en trois couples telles 
que les droites de chaque couple soient dans un plan. Chaque maniere donne trois plans 
contenant les six droites et coupant F3 suivant trois droites nouvelles, qui seront dans 
im meme plan, car les six premieres droites appartiennent a une surface du second 
ordre. Tout liyperholdide H faU done partie de six sysfemes de quadriques, analogues 
d celui des surfaces (ABC) fourni par le plan Le nombre de ces system es est 

45, chaque systeme correspondant a un plan tritangent; done le nonibre total des hyper- 

48 .45 

holdides qui rencontrent F3 suivant six droites est — ^ — =360. 

Une surface cubique ne pent jamais contenir quatre droites d’un hyperbolo'ide, d’un meme 
systeme de g'en^ratioii ; car toute g^u^ratrice del’autre systtoe aurait quatre points communs 
avec la surface cubique, et d^s lors serait situ4e enti^rement sur celle-ci. 
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147. Un hyperboloide H est determine par trois droites (de Fs^ qui ne se rencon- 
trent pas. Or, trois droites (de F^) qui ne se reiicontrent pas sont coupdes par trois 
autres droites qui de nieme ne s’eiitrecoiipent pas (116); ces six droites formeront done 
I’intersection de H et F3. C'est-a-dire que tout hyperloloide coupant F3 siiivant trois 
droites q\ii ne se rencontrent pas^ coulee la meme surface snivant trois autres droites. 

II y a done 2 . 360 groupes de trois droites (de F3) qui n'ont aucun point intersection; 
ces groupes sont conjugiies deux d deux les droites dhm groiipe rencontrent les droites 
d'un groups conjugue; et les six droites de deux groupes conjugues appartiennent d un seul 
et mhne kypeyloldlde, 

Chapitee Dixieke. 

Propri6tes direrses* 

148. Soient T, T' deux plans tritangents (de la surface cubique F3) qui se rencon- 
trent suivant une droite ‘non plac6e sur F3; et soient les droites de la 

surface comprises dans ces plans. Des que la droite TT' coupe F3 en trois points 
seulement, ces points seront communs aux couples de droites ai 63, a% Les 
plans afbz, ^€ 23 ^ a-zCiz rencontreront F3 suivant trois nouvelles droites Cis, as, h respec- 
tivement, qui seront dans un mme plan, car de ces nenf droites r^sultantes de I’inter- 
section de F3 avec trois plans, il y en a six placees sur deux autres plans T, T'. 

Ainsi les triangles ai&jCio, alb^Cos en deter minent quatre autres, et les cotes de ces six 
tnangles sont les intersections miduelles de deux groupes de trois plans, c^est-d-dire, des 
faces de deux triMres, que nous dirons conjugues. 

Deux plans tritangents quelconques, dont la droite d’intersection ne soit pas situ^e 
sur F3, peuvent servir de faces a un triedre; la troisieme face en r6sulte determinee. 
Ces trois plans contiennent neuf droites qui se coupent en neuf points communs a 
F3 et aux aretes du triedre. Ces memes neuf droites sont distributes dans trois autres 
plans, qui forment le triedre conjugut. 

On a dtja vu (146) qu’en considerant les trois droites ai h C 12 situtes dans un plan 
T, les autres 24 droites de F3 sont distributes en 16 couples de plans. Cliaque couple 
forme avec T un triedre, e’est-a-dire que chaque plan T entre en 16 triedres. Et, vu 
que chaque triedre contient trois plans tritangents, le nombre total des triedres sera 
45 . 16 

— ^ — = 240. Ces triedres sont conjuguts deux a deux; il y a done 120 couples de 

triedres conjugues. 

149. Les neuf droites 

Qi &i C23 

(x% h% C31 

^ ^3 ^13 
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sent plac^es, ainsi qu’on vient de le d^montrer, sur six plans tritangents qui forment 
deux triedres conjugues. Par chacune de ces droites on peut faire passer trois autres 
plans tritangents*, il y a done 27 plans, chacun desquels contient une des neuf droites 
et des lors deux autres droites; e’est-a-dire que les autres 18 droites sont distributes, 


deux a deux, dans ces 27 


plans, de sorte que ces plans passeront 


2.27 

18 


=3 fois par 


cliacune des 18 droites. II reste encore 45 — 6 — 27= 12 plans, qui contiendront 
exclusivement ces 18 droites, cliacune deux fois. 

Or, chacune des trois droites ai, Sa, ^12, situtes dans un meme plan, doit rencontrer 
(au dehors des droites de la matrice ci-dessus) six droites non coupees par les deux 
autres; done, les 18 droites sont rencontrees par Tune ou par I’autre des droites 
(^ 1 , h) Et d’ailleurs, trois droites, ainsi que ai, € 23 , qui ne se coupent pas, sont 
rencontrtes par les trois memes droites; et pareillement ai, a^, etc. Done, on peut 
distribuer les 18 droites en deux matrices nouvelles 


^4 ^4 ^56 


^14 ^24 <?34 

^5 ^5 ^64 

"1 

^25 <^35 

^6 Oq C 45 


C 16 Cog Cgg 


tenement que les droites d’une ligne verticale de la premiere matrice rencontrent les 
droites de la ligne verticale correspondante de la seconde matrice, et les droites d’une 
ligne horizontale de la premiere matrice rencontrent les droites de la ligne verticale 
correspondante de la troisieme matrice. Alors il est ais4 de constater: 1.^ que les*droites 
d’une ligne horizontale de la deuxieme matrice rencontrent les droites de la ligne 
horizontale correspondante de la troisieme matrice; 2.® que les neuf droites de chacune 
des deux dernieres matrices sont les intersections des faces de deux triedres conjugues. 

Done, chaque couple de triedres conjugues dHermine deux autres couples^ de maniere 
que les trois couples contiennent (deux fois) toutes les 27 droites. Naturellement, le nom- 


bre de ces groupes de trois couples de triedres conjuguds est 


120 

3 


=40. 


150. Les 240 triedres ont 3.240=720 aretes It, et 240 sommets t. Chaque arete 
h rencontre la surface F3 en trois points intersections de couples de droites de 
la surface. On peut done dire que les 135 points d, sommets des 45 triangles formes 
par les 27 droites sur les plans tritangents , sont distribues, trois d trois, sur 720 droites 
h qui se coupent, trois a trois, en 240 points t. Les memes 135 points sont allign^s, 
dix a dix, sur les 27 droites de F3. 

Consid6rons le point 3 commun aux droites ai, Par chacune de ces droites 
passent, outre le plan aiK, quatre autres plans tritangents et des lors 16 droites 
Tout point S est done situe sur 16 droites h 
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Le plan aiSsCjo coupe les quatre plans tritangents qui passent par b, (excepte aih^, 
suivant qiiatre droites A*, qui rencontreront et Ciz en hiiit points S', S"; dans chacune 
de ces quatre droites k concevons pris le point X, conjugu^ harmonique de S relative- 
ment a oo, Les quatre points X appartiendront a la droite polaire du point S par 
rapport a la conique composde des droites 63 <^13; et ils appartiendront aussi a la quadri- 
que polaire de 0 (par rapport a F3). Les 16 points X, correspondants aux 16 droites 
k issues de g, sont done distrihies, quatre a quatre, siir quatre droites situees dans quatre 
plans passant par a^, et des lors aussi siir qiiatre autres droites situees dans quatre plans 
passant par bo\ et toutes ces liuit droites sont des genhatrices dhm seul et meme hyperbo- 
hide, qui est la quadriqiie polaire du point S. Cette quadrique passe ^videmment par 
les droites ai et 62- 

151. Soit t le sommet d’un triMre formd par trois plans tritangents (150). La 
quadrique polaire de t (par rapport a F3) coupera ces plans suivant les coniques polaires 
de t, relatives aux triangles form6s par les droites (de F3) contenues dans ces memes 
plans, e’est-a-dire, suivant des coniques circonscrites a ces triangles, respectivement. 
Or, ces triangles resultent de Tintersection des trois plans consid6r6s avec les faces du 
triedre conjugue (148); done les aretes de ce triedre rencontreront, chacune en trois 
points, la quadrique polaire de t: en d’autees termes, la quadrique polaire de t est un 
cone circonscrit au triedre conjugue. Ainsi, les sommets de deux triedres conjugties sont 
deux points correspondants de la Hessienne (72). 

152. On a demontr^ ailleurs que toute droite situ6e sur F3, comme ai, est une 
tangente double de la Hessienne (60), et que les points de contact, a, sont les points 
doubles de Tinvolution marquee sur par les coniques, suivant lesquelles F3 est coup6e 
par les plans bitangents passant par DAs que la droite ai est placde sur F3, la 
quadrique polaire de tout point de cette droite passe par la meme droite; done les 
sommets des cones polaires de a, a’ sont situ^s sur Or, ces sommets sont aussi 
des points de la Hessienne: done d est le sommet du cone polaire de a, et inverse- 
ment; e’est-a-dire que les points a, d sont deux points correspondants de la Hessienne. 

153. Un plan E, donn6 arbitrairement, coupe la surface fondamentale F3 suivant 
une courbe G3 du troisieme ordre. Le plan M qui est tangent a F3 en un point m 
de O3, et le plan polaire de 7n par rapport a la Hessienne se rencontrent suivant une 
droite, qui perce F3 aux points xy 2 d’inflexion de la section de cette surface par le 
plan M (89). Quel est le lieu des droites mx, my, m^, si m se ddplace sur C3? Pre- 
mierement, la courbe C3 est triple pour ce lieu, car tout point m de ce lieu est commun 
a trois generatrices mx, my, m^. Secondement, cherchons combien de generatrices 
tombent dans le plan E. Les plans polaires des points m, par rapport a la Hessienne, 
rencontrent E suivant des droites, I’enveloppe desquelles est de la 9.® classe (14); les 
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tangentes de cette enveloppe correspondent, une a une, aux tangentes de C3 (car les 
unes et les autres correspondent aux points de cette courbe); et Tordre du lieu du 
point commun a deux tangentes correspondantes, d’apres un tbdoreme connu * **) ), est 
6gal a la somme des classes des deux enveloppes, savoir 9-|-6==15. Pour ce lieu, les 
12 points coinmuns a C3 et a la Hessienne sont doubles, car en chacun de ces points 
se rencontrent deux tangentes (successives) de C3 et les tangentes correspondantes de 
I’enyeloppe de la 9.® classe. Le lieu du 15.® ordre coupera done C3 en 3 . 15 — 2 . 12=21 
autres points, chacun desquels est 6videmment un point analogue aux points xy II 
s’ensuit que le plan E contient 21 droites analogues aux mx, my, niz: et des lors le 
lieu de ces droites sera une surface de Vordre 3.3 + 21 = 30. 

Ce lieu rencontre une droite quelconque G en 30 points; d’ou il r6sulte que, si 
le point m parcourt la surface F3, d condition qxihme des droites mx, my, mz coupe la 
droite donnee G, le lieu de m est une courie gauche du 30.® ordre. 

Cette courhe gauche, quelle que soit G, passe les ISb points B oil se coupent, deux 
d deux, les 27 droites de la surface fondamentale. En effet, si nous consid6rons le plan 
tritangent qui contient les droites a^, C12, le plan polaire du point aiho par rapport 

a la Hessienne passe par Cia et toute droite men6e par ce point a couper C12 est 
une droite analogue a mx. Or, le plan aihoCiz rencontre une droite quelconque G, done 
la courbe gauche du 30.® ordre, relative a cette droite, passe par le point ail^- Con- 
s^quemment la courbe gauche, dont il s’agit, coupe en dix points chacune des 27 
droites de F3. 

Il resulte de la que, si Ton repr^sente la surface cubique sur un plan, de la maniere 
qui a expos6e ailleurs (119), la courbe plane qui representera la courbe gauche 
d’ordre 30, relative a G, sera de ce meme ordre 30, et passera dix fois par chacun 
des points fondamentaux, en y touchant les lignes correspondantes aux droites h et 
c de F3. Done (121, 133) la courbe gauche est Vintersection complete de F3 par 

une surface du 10.® ordre. 

Il y a done un nombre infini de surfaces du 10.® ordre, qui passent par les 135 
points d. Le systeme complet de ces points est donne par Vintersection de Tune quelconque 
de ces surfaces avec les 27 droites de F3. 

154-. Nous allons maintenant exposer une propriete de la section de la Hessienne 
par un plan quelconque E. 

*) [Teoo'ia geom. delle curve piaiie, 83]. 

**) Cela resulte du theor^me general (89), et auasi de robservation suivante. Les quatre 
intersections de la Hessienne avec la droite sont r^unies en deux points a, a! de contact, et 
par consequent le centre harmonique de ces quatre intersections, par rapport au pole (tiK, 
coincide avec le point conjugue harmonique de ctibg par rapport aux points a, a\ De meme 
pour la droite 5^ , done etc. 
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Ce plan coupe la surface foiidamentale F3 suivaiit une cubique C3; soit 0 un des 
poles de E, par rapport a F3, non situes sur E. Des que le cone 0C3 coupe F3 suivant 
la coiirbe plane C3, il rencontrera cette meixie surface suivant une courbe gaucbe du 
sixieme ordre, placee sur une surface quadrique ^2 (H note). La surface F3 appurtenant 
au faisceau determine par le cone 0O3 et par le lieu compose la quadrique polaire 

d’un point quelconque e, relative a F3, passera par I’intersection du cone polaire 0C2, 
relatif au cone 0C3, avec la quadrique polaire relative a E4>3. Si i est pris dans le 
plan E, la quadrique polaire de i, relativenient a Ed>2, sera le sjsteme de deux plans, 
dont Tun est E, et Fautre d>i est le plan polaire de i par rapport a d>o. Done la qua- 
drique polaire de i, par rapport a Fg, passera par les deux coniques d 'intersection 
du cone 0C2 avec les plans E et La premiere de ces coniques est ^videmment 
C2, premiere polaire de i par rapport a C3; et Fautre conique sera une couple de 
droites, parce que le plan d>i passe par 0 *). Or, si le plan 6tait tangent au cone 
0C2, la quadrique polaire de i relativement a Eg serait un cone, et des lors i appar- 
tiendrait a la Hessienne. Done, la courie d'mtersection de la Hessienne avec le plan E 
est le lieu dhm point dont le plan polaire relatif a la quadrique d>2 est tangent a la 
coyiique polaire relative d la cubique C3. 

On d6montre de la maniere suivante que ce lieu est du quatrieme ordre. Les coni- 
ques polaires des points d’une droite G (en E) par rapport a C3, et les droites polaires 
des memes points par rappoit ^ la conique (E <I>2) forment deux faisceaux projectifs, 
qui engendrent une cubique passant par le pole de G, relatif a la conique (E 4>2). Par 
ce pole on peut niener quatre tangentes a la cubique, done il y a quatre droites du 
deuxieme faisceau qui sont tangentes aux coniques correspondantes de Fautre faisceau ; 
e’est pourquoi G contiendra quatre points du lieu 


Chapithe OlSrZIEME. 

Classification des surfaces du troisifeme oi'dre, eu 6gard h la 
r^alite des vingt-sept droites. 

155. On a ddmontr6 que par les 27 droites d'une surface (gdndrale) F3 du troisi^me 
ordre on peut faire passer 120 couples de triedres conjugues (148), et que rdcipro- 


*) Le plan polaire de o par rapport art cone 0C3 etant ind6termin6, 0 a le m§me plan polaire 
E par rapport k et au lieu compose Le plan E est done le polaire de o par rapport k 
^2, et d^s lors le plan polaire d’un point quelconque de E, par rapport k cette m6me quadrique, 
passera par 0. 
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quement, si deux triedres conjugu^s et un point de la surface sont donn 6 s, la surface 
peut etre construite ( 110 ). D’ou il I'esulte qu’ abstraction faite de larealite des dl4ments 
donnas ou cherch^s, il est possible d’obtenir une surface cubique quelconque, a Faide 
de deux triedres, par le precede expose ailleurs ( 110 ). Nous nous proposons maintenant 
d’avoir 6 gard a la r 6 alit 6 ou non-r 6 alit 6 des 27 droites d’lme surface cubique reelle. 
Chercbant a former les deux triedres propres a engendrer cette surface, nous serons 
naturellement conduits a la classification des surfaces cubiques (gendrales) rdelles 
(d’apres la m^thode de M. Schlapli *) ). 

Pour construire deux triedres conjuguds qui forment un ensemble reel, il suffit de- 
trouver (148) deux plans tritangents T, T', reels **) ou imaginaires conjugues, qui se 
coupent suivant une droite (ndcessairement reelle) non situ 6 e sur la surface. Les trois 
droites de la surface contenues en T et les trois droites contenues en T' se coupent, 
deux a deux, aux trois points ou la droite TT' perce la surface, et determinent de 
cette maniere trois plans "'S*' qui seront tous r^els, ou bien Tun r 6 el et les deux 
autres imaginaires conjuguds, ainsi que les trois points susdits. Cbacun de ces plans 
coupe la surface suivant une autre droite, et ces trois droites nouvelles sont placees 
dans un seul et meme plan v 6 el T", Alors, les ternes de plans TT'T", forme- 

ront les triedres demandes. 

Or je dis que, la surface 6 tant suppos^e reelle, il est toujours possible de trouver 
deux plans tritangents T, T' qui satisfassent a la condition prescrite. Cela est Evident 
quand les 27 droites sont toutes r 6 elles; supposons done qu’il y ait des droites imagi- 
naires, qui seront n^cessairement conjugudes deux a deux. 

Premiferement, soient ai, bs deux droites imaginaires conjugudes situ^es dans un 
meme plan ***), qui sera reel, auquel cas passeront par ai quatre autres plans, ima- 
ginaires, et par bs leurs conjugues. Deux plans conjugues (Fun par ai et Tautre par ^> 3 ) 
satisfont 6 videmment a la question; car la droite commune a ces plans ne peut pas 
etre situee sur la surface; autrement il y aurait trois droites crois^es en un meme 
point, qui serait double pour la surface. 

Secondement, soient & 3 , b^ deux droites imaginaires conjugu^es, non situ^es dans 
un m^me plan; et ai, %, Uq, C 23 les cinq droites qui rencontrent celles-la, et qui 
formeront un ensemble rdel: e’est pourquoi il y aura parmi celles-ci un nombre impair 


*) \On the distribution of sur faces of the third order into species etc. (Philosophical Transac- 
tions 1863) i . 

**) I Con tenant cTaacnii trois droites r6elles ; on ehaenn une droite r6elle et dens droites ima- 
ginaires conjugn^es. Dans ce second cas les denx droites r^elles des denx plans se rencontrent U 
Entendez toujours plaii tritangent. 


Oremonat tomo III 


7 
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de droites rdelles. Si ces cinq droites sent toutes r^elles, il passera au moins un plan 
r^el par chacime d’elles: or, parmi ces cinq plans r6els, il est possible d’en choisir 
deux qui remplissent la condition requise. Soit, en effet, aih^Cu le plan r^el par ai'i 
si le plan ou le plan CjsCieCis 6tait rdel, on aurait ddja les deux plans cherch^s. 

Si au contraire le seul plan CisCuC-^, par c^a, dtait r4el, la droite Cu dtant plac^e sur deux 
plans r6els serait reelle; done C55 est une droite reelle, et des lors le plan as&eOse sera 
rdel. Ainsi les plans aibiCu, formeront la couple demand^e. 

Si, parmi les cinq droites qui rencontrent 1%, S3 il y en a deux imaginaires conju- 
.gu6es Oi, C23, les plans aiha, seront imaginaires conjugu6s et se couperont suivant 
une droite non situ^e sur la surface. 

Concluons done que toute surface (reelle, gen^rale) du troisieme ordre pent etre 
engendree a I’aide de deux triedres, qui piAsentent un des trois cas suivants: 1." les 
triedres sont formas par six plans rdels; 2.“ un triedre est complHement r6el, tandis 
que I’autre est fonn6 par un plan r6el et deux plans imaginaires conjuguds; S.® chaque 
triMre a un plan reel et deux plans imaginaires conjugu6s. 

156. Premier cas. Les deux triedres 6tant form6s par six plans r^els, eeux-ci se 
couperont suivant neuf droites r4elles 


ai 


az 

h 


h 

^23 


^12 • 


L’hyperbolo'ide reel d4termin4 par les trois droites 61, Sj, S3 coupera la surface cubique 
suivant trois autres droites (147) ^4, 05, a^, qui seront toutes r4elles, ou Tune rdelle 
et les deux autres imaginaires conjugudes. Distinguons ces deux cas. 
a. Les droites ai, a^, sont rdelles. Alors, les plans 


donneront neuf 




Si as 



S^ag 

^3^4 

*3^5 

has 


autres droites rdelles 


^14 

^15 

^16 

^24 

% 

<^26 

<^34 

<^35 

^36 


Ci 3 <'j 4 C13C25 C13C26 

CCa C34 OI3 O35 <*3 C35 


et les plans 
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couperont la surface suivant six autres droites reelles 

<>56 ^46 ^45 

^4 ^5 ^6 • 

Dans ce cas, on a done 27 droites reelles, 

&. Soit as une droite r^elle. et a 4 , ac imaginaires conjuguees, Les plans r^els 

donnent trois autres droites reelles 

^15 ^25 % 

et les plans r^els 

(? 13<?25 ^ 3^35 

donnent deux autres droites reelles 

O46 

Les couples de plans imaginaires conjugu6s 

61 a4 61 as 

l)^a^ 

&3a4 ^3^6 

donnent les couples de droites imaginaires conjugu^es 

^14 ^16 

Cj>4 ^ 

^34 ^ 

et les couples de plans imaginaires conjugufe 

ax Ci4 ai C 16 

<?23 <^14 ^23 ^16 

donnent deux autres couples de droites imaginaires conjugu6es 

&4 

^56 <%4* 

On a done 15 droites reelles et 15 plans reels: 3 plans reels par chaque droite 
reelle, et 3 droites reelles dans chaque plan reel. Deux droites imaginaires conjuguees 
ne se coupent pas. 

157. Deuxieme cas. Un triedre est tout a fait r^el; Fautre a une face r^elle, les 
deux autres 6tant imaginaires conjugu6es. Les plans du premier triedre seront ren- 
contres par la face reelle de Fautre suivant trois droites reelles 

a^ 0i3 hi 
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et par les faces imaginaires de ce meme triedre suivant trois couples de droites imagi- 
naires conjugu4es 

S3 di 
Of 2 Ci2 . 

Les hyperboloides, imaginaires conjugu^s, determines par les droites (61,63, S3), 
(bi,cis,ai) couperont la surface cubique suivant deux ternes de droites imaginaires 
(a.4, as, as), (ci4, Ci5, Cie), conjuguees deux a deux, qui determinent trois plans a4Ci4, asCis, 
fls Ci6- Distinguons deux cas, suivant que ces trois plans sont tous reels, ou qu’un seul 
soit reel et les deux autres imaginaires conjugues. 

а. Les trois plans sont reels, et par suite chacun d’eux contient deux droites 
conjuguees 

^4 0i4 

% <^15 

(Xq OlQ . 

Les couples de plans imaginaires conjugues 

62^4 ^23 ^14 

62% ^23 ^15 

^£<^6 ^23^16 

di Ci4 

is Ct^ di (?i5 

£3 CCq (Zi CiQ 

foumissent les six couples de droites imaginaires conjugu6es 

^24 ^56 

^25 Osi 
^26 ^45 

^34 ^4 

^35 ^5 

C36 ^ 6 ) 

situees dans six plans r^els, dont les trois premiers passent par C13, et les trois autres 
par as. 

Ainsi, dans ce cas, nous avons 3 droites reelles, et U plans reels, dont Vun contient 
les 3 droites reelles, et les autres passent, 4 d 4, par les 3 memes droites. Deux droites 
imaginaires conjuguees sont toujours dans un mitne plan (reel). 

б. Les six droites imaginaires a4,a5, ... soient conjuguees de la maniere suivante 
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^4 ^14 

CiQ 

Ct>Q Ci5, 

d’oii il r^sulte que le plan a 4 Ci 4 est r^el, mais a^Cie sent deux plans imaginaires 

conjugu6s. Alors, les couples de plans imaginaires conjugu^s 


h^a 4 

C2S Ci 4 

‘hza 4 

ai Ci 4 


C23 Cia 


ai 

62 aQ 

^23 

2>3 Oq, 

Ui Cjs 


donneront les six couples de droites imaginaires conjugu4es 

^24 <?56 

^34 &4 

^*5 <?45 

^35 ^6 

^26 ^64 

^36 ^5 > 

dont les premieres deux seulement sont form6es par des droites qui se coupent, en 
determinant les plans reels <? 24 C 56 » Cz 4 h 4 , qui passent par Cig, respectivement. 

Ce cas nous off re done 3 droites reelles et 7 plans reels, dont Vim contient les 3 droites 
reelles et les autres passent, 2 d 2, par les memes droites. JParmi les droites imaginaires, 
il y a ^ couples de droites conjtiguees qui se coupent, et 6 couples de droites conjuguees 
qui ne se coupent pas. 

158. Troisieme cas. Chacun des deux triedres a une face r6elle et deux faces imagi- 
naires conjuguees. La face reelle du premier triedre coupe les faces de Tautre suivant 
une droite r6eUe 

5i 

et deux droites imaginaires conjuguees 

(h • 

Le plan reel du second triedre rencontre les faces imaginaires du premier suivant 
deux droites imaginaires conjuguees 

^2 ^18 • 

Et les plans imaginaires des deux triedres s’entrecoupent suivant deux couples de 
droites imaginaires conjugudes 
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h h 

di C23 , 

ou les droites d’une merae couple ne se rencontreiit pas. 

L’hyperboloi'de rdel determine par les droites 61, J., bs coupera la surface cubique 
suivant trois droites nouvelles ci$, ctB> ^ propos desquelles il faut distinguer deux 
cas possibles. 

a. Si les droites 

^4 (Z5 dg 

sont toutes r^elles, les plans r^els 

&i«5 ^1^6 

donneront trois autres droites r^elles 

Ci4 ^15 ^16 • 

Les plans imaginaires conjugu6s 

&2 d4 &3 (^4 

Clz % 

&2 ^6 ^3 ^6 

fournissent les trois couples de droites imaginaires conjugu^es 


et les plans imaginaires conjuguds 


C24 C34 

C25 ^35 

C26 ^36 i 

(^1 Cu ^23 ^14 

dfi Ci 5 C23 Ciz 

^23 ^16 


donneront trois autres couples de droites imaginaires conjuguees 


^4 ^56 

is ^64 

ie 


On obtient ainsi 7 droites reelles et 5 'glans reels. Ces 5 plans passent par une 
meme droite; il y en a 3 dont cliacim contient 2 autres droites reelles, tandis que chacun 
des 2 autres plans contient 2 droites imaginaires conjuguees. Les droites imaginaires 
conjuguees des 8 autres couples 7 ie se coupent pas. 

i. Si 
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est une droite rdelle, et 


deux droites imaginaires conjugu6es, le plan r6el 61^4 donnera une troisieme droite r^elle 


Cu 

et les plans imaginaires conjugu^s 

ct^ ^3 O/Q 

1 )% ( Xq ^3 

"bo d'4 1)^ 

donneront les quatre couples de droites imaginaires conjugu^es 


^15 

^25 ^36 

^26 ^ 
Czi <?34 

Les plans imaginaires conjugu^s 


0^1 ^14 ^23 Ci 4 

^16 <^23 ^15 

^1 ^15 ^^23 ^16 


donnent enfin les trois couples de droites imaginaires conjugu6es 


bi Cso 
be O4S 
be C45 


On retombe ainsi sur un cas deja consid^r6 (deuxifeme cas, b ) . 

159. Nous pouvons conclure que la surface generale du troisieme ordre ne presente 
que cinq especes differ entes, eu egard d la realite des 27 droites^ savoir: 


1.® 

espece — 27 

droites 

et 45 plans rdels 

2.® 

. - 15 


15 „ 

8.® 

» — 7 

» 

5 » » 

4.® 

» - 3 

» 

7 » » 

5.® 

» — 3 


13 „ „ 


On pent demander, pour cbaque espece, le nombre des double-six qui sont formas 
par deux six r4els ou imaginaires conjugu5s. En s’aidant du tableau donn6 ailleurs 
(117), on trouye sans peine ce qui suit. 

Premiere espece* — Tout est r6eL 
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Deuxihne espece. — II y a 15 double-six rdels, dont chaque six est reel et formd 
par 4 droites rdelles et 2 droites imaginaires conjuguees. II y a un autre double-six 
reel, dont les six sent imaginaires conjuguds. 

Troisihne espece. — II y a 6 double-six reels, dont chaque six est rdel et formd par 
2 droites r^elles et 2 couples de droites imaginaires conjugudes. II y a 2 autres double- 
six rdels, chacun desquels a deux six imaginaires conjugu6s. 

Quatrieme espece. — II y a un seul double-six reel et form6 par deux six rdels; 
chacun de ces six est I’ensemble de 3 couples de droites imaginaires conjugudes. II 
y a en outre 3 double-six rdels, formds par des six imaginaires conjuguds. 

Ginqideme espece. — II n’y a pas de six rdels; mais seuleraent 12 double-six rdels, 
chacun etant une couple de six imaginaires conjugues. 

160. On a vu (118) qu’une surface cubique peut, en gdndral, 6tre engendrde a I’aide 
de trois rdseaux projectifs de plans. Dans ce mode de gdndration, on ddduit les 27 
droites des six points 1, 2, 3, 4, 5, 6, on un plan E est rencontre par une certaine 
courbe gauche du sixierae ordre. En effet, les 27 droites correspondent (114) aux six 
points 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 

aux six coniques 

33456, 13456, 12456, 13356, 13346, 13345, 
et aux quinze droites 

23, 31, 13, 56, 64, 45, ' 

14, 15, 16, 24, 25, 26, 34, 35, 36. 

L’ensemble des trois r^seaux etant suppose r^el, de meme que le plan E, le systeme 
des six points 133456 sera reel aussi; et par consequent, on pourra distinguer les 
cas suivants: 

1. ^ Si les six points sont tous reels, les 27 droites sont toutes reelles (premiere 
espece), 

2. ° Si quatre points sont reels, et que les deux autres soient imaginaires conjugues, 
on aura 4 + 4 "t- 6 + 1==15 droites rdelles; les autres sont imaginaires et telles que 
deux conjuguees ne se rencontrent ^pas deuxihne espece), 

'dP Si deux points sont reels, et que les autres soient imaginaires conjugues par 
couples, on aura 2 -f- 2 +1+2=7 droites reelles; 2 couples de droites imaginaires 
conjuguees qui se coupent, et 8 couples de droites imaginaires conjuguees qui ne se 
coupent pas (troisieme espece), 

4.® Si les six points sont tous imaginaires et conjugues par couples, on aura 
1 + 1 + 1==3 droites reelles; 6 couples de droites imaginaires conjuguees qui se cou- 
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pent, et 6 couples de droites imaginaires conjugates qui ne se coupent pas (quatrihne 
espece). 

n n’est pas possible d’obtenir la cinqnieme espece par ce mode de generation : ce qui 
rtsulte aussi du remarque que, dans la cinquierae espece, il n’y a aucun six rtel, tandis 
que la gtneration a I’aide de trois reseaux projectifs (dont I’ensemble soit reel) nous 
mene a un double-six, les deux six duquel (formes par les droites qui correspondent 
aux six points et aux six coniques) sont ntcessairement rtels *). 

Nous nous proposons maintenant de prouver que, si la generation par des rtseaux 
projectifs ne peut donner que les quatre premieres especes, il y a un autre mode de 
generation qui est propre a donner toutes les cinq especes. Pour cela, il faut que nous 
discutions d’abord les cas possibles fournis par I’intersection de deux surfaces quadri- 
ques, qui ne se touchent en aucun point. 

161. Deux surfaces de second ordre, qui n’aient aucun point de contact, se coupent 
suivant une courbe gauche de quatrieme ordre, par laquelle passent quatre cones qua- 
driques; les sommets de ces cones sont aussi les sommets du tetraedre conjugut commun 
a toutes les surfaces quadriques passant par la courbe gauche. Ces surfaces forment 
un faisceau; c’est-a-dire que par un point quelconque x de Pespace et par la courbe 
gauche passe une seule surface quadrique. Les deux generatrices rectilignes de cette 
surface, qui passent par x, sont les deux droites qu’on peut mener du point x k couper 
deux fois la courbe gauche. 

Tout cone passant par la courbe gauche et ayant son sommet en un point de la 
courbe est du troisieme ordre; et par consequent, la perspective de la courbe gauche 
sur un plan, I’oeil etant place sur elle, est une courbe (generale) du troisieme ordre. 

G’est des proprietes de cette perspective plane qu’on deduit un grand nombre 
de proprietes de la courbe gauche de quatrieme ordre (et de premier genre (125)). 
Par ex., par un point quelconque de la cubique plane on peut lui mener quatre droites 
tangentes, et le rapport anharmonique de ces quatre droites est constant (rapport 
anharmonique de la cubique). Done, par toute droite appuyde a la courbe gauche en 
deux points oo’, on peut lui mener quatre plans tangents. Si o est I’oeil et que Ton 


*) Si Ton regarde une surface cubique Fg comme polaire mixte dedeux plans E, E’, par 
rapport k une surface fondamentale du mdme ordre (76), on arrive k un double-six, dont les 
droites correspondent aux intersections des plans donnas avee deux courbes gauches du 6.'- ordre 
respectivement. Si les plans donnas sont imaginaires conjugues, il en est de meme des deux 
six, et par consequent, il peut d’abord paraltre possible d’obtenir, par ce moyen, la einquifeme 
espece aussi. Mais I’illusion s’evanouit en eonsiderant que les droites bomologues des deux six, 
qui sont imaginaires conjugudes, ne se coupent pas: tandis que, dans la einquifeme espfece, 
deux droites imaginaires conjugudes sont toujours dans un mSme plan. 
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d^place o', le rapport anliarmonique de ces quatre plans reste invariable; et des lors 
il ne changera pas si d est fixe et o variable; et consequemment, le meme rapport 
ne variera pas non phis de qnelqne maniere qu’on d6place la corde oo\ II resulte de 
la que, si I’oeil parcourt la courbe gauche, le rapport anharmonique de la cubique 
perspective se conserve constant. On peut donner a ce nombre constant la denomination 
de rapport anharmonique de la courbe gauche. 

162. On peut regarder une courbe gauche C4 de quatrieme ordre (premier genre) 
comme I’intersection incomplete d’une surface S du second ordre et d’un cone K du 
troisieme ordre, dont le sommet soit un point 0 de C4. Les deux generatrices de S 
qui passent par 0 coupent de nouveau la courbe gauche ; et des lors elles appartiennent 
aussi au cone K; c’est-a-dire qu’elles formeront, avec O4, I’intersection complete des 
lieux S et K. Le plan de ces generatrices est tangent a S au point 0 ; il contient done 
la droite T tangente en ce point a C4: droite qui est aussi une generatrice du cone 
K. Le plan osculateur a C4 en 0 coupera la courbe en un autre point d\ done, ce 
meme plan touchera le cone K suivant T et le coupera suivant la droite od . 

L’oeil etant place en 0, la perspective de C4 est une cubique (base du cone K). 
Soit 0) la trace de T sur le plan du tableau; les droites tangentes de la cubique, issues 
de (0, seront les traces des quatre plans tangents de C4, qu’on peut mener par T. Or, 
ces plans touchent la courbe gauche en deux points (dont Fun est 0 ) ; done ils passeront 
respectivement par les sommets des quatre cones quadriques, sur lesquels C4 est plac6e: 
car ces cones forment I’enveloppe complete des plans bitangents de C4. Cons^quem- 
ment le rapport anharmonique des quatre plans qui touchent C4 en un point quelconque 
et passent respectivement par les sommets des quatre cones quadriques est egal au rapport 
anharmonique de la courbe gauche meme; et d^s lors, il est un nombre constant. 

163. Reciproquement, une cubique plane donnee peut etre regard^e comme per- 
spective d’une courbe gauche du quatrieme ordre (premier genre) passant par I’oeil 
0. Soit 0) un point quelconque de la cubique plane; et qu’une droite menee par co coupe 
cette courbe en deux aiitres points coj, (O2. Alors, le cone qui a le point 0 pour sommet 
et la cubique plane pour base, rencontrera une surface quadrique men6e arbitrairement 
par les droites oo)i, oco^, suivant une courbe gauche du quatrieme ordre, touch^e en 
0 par la droite (Qw. 

164. Si les deux surfaces quadriques (161) sont r6elles, leur intersection peut 6tre 
r^elle ou imaginaire; et dans la premiere hypothese, ou elle consiste en un trait (Zug, 
StiieJe) unique ; ou bien elle est I’ensemble de deux traits associ^s qui n’ont aucun point 
commun, pas meme a distance infinie. Nous aurons a examiner ces trois cas s6par6ment. 

165. Si I’intersection C4 de deux surfaces quadriques est une courbe monogrammique 
(a un seul trait), sa perspective (I’oeil etant toujours place sur la courbe gauche) sera 
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aussi d’un seul trait, c’est-a-dire qu’elle n’aura qu’une branche serpentine avee trois 
inflexions *). Or, on salt **) qu’une telle cubique plane a un rapport anharmonique 
imaginaire: en d’autres termes, d’un point quelconque de la cubique on ne peut lui 
mener que deux tangentes r6elles. Done (162), parmi les quatre plans tangents a C4 
en un point quelconque et passant respectivement par les sommets des quatre cones 
quadriques (qui font partie du faisceau dont C4 est la base) il n’y en a que deux r6els ; 
c’est-a-dire que des qiiatre cones deux seulement sont reels. 

De ce que la cubique perspective n’adraet que deux tangentes r^elles issues d’un 
quelconque de ses points, il r^sulte en outre que par toute droite appuyee d C4 en 
deux points reels^ distincts ou coincidents, on p>eut mener d cette courbe deux plans tan- 
gents reels, et deux seulement. D’apres la loi de continuity, cette propriyty subsistera 
aussi pour une droite appuy^e a C4 en deux points imaginaires conjuguys. 

Le tytraedre conjuguy a deux sommets reels, et des lors deux faces ryelles: chaque 
face ryelle contient un sommet reel. Done, chaque face ryelle coupe C4 en deux points 
ryels; c’est-a-dire qu’elle coupe le cone quadrique, dont le sommet est situy sur cette face, 
suivant deux droites, dont une rencontre en deux points ryels la section de I’autre cone. 

Les cones reels de second ordre, qui passent par C4, constituent la limite de 
separation entre les surfaces gaudies et les surfaces non rygiyes du faisceau, dont C4 
est la base. Dans le cas actuel, il est aisy de voir que la quadrique (du faisceau) passant 
par un point quelconque de Vespace interieur ou extSrieur d tous les deux cones reds, 
est gauche; au lieu que la quadrique passant par un point quelconque de Vespace interieur 
d Vim des cones et exterieur d Vautre n^est pas reglee [^®j. 

166. L’intersection C4 soit maintenant une courbe digrammiqiie (a deux traits), 
auquel cas la cubique perspective sera composee d’une ovale ***) et d’une branche ser- 
pentine avec trois inflexions, Soit o) la trace, sur le tableau, de la droite qui touche 
O4 au point 0 de I’oeil (163); les tangentes menyes par o) a la cubique seront les 
traces des quatre plans qui touchent O4 en o et passent respectivement par les sommets 
du tytraedre conjuguy (162). Or, les quatre tangentes de la cubique, issues de w, sont 
toutes imaginaires ou toutes reelles, selon que ce point appartient a I’ovale ou a la 
branche serpentine; done, les sommets du tetraedre conjugue (savoir les sommets des 

*) En eonsiderant la continuity de la courbe eomme non interrompue par les passages k 
I’infini. jUne forme typique de cette sorte de eubiques planes est paj'abola pura de 
(Enumeratio linear um tertii ordinis) I . 

**) I Giornale di matematlche, t. 2.® (Napoli 1864) p. 78 j [Queste Opere, n. 49 (t, 2.®)]. 

***) En appliquant cette dynomination meme aux formes hyperboliques et paraboliques 
[d’aprys M. Bellavitis.] lUne forme typique de cette espyce est la parabola campaniformis 
cum ovali de Newton |. 
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quatre cones qiiadriques qui passent par C^) seront tons imaginaires ou tons riels, selon 
gue la perspective du trait, sur legiiel est place I’oeil, est me ovale ou me tranche serpentine. 

II resulte de la que, si la course C4 est donn^e, la perspective du trait sur lequel 
on place I’oeil, quel que soit le trait choisi, sera toujours une ovale, ou toujours une 
branche serpentine. Nous avons done deux cas a distinguer, suivant que le t^traedre 
conjuguq est tout reel ou tout imaginaire. 

167. Si le t^traedre est tout imaginaire, e’est-a-dire si est un point de I’ovale, 
an plan quelconque men6 par I’oeil coupera C4 en trois autres points (dont deux peuvent 
Stre imaginaires), les perspectives desquels ou appartiendront toutes a la branche ser- 
pentine, ou Tune a cette branche et les deux autres a I’ovale. Done, si un plan rencontre 
C4 en quatre points reels, trois de ces points appartiendront d un mime trait ; et le qua- 
trieme d V autre trait; et si un plan rencontre C4 en deux points reels seulement, ces deux 
points seront toujours Vun sur un trait et Vautre siir Vautre trait. D’ou il suit qu’un 
plan tangent en un point coupe la courbe en deux autres points situ6s sur des traits 
differents; qu’un plan osculateur ^ un trait coupe I’autre trait; et qu’il n’y a aucun plan 
r^el qui touche la courbe en deux points, ou qui la rencontre en quatre points tous 
imaginaires ou tous coincidents. 

En outre, il resulte de ce qui a 6td remarqu^ pour la cubique perspective, que 
par toute r^oite appuyie d la courbe en deux points (r^els ou imaginaires conjugu6s) 
d’lm mimt trait il ne passe aucun plan reel tangent ailleurs d la courbe; et que par 
une droiie appuyie aux deux traits on peut toujours faire passer quatre plans tangents 
riels. 

Quand un tdtraedre est conjugu6 a une surface quadrique, toute gbneratrice de celle- 
ci rencontrant une arete du tdtraedre, rencontre aussi I’arete oppos^e; et par suite la 
surface contient les quatre droites suivant lesquelles s’entrecoupent les quatre plans 
tangents menes par deux aretes oppos4es. Si le t^traedre est forme (comme Ton suppose 
actuellement) par deux couples de plans imaginaires conjiigues, il a n^anmoins deux 
aretes opposees reelles, dont chacune est rintersection de deux plans tangents de la 
surface. Or, ces plans sont reels, car ils doivent former un sjsteme harmonique avec 
deux faces du tetraedre, lesquelles sont des plans imaginaires conjugues. Done les quatre 
droites d’intersection des deux couples de plans tangents sont reelles, et cons6quem- 
ment la surface est gauche. 

Ainsi, dans le cas actuel, toutes les quadriqiies passant par C4 sont gauches; e’est- 
^-dire que par tout point de I’espace on peut faire passer deux droites reelles qui 
rencontrent deux fois la courhe (I’une au moins en des points r6els). 

168. Supposons maintenant que notre courbe gauche C4 (digrammique) corresponde 
4 un t^tra^dre conjugu6 tout r6el, e’est-a-dire qu’elle soit situ^e sur quatre cones qua- 
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driques reels. Un plaa mend arbitrairement par I’oeil coupera C4 en trois autres points 
(deux peuvent etre imaginaii'es), dont les perspectives tomberont ou toutes trois sur 
la brancbe sei'pentine, ou bien Tune sur cette brancbe et les deux autres sur I’ovale. 
Done, si un plan rencontre O4 en qiiatre points reels, ceux-ci peuvent appartenir tous a 
un tnSme trait ou bien deux d I’un trait et deux d V autre ; et si un plan rencontre la 
courhe en deux points reels senlement, ceux-ci appartiennenf ton jours d un meme trait. 
D’ou il resulte qu’un plan osculateur a un trait coupe ce meme trait. 

De Fanalyse des quatre tangentes de la cubique perspective, issues d’uri quelconque 
de ses points, on deduit en outre que par toute droite appiiyee d la courhe en deux 
points (rdels ou imaginaires conjugues) d’un mime trait on pent faire passer quatre plans 
tangents, dont deux touchent un trait et deux Vautre', tandis qiie par toute droite appiiyee 
aux deux traits il ne passe aucun plan tangent reel. 

Chaque face du tdtraedre conjugue coupe la courbe O4 en quatre points, sommets 
d’un quadrangle complet, dont les c6tds opposds se rencontrent en trois points rdels 
(sommets du tdtraedre); done ces quatre intersections sont toutes rdelles ou toutes 
imaginaires. Mais d’autre part, si un triedre est conjugue a un cone quadrique, il y 
a une face du triddre qui ne rencontre pas le cone. Done, deux faces du tetraedre coupent 
C4 en quatre points reels et les deux autres en quatre points imaginaires. 

Il est aisd de voir que la quadrique du faisceau, dont C4 est la base, menee par 
un point quelconque de Vespace intirieur ou exterieur d tous les quatre cones, ou bien 
de Vespace interieur a deux cones et exterieur aux deux autres, est une surface gauche; 
tandis que la quadrique passant par un point interieur (exterieur) d un cone et exterieur 
(intSrieur) aux trois autres, est une surface non reglee. En outre, par un point quel- 
conque de I’espace interieur ou extdrieur a tous les quatre cones, on pent mener deux 
droites, dont chacune est appuyde en deux points (rdels ou imaginaires conjuguds) a 
un meme trait de C4; au lieu que par tout point exterieur a deux cones et intdrieur aux 
deux autres on peut mener deux droites, chacune desquelles coupe i’un et I’autre trait. 

169. Enfin, supposons que la courbe C 4 soit imaginaire: auquel cas tout plan reel 
coupe O4 en quatre points imaginaires, sommets d’un quadrangle complet qui aura deux 
cbtds rdels; tandis que les autres couples de c6tds opposes n’ont de rdel que le point 
de concours. Il y a done, dans I’espaee, un nombre infini de points par lesquels on 
peut mener deux droites rdelles a rencontrer en deux points (ndeessairement imaginaires 
conjugues) la courbe; et il y a un nombre infini aussi de points par lesquels ces deux 
droites sont imaginaires conjugudes; e’est pourquoi il y aura une surface i-eelle, lieu 
des points pour lesquels ces deux memes droites sont co'incidentes. Or, ce lieu est en 
gdndral formd par les quatre cones quadriques passant par O4; done, dans le cas aetuel, 
il y aura au moins deux cones rdels. 
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Le tHraedre conjugue est tout reel. En effet, si a est le somraet d’un cone reel, le 
plan polaire cle a (par rapport aux quadriqiies du faisceau dont C4 est la base) coupera 
C4 suivant un quadrangle imaginaire, dont les couples de cbtes opposes ont trois points 
de concoiu's reels, I, c, d. Or, ahcd est pr^cisement le tetraedre conjugue. 

Puis, si Ton r^flechit que chaque face du tetraedre coupe Pun des trois cones, dont 
elle contient les sommets, suivant deux droites reelles, et chacun des deux autres sui- 
vant deux droites imaginaires (conjuguees), et que des trois faces concourant au sommet 
d’un cone reel deux seules peuvent couper ce cone suivant des droites rdelles ; on recon- 
naitra que deux cones, seidement, sont reels; les deux autres, tout en ayant leurs sommets 
rdels, sont imaginaires. 

Les deux cones r^els sont totalement exterieurs Fun a I’autre. Les surfaces (du fai- 
sceau dont C4 est la base) qui passent par les points de Vespace exUrieur d Vun et d V autre 
cone sont gaudies; au lieu que par les points interieurs d Vun des cones, il ne passe que 
des quadriques (du faisceau) non rSgUes. 

170. Ainsi, il y a trois especes differentes de la courle gauche (genirale) de quatrieme 
ordre et de premier genre, c’est-a-dire; 

1." cas — Courbe r4elle monogrammique : le tetraedre conjugu6 a deux sommets 
reels; il y a deux cones quadriques reels qui passent par la courbe. 

.2.' cas — Courbe r6elle digrammique: le tetraedre n’a aucun sommet rdel; il n’y 
a aucun cone reel. 

5.* cas — Courbe r4elle digrammique : le tOtraedre a quatre sommets rdels, qui 
donnent quatre cones r^els aussi. 

En outre, I’intersection de deux quadriques rdelles (qui ne se toucbent en aucun 
point) prdsente un autre cas possible: 

4.® cas — Courbe imaginaire: le tetraedre a quatre sommets r6els; mais il n’y a 
que deux cones r^els. 

171. Qu’on revienne maintenant a la surface cubique g6n6rale F3, et qu’on remarque 
que dans toutes les cinq especes qu’elle pent presenter (159) il y atoujours trois droites 
reelles situees dans un meme plan: soient ces droites a, h, c. La premiere polaire du 
point 0, commun a 6 et c, est une quadrique gauche qui ne passe pas seulement par 
les droites h, c\ elle coupe F3 aussi suivant une courbe gauche C4 de quatrieme ordre 
(premier genre), lieu des points ou Fg est touchde par des droites issues de 0. Cette 
courbe gauche rencontre chacune des droites I, c en deux points, qui sont evidemment 
les m^mes ou cette droite touche deux coniques de la surface. 

La courbe C* est la base d’un faisceau de quadriques coupant F3 suivant des 
coniques, dont les plans passent par la droite a (143): ainsi ces quadriques et les plans 
par a forment deux faisceaux projectifs propres h engendrer la surface Fg. Eemarquons 
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de plus (143) que les plaus par a sent les polaires du point o par rapport aux qua- 
driques correspondantes; d’ou il r^sulte que la surface cubique est completement 
d6termin6e par la courbe gauche C4 et par le point 0 . 

Les autres 24 droites sont, deux a deux, situees dans les 12 plans tritangents qui 
passent par a, h, c; parmi lesquels, les 4 plans par a sont determines par les sommets 
des 4 cones quadriques qui passent par C4; et les autres sont les plans qu’on pent 
naener par & et c a toucher ailleurs C4 (112). 

A present, il faut demontrer qu’en choisissant la courbe C4 et le point 0 d’une 
maniere convenable, on peut d6duire toutes les cinq especes des surfaces cubiques, 
de ce mode de g^n^ration. 

172. Que la courbe C4 soil reelle, digramniiqiie et placee sur quutre cones qiiadriques 
reels, et que le point 0 soit extirieur a tons les quatre cones: auquel cas (168) non-seule- 
ment passent par 0 deux cordes rdelles h, c de C4, mais, en outre, les plans polaires 
de 0 se coupent suivant une droite a, qui rencontrera chaque cone en des points reels. 
D’ou il r4sulte que par a passent quatre plans tritangents (de F3) rdels (les plans 
polaires de 0 par rapport aux quatre cones), chacun desquels contiendra (outre a) deux 
droites r4elles. On peut ajouter (168) que chacune des droites h, c coupera en deux 
points (r^els ou non) un meme trait de C4; et que par chacune de ces droites on peut 
cons^quemment mener quatre plans tangents a la courbe gauche, et des lors tritangents 
a F3. Cela est propre et exclusif a la premiere espece des surfaces cubiques (156); 
done chacun de ces huit plans tritangents par b ou par c contiendra deux autres 
droites r^elles. Ainsi la surface engendree aura 27 droites reelles. 

Reciproquement, on peut demontrer que le choix adoptd pour C4 et pour le point 0 
est n^cessaire afin que la surface engendree soit de la premiere espece. 

173. 8i la courbe Q^est de nouveau reelle, digrammique et placee sur quatre cones 
quadriques reels, mais que le point 0 soit interieur a tons les quatre cones, nous aurons 
encore (168) quatre plans tritangents r^els par chacune des droites a, b, c. Mais, comme 
dans ce cas la droite a (intersection des plans polaires de 0 ) est entierement ext^rieure 
a tons les cones, il en suit que chacun des quatre plans par cette droite, ne rencontrant 
pas le cone correspondant suivant des droites reelles coupera F3 suivant deux droites 
imaginaires conjugu6es. Ce r6sultat est propre et exclusif a la cinquieme espke (157); 
done chacun des huit plans par b ou par c contiendra aussi une couple de droites 
imaginaires conjugu6es. Ainsi la surface engendree aura trois droites reelles et douse 
couples de droites imaginaires conjuguees qui se coupent. 

Reciproquement, on peut demontrer que pour engendrer une surface cubique de 
la cinquieme espece, il faut choisir la courbe C4 et le point 0, de la maniere que nous 
venons de faire. 
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174. Qiie la coiirhe gauche G 4 soit encore reelle, digrammiqiie et flacee sur qiiatre 
cones reels, et qua le point 0 soit pris dans Vespace interieur a deux cones et exterieiir 
aux deux autres: auquel cas la droite a rencoiitrera (en cles points r^els) les deux 
derniers cones seulement, et chacune des droites I, c sera appuyee a tous les deux 
traits de C4. D’ou il resulte (168) que par a passeront quatre plans (tritangents) r^els, 
dont deux seulement couperont F3 suivant d’autres droites r^elles; et que par 6 et c 
il ne passera aucun plan (tritangent) reel. Cela est propre et exclusif a la troisieme 
espece; la surface engendree aura done sept droites reelles, deux couples de droites 
imaginaires conjuguees qui se coupent, et huit couples de droites imaginaires conjiiguees 
qui ne se coupent pas. 

11 y a deux autres manim’es d’obtenir la surface cubique de la troisieme espece: 
l.° si O4 est r^elle, digrammique, sans aucun cone quadrique reel, le point 0 etant 
du reste tout a fait arbitraire; si C4 est imaginaire, et que le point 0 soit ext6rieur 
a tous les deux cones rdels. 

175- Soit C4 une courbe reelle, monogrammique, et que le point 0 soit ext6rieur 
a tous les deux cones quadriques r^els qui passent par la courbe: auquel cas (165) 
il y aura deux plans reels par a, chacun contenant deux autres droites r^elles ; et de 
meme il y aura deux plans r6els par chacune des droites b et c. Cela est propre et 
exclusif a la deuxieme espece; d’ou il resulte que chacun des quatre plans r6els passant 
par 6 oil par c coupera F3 suivant deux autres droites reelles. Ainsi la surface engendree 
aura quince droites reelles et six couples de droites imaginaires conjuguees qui ne se 
coupent pas. 

Reciproquement, on pent d6montrer que le choix adoptd pour C4 et pour le point 
0 est n^cessaire afin d’obtenir une surface cubique de la deuxieme espece. 

176. En dernier lieu, supposons que la courbe C4 soit rdelle monogrammique, et 
que le point 0 soit interieur a tous les deux cones r6els. Dans ce cas (165), par chacune 
des droites a, 5, c, il ne passe que deux plans reels; et chacun des deux plans par a 
contiendra deux droites imaginaires conjugudes. Nous tombons ainsi sur la quatrieme 
espece; et par consequent chacuu des plans rdels par h me donnera aussi deux droites 
imaginaires conjuguees. La surface engendree aura done trots droites reelles, six couples 
de droites imaginaires conjuguees qui se coupent, et six couples de droites imaginaires 
conjuguees qui ne se coupent pas. 

Et reciproquement, afin d’obtenir une surface cubique de la quatideme espfece, il 
faut choisir la courbe C4 et le point 0 de la maniere que nous venous d’indiquer. 

177. Dans tout ce qui precede, il est entendu qu’on veut prendre pour base des 
operations un plan tritangent avec trois droites reelles: et nous avons demontre qu’iZ 
esi possible d'engendrer toutes les cinq especes de la surface cubique generale. 
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Mais si Ton voulait partir d’un plan tritangent r6e.l contenant une seule droite 
rdelle a et deux droites imaginaires conjuguees 6 et c, il ne serait plus possible d’obte- 
nir la premiere et la deuxieme espece, car ces especes n’admettent aucune couple de 
droites imaginaires qui se coupent. Au contraire, on pent construire les trois autres 
especes, comme il suit: 

la troisieme espece, si C4 est reelle et digrammique, avec quatre cones rdels, et 
que le point 0 soit exterieur a trois cones et intdrieur a Tautre; 

la quatrieme espece, si C4 est reelle, monogrammique, et que le point 0 soit inte- 
rieur a Tun des deux cones et extdrieur a Tautre; 

enfin, la cinquieme espece, si C4 est reelle et digrammique, avec quatre cones rdels, 
et que le point 0 soit intdrieur a trois cones et exterieur au quatrieme; ou bien si 
C4 est imaginaire^et que le point 0 soit intdrieur a Fun des deux cones rdels (et extd- 
rieur a Fautre). 


Cremona, tomo III 
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SULLA TRASFORMAZIONE BELLE CURVE IPERELLITTICHE. 


Rendicoiiti del R. Istituto Lombardo, serie II, volume II (1869), pp. 566-571. 


Dices! iperellUtica una curva le cui coordinate siano esprimibili razionalmente per 
mezzo di un parametro X e della radice quadrata di una funzione intera Q (X) del 
grado 2p-{-2. Una curva siffatta pub essere trasformata con processo simile a quello 
adoperato, pel caso di 2 ^ = 1 e p—2, dai signori Clebsch e Gordan neU’eccellente 
loro opera Theorie der Ahelschen Functionen (p. 69 e 77). 

Le espressioni delle coordinate siano 


(1) g-i-y/Q , 2, 3), 

dove \b tv ^ q siano funzioni intere di X, rispettivamente de’ gradi m e m — jp — 1. 
Suppongasi 

Q=2i*(X — ai)(X — (X — a2p+2), 

dove si fa per brevita 


Poi pongasi 

( 2 ) 

donde segue 


j,.2_ («I (^3 («3 — «l) 

( c ^4 ^2) ^^2) .. • (®2p4-2 ^2) 


j </i=(«3 — Ch){>- — ai). 

j y%={<h — Oi) (>• — Os). 


yi 


Vi — 2/2=(ai — as) «3). 

1/2= (X - , 

^r+3 % 


dove 


. Mr+3 

[a^ — aj ‘ Ur+3— 


(r=l, 2, ... , 2p — 1). 
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Kisulta cosi 

{yi~^hh) • • • (?/i~^ 4 -iz/ 2 )=Q; 

eppero, se si pone inoltre 

( 3 ) y^yxyi{yx—'k\y^ {yx—'^ly^ . . . {yx~K--.y^=^I ^ , 

I’eliminazione di X fra le ultime due equazioni dara 

\ Vxy^ivx — — ^\yii ••• (2/1 
< —ivi —y^ {vx — 2/2) • • • (2/1 — Mp-i 2/2) — 0 . 

Quest’ equazi one rappresenta una curva d’ordine p-\-2, dotata di un punto ^?-plo in 
2 /i=^ 2 = 0 , senza altri punti luultipli *), eppero del genere p: curva, la quale ha inoltre 
la proprieta speciale che ciaseuna delle p rette 

2/1— 0 , 2/2 = 05 2/1— 2/2=0, yi—ily^=0, . . . , yi—kl_2y2~0, 

tangent! ai rami incrociati nel punto multiple, ha ivi colla curva p~{-2 intersezioni 
coincident!, e (per conseguenza) che dal punto multiple partono solamente p-\-2 tangent! 

2/1— 2/2=0, 2/1 — A'_i 2/2—0, Vi—K 2/2=0, . . . , 2/1— 2/2=0, 

i punti di contatto delle quali sono tviti nella retta 2/3=0. In altre parole, i punti della 
curva (4) sono conjugati a due a due, in modo che due punti conjugati sono sempre 
separati armonicamente mediante il punto multiple e la retta fissa 2/3=0: e le tangenti 
in due punti conjugati si segano su questa medesima retta fissa e sono separate 
armonicamente per mezzo di essa e del punto multiple. Ne segue che la curva ha 8p 
flessi (distinti dal punto multiple, nel quale ciascuno de’ p rami ha un’inflessione), 
conjugati a due a due; che le 82 j( 25 — 1) tangenti doppie sono pur esse conjugate a 
due a due, ecc.; e che, se si trasforma la curva per omologia o prospettiva, mandando 
la retta 2/3=0 all’ infinite, il punto multiplo diventa un centro di simmetria per la 
curva **). Anche senza fare questa trasformazione, possiarao dire che il punto multiplo 
e per la curva un centro di omologia armonica. 

Dalle (2) si ha 

(5) ^ O'i (q^s 2/i (^3 <^2)2/2 

(as— a,) 2 /i— (as— a 2 ) 2/2 ’ 


*) Il che si ricava subito dalla coasiderazione delle intersezioni della curva eolle prime 
polari. 

**) Cfr. Steiner, Ue&er solche algebraische Ourven, wdche Miitelpuncte haben, ecc. (G. di 
Crelle, t. 47). 
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cosi che, sostituendo nelle (1) i valoi’i di X e Vq dati dalle (5), (3), si otterranno le x 
espresse razionataiente per mezzo delle y. Le espressioni risultanti siano 

dove le [w], [j] sono funzioni intere, omogenee nelle yi, y^, rispettivamente de’ gradi 
m ed m — p — 1. 

Per tal modo la curva (1) e trasformata, punto per punto, nella curva (4) [ La 
curva (1) e dunque del genere p: I’ordine della medesima si detennina come segue. 
Le intersezioni di essa con una retta arbitraria 

Pi ~|“ Ps ^2 Ps ^3 = 0 

sono date daU’equazione di grado 2m in X: 

( Pi[Wi] + P2[W2]-}-P3[z<-’ 3] ( PlEO'll'HPsfel + Psfe] )^-Q = 0, 

dove Q e dato dalla (3). Ora, e lecito bensi supporre cbe non vi sia alcun fattore 
comune a tutte le to e a tutte le q, simultaneamente; ma potranno esservi j«i fattori 
comuni a Q ed alle to, ed inoltre altri fattori comuni alle tre funzioni tv — 

Tali fattori darebbero soluzioni indipendenti dalle P; percio, detto n I’ordine della 
curva (1), Sara 

n=2m — »?! — nii. 

Gio si puo significare anche in quest’altra maniera. I second! membri delle (6), ugua- 
gliati a zero, danno tre curve d’ordine m individuanti la rete geometrica che servirebbe 
a trasformare la curva (4) nella curva (1). Tali curve banno in yi=yi=Q un punto 
(jw — l)-plo con p tangent! comuni; questo punto equivale dunque ad {in — l)p4-p 
intersezioni della curva (3) con una qualunque della rete. Aggiungansi altre hji + hij 
intersezioni fisse, corrispondenti ai fattori summenzionati, e I’ordine v della curva 
trasformata *) sara 

V = (p + 2 ) m — my — {mi-\~m^=n. 

La trasformazione suesposta della curva (1) nella curva (4) presenta questa circo- 
stanza notabile, cb’essa conduce ad un’equazione della forma 

y%’?{yu y-)—^{yu y^=o, 

cioe ad una curva d’ordine p + 2, dotata di un punto p-plo, il quale e per essa un 
centre di omologia armoniea. Ora non sara forse inopportune di mostrare direttamente 
come ad una curva cosi particolare si possa giungere trasformaudo, punto per punto, 
la curva piu genefale d’ordine w e di genere p, la quale abbia un punto {n — 2)-plo, 


0 Op. cit. p. 35. 
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eppero inoltre 2 — p punti doppj. Sia o il punto (n — 2)-pIo e Ci, Cj i 

punti di contatto delle 2(p + l) tangenti clie escono da o. Trasformiamo *) questa 
curva mediante una rete di curve d’ordine n — 1, aventi lo stesso punto {n — 2)-plo 
0 , eolle stesse tangenti della curva data, e passanti per gli n — 2 — p punti doppj e 
pei punti Ci, c ^, , Cj, (scelti ad arbitrio fra i 2p-l-2 sopra nominati). La curva trasfor- 
mata sara dell’ordine 

v=n(w — 1 ) — (m — 2)® — (» — 2) — 2(n — 2 — p) — p=p-\-2. 

La rete contiene un fascio di curve, ciascuna delle quali composta delle « — 2 — p 
rette che da o vanno ai punti doppj, delle p rette ocj, oc ^,, ..., oc^ e di una retta 
variabile oy: per ogni curva di questo fascio, i punti Ci, Cj, ... , Cj, fanno le veci di^? 
fra lep +2 intersezioni che in generate variano da una ad altra curva della rete; e 
non rimangono variabili che due punti Y 1 .T 2 , situati in 07 . Percib, a questo fascio 
corrispondera (nel piano della curva trasformata) un fascio di rette incrociate in un 
punto o', multiplo secondo p per la curva trasformata, il quale ha per corrispondenti 
i punti Cl, C 2, ... , Cj. Quando oy coineida con oe^ (r— 1 , 2, ... , p), i due punti variabili 
Yu Yj si riuniscono in c,.; percio la curva trasformata e toccata in o' da p rette, ciascuna 
delle quali ha ivi con essa p +2 intersezioni coincidenti. Fra le curve del fascio vi 
sono quelle che si ottengono facendo prendere ad oy una delle posizioni oc^+i, ocy, 4 . 2 ,..., 
ocsp+j; ad esse corrisponderanno, per la curva trasformata, le rette tangenti che escono 
da o': e siccome i punti Cp+i, Cp+ 2, .... Cjp+j sono tutti situati in una medesima curva 
della rete (la prima polare di 0 rispetto alia curva data), cosi i punti ove la curva 
trasformata e toccata dalle p + 2 tangenti che escono da o' saranno tutti in una stessa 
retta (la retta corrispondente alia prima polare di 0 ). Osserviamo inoltre che agli 
n — 2 — p punti doppj della curva data corrispondono, nella trasformata, altrettante 
coppie di punti situati su rette del fascio o'. Ne segue che, se fra queili vi sono % 
regressi, cosi che il numero delle tangenti oc^+i, ocp+s, ••• diminuiscasi di u, la curva 
trasformata avra ancora lo stesso numero p-1-2 di tangenti che partono da o', ma i 
punti di contatto di a fra esse corrisponderanno ai % regressi della curva proposta, 
mentre i punti di contatto delle rimanenti saranno i corrispondenti dei p4-2 — x punti 

Per ultimo, vogliamo mettere in evidenza il significato geometrico delle formole 
(2), (3) che servono a passare dalla curva (1) alia (4). Siccome la (l) si puo trasformare 
in una curva di ordine p+2, dotata di un punto jp-plo, per la quale esista adunque 


*) Questa trasformazione h utia di quelle contemplate nelle mie due Note sulle tra&fovma' 
zioni geormtriAhe deUe figure piane (Accad, di Bologna, 1863-65) [Queste Opere, n. 40 , 62 (t, 2.«>)]. 
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un fascio di rette che la segano in due soli punti variaUli, cosi per la ( 1 ) esistera un 
fascio di curve (nella rete che serve alia trasformazione), ciascuna delle quali la incon- 
trera del pari in due soli punti variabili. SiaM+X «=0 I’equazione di questo fascio 
(il cui ordine dicasi s), e supponiamo essere {r=l, 2, , 2p-{-2) i valori di X 
corrispondenti a quelle curve del fascio che, riuniti i due punti variabili in uno solo, 
riescono tangent! alia curva data. Allora la trasformazione si operera mediante le 
formole 

yi=(a 3 — Oj) (M+Cit))S, 
y2={a3—ai) (M+ast))3, 

ove S =0 sia una curva d’ordine s', passante pei punti ove la curva data e toccata 
dalle curve 

u-\-aiV=0, u-\-aiV=0, ... , tt+apV= 0 , 

e $=0 sia una curva d’ordine s+s', passante pei punti-base del fascio u-\-Xv—0 
ed inoltre per le restanti ns' — p intersezioni di S colla curva data. La curva trasfor- 
mata sara dunque deU’ordine 

v=w(s-]-s') — {ns — 2 ) — {ns’ — p)=i?+ 2 , 

avr^ in 2 /i=«/i =0 un punto p-plo, ed ivi ^>+2 intersezioni coincident! con ciascuna 
delle p rette che corrispondono alle curve u-\~aiv=0, u-\-a 2 V= 0 , ... , u-\-a^v=0: 
ammettera inoltre p +2 tangent! (le rette corrispondenti alle curve 

u-\-ap+iV=0, M+aj,+iV= 0 , ... , m + <* 2 p+sV= 0 ) 

che escono dal punto ^)-plo, ed i cui punti di contatto saranno in una retta. Quests 
retta sia 2 / 3 = 0 ; possiamo dunque supporre che la curva ^»=0 passi, non solo pei 
punti-base del fascio M-(-Xt )==0 e per le «s'— p intersezioni sopranominate di S =0 colla 
curva data, ma anche pei punti ove quests e toccata dalle p + 2 curve w-f ap 4 .i»= 0 , 
«-l-aj, 4 . 3 t)= 0 , ... , M+a 2 j, 4 . 2 W= 0 , L’esistenza di quests curva 4>=0, individuata dal 
fascio M-(-XiJ =0 e dalla curva S= 0 , costituisce una notabile proprieta delle curve 
iperellittiche. 



INTORNO AL NUMBRO DEI MODULI DELLE EQUAZIONI 
0 DELLE CURVE ALGEBRICHE DI UN DATO GENERE. 
Osservazioni dei professor! F. Casobati e L. Ceemona. 


Bendioonti del R. Istiiuto Lombardo, serie II, volume 11 (1869)^ pp. 620-625, 


Riemann, nel § 12 della sua Tlieorie der Abelschen FuncHonen diede Sp — 3 come 
numero dei moduli delle equazioni o curve algebriche, appartenenti a un dato genere 
p *). Invece il sig. Cayley, guidato da altre considerazioni, e arrivato al numero 
— 6 **): la qual cosa e stata cagione che quest’ argomento non venisse toccato dai 
professori Clebsch e Gordan nella loro recente ed importante opera Theorie der Abel- 
schen Ftmdionen ***). In quest! giorni poi e stata stampata nei Mathematische An- 
nalen (t l.° p. 401), diretti dal medesimo sig. Clebsch e dal prof. Neumann, una 
breve nota, dove il sig. Brill dimostra con trasformazioni analitiche che per p=4: 
il numero dei moduli e appunto il medesimo che e fornito dalla formola riemanniana. 

Gli autori della presente comunicazione, in occasione delle lezioni da essi date nel 
corrente anno agli allievi del corso normale nel R, Istituto tecnico superiore di Mi- 
lano, ebbero a fare suirargomento alcune riflessioni, una parte delle quali credono 
opportune di qui riprodurre. 


A scanso d’equivoci in g'eometria, diciamo ge?iere eio che e detto Klasse da Ribmann 
e che d’altronde il sig. Clebsch chiama pure GescMecht ; diciamo cio6 appartenenti ad uno 
stesso genere tntte le equazioni fra due variabili s, z, o curve algebriche irreducibili, che si 
possono trasformare le une nelle altre mediante sostituzioni razionali: equazioni o curve che 
danno le funzioni di z, diramate come s. Un genere h definite dal numero p e dai valori dei 
mochili, cio^ di quelle costanti che non si possono espellere mediante trasformazioni birazionali 
{fiindeutige TTa7isformationen ) , 

**) Proceedings of the London Mathematical Society, III (16 ottobre 1865). 

Vedi pag. VII della prefazione. 
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Osservasioni del prof. Casorati. — L’enumerazione delle costanti che restano es- 
senzialmente arbitrarie conduce al numero 3^ — 3, comunque la si faccia, sopra una 
equazione qualunque o sopra una di quelle di miniino grade, secondo Kiemann (§13 
della sua Theorie) o secondo Clebsch e Gordan (op. cit. p. 65). Facciamola per que- 
st’ultimo caso. Ivi, mediante la sostituzione 

(1) yi-.iji-. : d>s : <1>3, 


dove le d> = 0 rappresentano tve curve indipendenti, d’ordine n — 3, passanti pei 
d-~\-r=- — p punti doppj e di regresso e per ^ — 3 punti semplici di 

A 

una data curva /=0 d’ordine n e genere p, si trasforma questa in una ctirva normale 
d’ordine dotata di punti doppj. L’equazione di questa curva normale, 

nella sua massima generalita, eontiene 

(?>+l)(y+4) Ip I 2 

2 2 


costanti arbitrarie. Vediamo ora quanti siano i coefficienti disponibili nelle formole di 
trasformazione. Una dovendo essere del grado n — 3 ed annullarsi pei d-^r punti 
singolari della /*=0, eontiene p coefficienti disponibili. Se fossero dati i p — 3 punti 
semplici pei quali banno a passare le tre <I>, ciascuna di queste conterrebbe ancora 
soltanto 3 coefficienti disponibili, e le formole (l) ne conterrebbero 8, Aggiungendo 
dunque il numero p — 3 delle costanti disponibili rappresentate dai j? — 3 punti sud- 
detti, siba in totale come numero dei coefficienti disponibili nella trasformazione. 
Potendosi con quest! annullare altrettanti coefficienti della curva normale, le costanti 
arbitrarie cbe questa conserve ra saranno in numero 4p + 2 — = — 3. 

Per togliere ogni dubbio su questa conclusione, bisogna pero anche dimostrare cbe 
esistono veramente nella curva normale + 5 funzioni fra loro indipendenti dei + 5 
coefficienti disponibili nella trasformazione. E per analogo motive cbe Riemann alia 
prima aggiunge la seconda delle due dimostrazioni cbe si leggono nel § 12 della sua 
celebre Memoria. Lasciando stare questa seconda dimostrazione, contro la quale puo 
muoversi obbiezione d’altra natura, cioe di poggiarsi sul principio di Dikichlet, sem- 
brerebbe pero meno difficile di poter colmare I’accennata lacuna, anziche quella cbe e 
lasciata dalla conclusione del sig. Cayley. 


Osservadoni del prof. Cremona. — Le precedent! eonsiderazioni suggeriscono d’inda- 
gare se la curva normale d’ordine ^-^1, la quale eontiene 4jP“|-2 costanti arbitrarie, 


Ormnona, tomo III 


9 
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possa essere trasformata geomdrkamente (giovandosi di quei ^—3 punti arbitrarj) in 
altra analoga che involga soltanto ip — 3 costanti; come per es. accadrebbe se si 
sapessero scegliere i p — 3 punti arbitrarj in modo che la curva trasformata (d’ordine 

avesse p — Z cuspidi e — — punti doppj. Questa curva conterrebbe 

4:p-i^2 — (p — 3)=3p + 5 costanti arbitrarie, che tosto si ridurrebbero a Zp — 3 me- 
diante una trasformazione omografica *). 

p(p 3 ) 

Assunta una curva normale d’ordine p-rl, i suoi — - punti doppj, insieme 


con p — 3 punti semplici arbitrarj, costituiscono la base di una rete di curve d’ordine 
p — % la quale, resa projettiva al sistema delle rette di un altro piano, serve a tras- 
formare la curva data in un’altra curva normale, situata nel nuovo piano. I signori 
Clebsch e Gordan hanno dimostrato (il che del resto si vede subito coll’intuizione 

geometrica) che a ciascuno dei punti doppj della nuova curva corrisponde una 

A 

coppia di punti nella curva primitiva: ossia, in questa vi sono — - coppie di punti, 


determinate dai p — 3 punti arbitrarj, tali che pei punti di ciascuna coppia passano 
infinite curve della rete. Dunque, se i p — 3 punti arbitrarj si suppongono scelti in 
3') 

modo che fra le — - coppie corrispondenti ve ne siano p — 3 costituite ciascuna 


da due punti infinitamente vicini, la curva trasfomata avra, fra i suoi 


2 


punti 


singolari, p — 3 punti di regresso. Trattiamo ora i casi pin semplici, cioejp==4, 5, 6 
1,® Caso, 2?=4. La curva normale e di 5.^ ordine ed ha 2 punti doppj a, b. Pren- 

dendo in essa un punto qualunque c, le — - = 2 coppie corrispondenti sono costi- 


tuite dalle intersezioni della curva colle rette ac, be. Dunque, se da a o da & si conduca 
una retta che tocchi altrove la curva in un punto m e la seghi in un altro punto n, 
la rete delle coniche circoscritte al triangolo abn trasformera la curva proposta in 
un’altra dello stesso ordine, dotata di un punto doppio e di un regresso. 


Per esempio: facendo coincidere 4 dei punti doppj o stazionarj coi 4 vertici X2=x^=0, 
X 3 =cci = 0, tTi = 0 ^ 2 = 0, Xi~Xo=^x^ del quadrangolo fondamentale, che definisce il sistema 
delle coordinate trilineari. 

Pel caso eccezionalc p = l il numero dei moduli 1. Per p=2, si hanno 3 moduli, 
d’accordo col numero riemanniano. Per = 3 le dxie formole di Rijemann e Cayley coincidono 
somministrando 6 moduli. Pasta una trasfbrmazione omografica per ridurre la curva generale 
di 4.0 ordine a contenere 6 sole costanti^ per esempio, x^X 2 X^{x^+X 2 +x^)-j-{a^^xl + a 22 xl+ 
+ «33 ® 1+ ^023 + 2 ^31 CCs CCi + 2 ^ * 
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. 2." Caso, 2) = 5. La curva norraale e di 6.® ordine ed ha 5 punti doppj ahcde. 
Prendendo arbitrariamente un punto m nella curva, la rete delle cubiche passanti per 

ahcde & toccaati in ni la medesima curva data determina — ~=b coppie di punti: 


sia ni' una delle posizioni che deve prendere m affinche una delle 5 coppie si riduca 
ad un punto m" ed al suo infinitamente vicino ; sia poi fg una delle restanti 4 coppie. 
Allora e manifesto che la rete delle cubiche passanti per abcdefg trasformera la 
curva proposta in un’altra dello stesso ordine, dotata di 3 punti doppj e di 2 cuspidi 
(questi ultimi corrispondenti ad »«', W'). 

3.® Caso, p—%. In questo caso ci gioveremo di considerazioni affatto diverse da 
quelle che precedono. La curva normale e del 7.® ordine, con 9 punti doppj. Pren- 
dansi questi come punti fondamentali per la rappresentazione, sul piano, di una super- 
ficie di 4.® ordine dotata di una retta doppia *) ; la nostra curva sara allora Fimagine 
di una curva gobba delF 8.® ordine, che insieme con una del 4.® forma F intersezione 
della superficie anzidetta con un’altra del 3.® ordine. La curva gobba non ha punti 
multipli ; eppero, essendo essa del genere 6, il numero de’ suoi punti doppj apparent! 


7.6 


-6 = 15. Ne segue**) ch’essa ammette 5 rette, ciascuna delle quali incontra 


la curva in 4 punti. Fissiamo una di queste rette, e siano ahcd i suoi punti d’in- 
contro colla curva. 

Ora, la citata rappresentazione della superficie di 4.® ordine mostra che si puo far 
corrispondere projettivamente gli element! di due sistemi linear!, triplamenti infiniti: 
I’uno costituito dalle curve di 4.® ordine che nel piano rappresentativo passano pei 9 
punti fondamentali ed hanno due rami incrociati in uno di questi: Faltro costituito 
dai piani dello spazio, considerati come seganti la curva gobba. Per tal modo e attuata 
la trasformazione della curva piana nella curva gobba: e siccome questa ha 4 punti 
ahcd pei quali passano infiniti piani, cosi quella avra 4 punti a' h' c d', pei quali 
passera un fascio di curve di 4.® ordine appartenenti al prime sistema lineare sopra- 
detto. Dunque, se trasformeremo la curva data in un’altra pur piana e dello stesso 
ordine, impiegando la rete delle curve di 4.® ordine che appartengono al sistema li- 
neare e passano anche pel punto a', la curva trasformata avra (oltre a 6 punti doppj) 
un punto triple, corrispondente ai punti V c' d! della proposta. 


*) Clbbsch, Intorno alia rappresentazion6 di superficie alg&yriehe sopra un piano (Eeud. 
1st. Lomb. 12 nov. 1868, p. 798). 

**) Catlbv, On skew surfaces, otherwise scrolls (Phil. Trans. 1863, p. ibb). Dalla teoria 
delle superficie di 3.® ordine si vede che queste 5 rette ammettono due trasversali rettilinee 
comuni. 
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Consideriamo ora come data la curva che abbiamo ottenuta: curva di 7.'> ordtae 
dotata di un piinto triple e 6 punti doppj. Prendiamo il punto triple e 5 de’ punti 
doppj come punti fondamentali per la rappresentazione, sul piano, di una superficie 
generale del 3." ordine *): la nostra curva sara allora Timagine di una curva gobba 
dell's.® ordine, che insienie con una retta costituisce I’intersezione della superficie con 
un’altra dello stesso ordine. Le due superficie di 3.® ordine si toccano nel punto corri- 
spondente al 6.® punto doppio della curva piana: dunque la curva gobba ha un punto 
doppio. Ponendo I’occhio in questo punto, la sua prospettiva sara una curva piana di 
6.® ordine con 4 punti doppj; dunque possiamo concludere: 

Le curve per le qimli e p = 6 possono essere trasformaie in una curva di 6.® ordine, 
dotata di 4 punti doppj **). 

Ponendo in questi 4 punti i vertici del quadrangolo fondamentale per le coordinate, 

6 9 

I’equazione della curva conterra solamente 3.4 = 15 coefficient! arbitrarj; d’ac- 

Jt 

cordo colla formola di Riemann. 


ATewoire dt geojnetrie pure sur les surfaces du 3.^ ordre (G. Crelle-Borchardt, t. 68) 
[Queste Opere, n. 79], chap. 8. 

E naturale il sospettare che consimili abbassamenti abbiauo luogo anche per p > 6 . 
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LETTERA 

AL DIRETTORE DEL GIORNALE DI MATEMATICHE. [*^] 


Giornale. di Mattmatiche^ Yolume VII (1869), pp. 51-54. 


Pregiatissimo Collega, 

NelFultimo fascicolo del Giornale di Matematiche da voi diretto [volume Yl, p. 361] 
e conteuuta una traduzione *) di un discorso tenuto dal sig. Wilson alia Societa 
Matematica di Londra e pubblicato nelV Uducational Times del L® settembre 1868 col 
titolo Euclid as a text-book of elementary geometry. La conclusione di quel discorso e 
la condanna piu completa degli Elemenfi di geometria di Euclide, i quali, con un’auda- 
cia che non puo non aver destato sorpresa negli stessi membri della dotta Societa, 
sono dichiarati antiquated^ artificial, unscientific and ill-adapted for a text-book. II vostro 
traduttore, a cui le eccentricita geometriche del sig. Wilson sembrano andare a genio, 
prende le mosse dalle medesime per aggiungere, in una nota a pie della pag. 362, 
alcune parole di biasimo alFindirizzo del Consiglio Superiore di pubblica Istruzione: 
parole le quali noi, approfittando delFanonimo da lui serbato, non esitiamo a dichiarare 
altamente sconvenienti. In linea di fatto, il Consiglio Superiore non ebbe alcuna parte 
nelPavere nuovamente introdotti gli Elementi di Euclide nelle nostre scuole secondarie 
classiche; fu questa una conseguenza dei programmi dell’ottobre 1867, formulati da 
una speciale coramissione della quale era membro uno solo dei sottoscritti, e appunto 
quegli che non siede nel Consiglio; mentre Faltro de’ sottoscritti ed il Prof. Betti, 
rappresentanti delle matematiche nel Consiglio medesimo, vi rimasero estranei. Ma 


*) Traduzione assai infelice, anche a cagione dei gravi sbagli che in piu luoghi sfigurano 
il senso delToriginale. Per es. 

I have said there are three stages in the lo penso esservi nel lavorio di ciascuna scien- 
works on any science. za tre difPerenti stadii per cojnporre tin* opera. 

. . . the ingenuity would usurp the place of . . . V ingenuita usurperebbe il posto della 
scientific precision . . . precisione scientifica . . . 
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questa rettificazione de! fatto non modifica in alcun modo la posizione dei due Con- 
siglieri rispetto al traduttore del discorso Wilsoniano, in quanto che essi fecero assai 
piu che dare un voto favorerole a quegli Elementi, apponendo il loro nome ad una 
nuova edizione dei medesimi. 

Noi non conosciamo V Elementary Geometry del sig. Wilson (la quale naturalmente 
egli crede preferibile all’EtJCLiDE) che per quanto fu scritto intorno ad essa nell’^^^e- 
naeimi del 18 luglio 1868 ed in qualche altro periodico iuglese. In questi articoli 
critici, scrittore de’ quali crediamo essere un’illustre professoi'e. autorevolissimo in tale 
materia, sono raesse a nudo le inagagne logiche che viziano il trattato del Wilson: 
e noi rileviaino cio per concluderne che siamo in diritto di dubitare della bonta degli 
argomenti che il Wilson adduce contro il metodo euclideo. Del resto questi argomenti 
non hanno nulla di fonnidabile ne di essenziahnente nuovo: sono i medesimi che anche 
ne’ secoli addietro furono riprodotti piu volte da coloro i quali andavano in cerca della 
via regia per apprendere gli elementi, e sempre vittoriosamente oppugnati dai piu 
insigni matematici che, conoscendo intimamente i pregi dell’antica geometria, ne vole- 
vano mantenuta Integra la purezza. Percio anche a noi non b possibile di dire cose 
nuove in difesa d’EucuDE; e stimeremmo anzi superflua ogni polemica, se non vedes- 
siino, qua in Italia, farsi tentativi per iscreditare il provvedimento, a parer nostro 
eccellente, col quale il governo voile introdotto il metodo euclideo ne’ giunasi e licei 
del Regno. 

Si afferma in primo luogo che Euolidb, rigettando le cosfnmoni ipotetiche, si e 
imposta una restrizione che non solo non e necessaria ne utile, ma piu ancora e assurda 
e dannosa: e che tolta questa restrizione, si renderebbe possibile la classificazione 
delle proposizioni geometriehe: and classification... is the very essence of science. A cio 
basta opporre le parole di Monttjcla (Sistoire des Mathematiqnes, Paris 1758, tom. I, 
part. 1, liv. 4), e quelle del Prof. Baltzer (Die Gleichheit mid Aehnlichkeit der Figuren, 
Dresden 1852, p. 5-7), il quale a questo proposito ricorda anche cio che aveva scritto 
(System. Enhc. pref. p. V) il sommo Steiner *). D’accordo con questi illustri pensatori, 
noi crediamo che I’eccellenza logiea di Eoclide stia appunto in queH’ordinamento che 
si vuol criticare; e che la pretesa di classificare i teoremi della geometria come gli 
insetti o le conchiglie in un museo e, a dir poeo, non degna della gravita della scienza. 

Poi si asserisce che in Eoclide la teoria delle parallele e faulty, e che Vassioma 
euclideo sulle parallele si puo dedurre come conseguenza dalla nozione di diresime 
e dalla definizione delle parallele come rette che hanno la stessa direzione. Ecco, il sig. 


*) Cio che importa 5 dm Organisnius aufzudtecken, durch welchen die verschiedenartigsten 
Erscheinungen in der Raumwelt mit einander verbunden sind. 
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Wilson colla magica parola Mresione ha sciolto la grande difflcolta, che tormento per 
pin secoli i cervelli del commentatori d’EncLiDE, ed intorno alia quale si affatico per 
tanti anni anche Legendre. La quistione e ora veramente risoluta, ma in tutt’altro 
senso, per opera di Gauss, di Lobaxschewski e di Bolyai: i professori Baltzer e 
HoOel hanno chiamato la pubblica attenzione su quella soluzione ch’era passata inav- 
vertita; ed anche il sig. R. R., traduttore del discorso wilsoniano, dovrebbe avere letta 
r ingegnosa memoria del prof. Beltrami, stampata nel penultimo fascicolo dello stesso 
Qiornale di Xapoli, nella quale si tolgono tutte le oscurita deirargomento e si pone 
in piena luce I’essenza della geometria euclidea e della geometria non-euclidea. Per 
tal modo e reso chiaro che la teoria delle parallele, nella geometria reale, non puo 
essere fondata senza nn assioraa sperimentale (quello d’EucLiDE o altro equipollente), 
e si e tratti ad ammirare la potenza logica del geometra antico che vide cosi netta- 
mente cio che era necessario e sufficiente ad assiimersi dall’esperienza e cio che si 
poteva dedurre col ragionamento astratto. E questa un’ importante quistione di logica 
che importa non sia mascherata da una falsa teoria delle parallele, come quella che 
il Wilson propone di sostituire al metodo euclideo. 

II sig. Wilson afferma che Edclide e imsuggestive. Cio si capisce nelle scuole inglesi 
(almeno in quelle cui allude il critico), dove si studiano i libri degli Elementi, parola 
per parola, materialmente a memoria: dove c’e qualche professore capace di far stu- 
diare un tal libro prima di quello che dovrebbe precedere. Ma da noi non si fa cost, 
grazie a Dio: nessuno de’ nostri professori si sognerebbe mai d’imporre a se e agli 
scolari una fatica cosi enorme e cosi assurda. Nelle nostre scuole secondarie, un testo 
non e mai altro che una giiida pel maestro e pei discenti: il governo vuole, e noi ne 
lo lodiamo, che s’insegni geometria secondo Edclide, non gia che si reciti TEuclide 
come una sacra bibbia *). 

Anche altri degli appunti mossi dal Wilson contro I’Euclide come libro di testo 
cadono nel vuoto se si bada alia diversa condizione delle scuole inglesi paragonate colle 
nostre. Noi abbiamo le scuole e gli istituti tecnici dove non e prescritto I’EncLiDE, 
come non v’e obbligatorio il latino, ne il greco: tali scuole in Inghilterra non esistono. 
Le scuole inglesi sono tutte classiche e tutti devono passare per esse: invece i nostri 
ginnasi e licei sono destinati a dare una coltura elevata, eccezionale. In essi non si 


*) L’esperienza ha gia pronunciato a favore della nostra tesi. Benehfe sia questo soltanto il 
2.“ anno da che k adottato I’Euclidb come testo, pure nelle scuole dove il professore si i ap- 
plicate con amore e zelo a insegnarlo, si sono giA veduti buoni frutti: e potremmo, fra gli 
altri, citare un liceo dove, prima che spirasse un anno d’ istruzione, giA gli scolari si erano 
fatti abili a sciogliere da s6 moltissimi degli esereizi proposti nell’EMcZide del Colbnso. 
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mira a insegnare il disegno geometrico, ne importa che i giovani vi apprendano la 
tale 0 tal’altra proposizione, ne che studiino molte cose in poco tempo. Importa invece 
che apprendano a ragioaare, a dimostrare, a dedurre: non giovano dunque i mezzi 
celeri, ne i libri ove la geometria e mescolata coU’aritmetica o coll’algebra: rEucLiDB 
e veramente il testo che meglio serve a questi fini. 

Presso noi, I’introduzione dell’EucLiDB nelle scuole ha reso un altro grandissimo 
servigio; quello di sbandire innumerevoli libercoli, conipilati per pura speculazione, che 
infestavano appunto quelle scuole dove e maggiore pei libri di testo il bisogno del 
rigore scientifico e della bonta del metodo. Sgraziatamente in Italia i libri cattivi sono 
quelli che si vendono a miglior mercato, eppero hanno fortuna. 

Pero la nostra ortodossia geometrica non e cosi esclusiva ed intollerante come pare 
essere quella contro cui si levano i novatori inglesi. Noi concediamo senza fatica che 
gli Elementi hanno dei difetti, che in varii punti e desiderabile che siano emendati 
e semplificati : impresa pero oltremodo ardua a compiersi. D’accordo col nostro caris- 
simo amico, il prof. Hirst, secondo quello che ci diceva I’ultima volta che fu a Milano, 
accetteremmo un Euclid revised purche non sia un Euclid disfigured: purche si faccia 
della geometria vera, non gi^ dell’aritmetica. Crediamo anche che a raggiungere il 
fine di una buona educazione logico-geometrica potrebbero bastare i primi sei libri: 
lasciando che la geometria solida venga insegnata con metodi pin moderni. Ma a coloro 
cui sta a cuore il bene della gioventu volgiamo calda preghiera che si lasci fare alle 
nostre scuole I’esperimento dei nuovi programmi. Gia troppo ci hanno nociuto le fre- 
quenti e subitanee mutazioni: cio che ci manca e appunto la tenacita inglese. 

Gradite, egregio collega, i sensi della nostra stima ed ainicizia. 


Milano, 24 febbraio 1869. 


F. Bbioschi. 
L. Cremona. 



SUG-LI INTEGtRALI A DIFPERENZIALE ALGEBRICO. 


MemoHe delV Accademia delle Scienze delV Istitiito di Bologna, sene II, toino X (1870*, pp. 


Scopo di questa Memoria e di presentare sotto forma piu geometrica le inaterie 
trattate in alcuni paragrafi delPinsigne opera TJieorie der Ahelsclien Fuyictionen dei si- 
gnori Clebsch e Gordan: e cioe la riduzione degli integrali aventi nn differenziale 
algebidco alle forme tipiche delle cosi dette ire specie^ eel il teoreina abeliano siigli 
integrali di 3.* specie. 


Ridnzioue degli integrali abeliani alle tre specie. 


1. La forma pin generale di un integrale abeliano (integrale a dijBPerenziale alge- 
brico) e 

( 1 ) Y=JW{s,0)dz, 

dove iadica ana funzione razionale delle variabili s, z legate fra loro dall’equazione 
algebrica irreducibile 

( 2 ) /*(§, - 8 ^) = 0 , 

rappresentante una curva piana d’ordine n che si sapporra dotata delle sole singolarita 
ordinarie, cioe di punti doppi e di punti stazionari *}. 

Trasformo Tintegrale (1) rendendo omogenea Fequazione (2) merce la sostituzione 
lineare 


( 3 ) 

donde si cava 


+ hzZ + 


*) Se la 2 !)— 0 non rappresenta nna curva reale, col nome di curva intenderemo il si- 
stema di tutte le soluzioni di quella equazione. 
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s ,I^±aiI)2€3=\i'l±aib2CCn, 
(4) 

S + «! &2<?3 = S ± ^2^3 • 

Differenziando le (3) si ha 

XidiL-j- *^dxi=bid^ Cids , 

X2d\i-]-\}^dx2=b2d^--\-C2ds^ 

X 3 d\^-{-\idx 3 =b 3 dj^-\-C 3 ds, 


e quincli 


]3.*)L±CiX2dXs=d0 ,Ii±bi 62 X 3 ; 


ed eliminando [x fra questa equazione e la terza delle (4), 


d;2== “^ - — ^i;'^±eiX2dX3. 

(i ± 0162 ^ 3 ) 

Sostituendo in 4’ per 5 , ^ i valori dati dalle (4) (fra le quali sia eliminata la [i), si otterra 


dove ni e il grade di e e una funzione razionale omogenea delle X1X2X3 del grade 
fu, Percio Tintegrale (2) diviene 


V=S4:a.i&2^3, r^*(S±5lC2i*?3) ^.^±CiX2dX3. 

Se si rappresenta con 

(5) f{x^^) = 0 

Tequazione, resa omogenea nelle x, della curva (2), e con 

f{cx^^-^) = 0 

rt‘quazione della prima polare del punto c (cioe del punto di cordinate CiC2Cz) rispetto 
alia detta curva, si puo anclie scrivere 


( 6 ) 



(^^±CiX2dxz 


indicandosi per brevita con Q la funzione 


± «! i-j C3 . <1* . (S ± bi , 


che e razionale ed omogenea nelle x, del grado m — ni~2-\-n — l=n — 3, Si ha cosi 
il teorema *)-: 


*) Cfr. Aronuold Ueber elne neue Behandlinigsioeise der Irtfegrale irrationaler Differentiale 
eec. (G. Crelle-Borchardt t. 61 p, 09). 
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II piii generate integrate ahetiano, le irranonatita (let cui differenzkde siayio definite 
dalla cicrva (5) d’ordirte n, pub essere posto sotto la forma (6), ove Q sia ana fnnzione 
raisionate oniogenea nette x, del grado n — 3. 

S’intende sempre che Tintegrale e condotto da iin punto della curva (5) ad iin altro 
punto della medesima, in mode che durante il corso deirintegrazione le variabili x 
soddisfacciano incessanteinente alFequazione (5). 

2. Le costanti c, che si possono rigiiardare come coordinate di un punto fisso, non 
hanno alcuna influenza sul valore delF integrale (6). Infatti. supposto sempre che le 
X soddisfacciano alia (5), si hanno le identita 


dxi 


• 


dx, ‘ 


^dx,+ i^dx,=^0. 


CX2 


eXo 


donde 


X2dxs — x^dxo 

XsdXi — Xi d x^ Xi d X2 — .^2 d Xi 


11 11 

CXi 

dx2 SXs 

eppero la frazione 

Ii±CiXodXz 


/■(car'*-') 

e indipendente dalle c. 



Dunque il valore delF integrale (6) non cambia *) col mutarsi della posizione del 
punto G. Ne segue che si potra disporre di questo punto in modo che Fintegrale assuina 
diverse forme. 

3. Se si trasforma collinearmente fomograficamente) il piano delle .r, cioe se si fa 
la sostituzione 

C,. =hi r C 1 -j- Jt2r C2 -|- ^ 3 r ^ 3 


la funzione Q si mutera in una funzione Q' dello stesso grado nelle x; cosi pure la 
f in una funzione analoga f\ e la in f e il determinante X±Ci-r 3 ^/.r 3 

risultera eguale al prodotto 


•^) St fa astrazione, ben inteso, da una costante additiva, che piio essere prodotta da una 
mutazione 6.^1 camviino d' Infegrazione. Veggasi Casorati, Relazvmi fondanienitdi tra i moduli 
di periodicifd degli inttgrali aheliuni di prmia spade. (Annali di Matematica, serie 2, t. 3, 
pag. 7 e seg.) 
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— i ^11/^32^33 • S 4 ;C 3 • 


Dunque, posto 


„ _ rQ'.S±c': 

J fic'x” 


sdzdx’s 


2 
r 


Sara 


V= S i lh\ 


Quando gioyi d’avere IMntegrale (6) espresso colle coordinate cartesiane, bastera 
porre Xi—\,X2—z,ciC2=s, essendo 

f{s,s )=0 

requazione della curva fondainentale. Se inoltre si fa Ci — Cs—O, I’integrale (6) diviene 


( 7 ) 


v=r^- 

3 s 


4 . Xell’integrale (6) sia 


( 8 ) 


Q 




ove M, N esprimono funzioni intere omogenee nelle x, risp. dei gradi m, m-^-n — 3 . 

Le curve f= 0 , M=0 si segano in mn punti, i quali, uniti al punto fisso c, danno 
un Inogo gedmetrico composto di mn rette. L’equazione X («'“") =0 di questo luogo si 
ottiene eliminando le x fra le equazioni delle due curve e quella di una retta arbitraria 


aiXi-\-a.2Xi-\-a^Xs—0, 

e sostituendo poseia nell’ equazione risultante, in luogo delle ai, a?, as) i binomi 

^2*^3 ^3^2 5 ^3*^1 ^1^2 ^2^1* 

I luoghi geometrici X==0, f— 0 , avendo gi^ in comune mn punti situati nella curva 
M==0 d’ordine m, si segheranno *) in altri mn{n — l) punti, situati in una curva B=0 
d’ordine m{n — 1). Questi punti, perche eomuni a due curve f=0, B=0, i cui ordini 
rispettivi sono n ed m{n — 1)>m (supposto m>l), saranno pur situati in infinite altre 
curve d’ordine »»(« — 1). Infatti, se K— 0 e una curva arbitraria d’ordine mn — m — », 
qualsivoglia curva del fascio 

B+XE/-=0 

passera pei punti de’ quali si tratta. La curva K=0, essendo arbitraria, puo soddisfare 


*) Introd. ad una teoria geom. delle curve plane [Queate Opere, n. 29 (t.” 1.°)], 44. 
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— m — 7i){mn — w — n + 3) condizioni; e siccome, dopo aver deteniiinata K, 

possiamo ancora scegliere una curva del fascio in modo da soddisfare ad una nuova 
condizione, cosi la curva B=0 potra soddisfare ad 

~(mn — m — n) (mn — m — >i+3)-J-l = ~(m — 1) (n — l)((w — 1) (n — l)-}-lj 


condizioni; p. e. si puo esigere che essa abbia (m — 1) (n — 1) rami incrociati nel punto 
c. Supporremo che B sia appunto determinata in questo modo. 

Similmente, i luoghi X=0, M=0, avendo mn pimti comuni situati in una curva 
f—0 d’ordine n, si segheranno in altri mn(m — 1) punti, comuni ad infinite curve 
d’ordine n(m — 1), una delle quali, A=0, avra (m — 1) (n — 1) rami incrociati in c. 

Se ora si considerano i due luoghi d’ordine??iH 

X=0, BM=0, 


poiche delle intersezioni di X = 0 con B=0 ve ne sono mn (m — 1) (n — 1) coincidenti 
in c, mentre le altre sono in f=0; e delle intersezioni di X=0 con M==0 ve ne 
sono mn in f=0 e le altre mn[ni — 1) in A = 0; cosi tutte le intersezioni dei due 
luoghi predetti sono comuni al luogo A/*=0, che e pure d’ordine mn. I tre luoghi 
appartengono dunque ad uno stesso fascio, cioe si puo porre 

x=a/*+bm. 


Ne segue che pei punti della curva f=Q e X=BM, eppero invece della (8) si pu5 
scrivere 


( 9 ) 



doe si puo supporre che il denominatore di Q rappresenti il sistema di /wn rette con- 
correnti nel punto c, mentre il numeratore e costituito da due curve, I’una d’ordine 
m-\-n — 3, I’altra d’ordine m{n — 1) ed avente in c un punto (»m — l)(«— l)-plo. 

5. Sia ora 0=0 una curva arbitraria d’ordine mn — 3 con (m — 1) (» — 1) rami 
incrociati in c; e si consider! il fascio 

NB+XC/’=0 

di curve d’ordine mw+n— 3. Determinando le costanti arbitrarie di 0 e scegliendo 
una curva del fascio, si potra soddisfare a 

^mn{mn — 3) — ^{m — 1)(» — !)((»» — 1) (» — 1) "{"1)+ 1 
= — 2)(w» — 1) — — 1) (w — 1)( (m — 1) (m — 1)+ 1) 
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condizioni; p. e. scelgasi quella curva che ha in c un punto {mn — 2)“plo e sia essa 

KB + C/’=0. 

Iiidieo con D=0 Fequazione delle mn — 2 tangenti a questa curva in c\ e con P==0, 
cioe /'(cr ^*)=0, la priina polare del punto c rispetto alia curva *fondamentale (5). Sia poi 


la curva del fascio 


NB-fC/*— DP=0 


NB + C/’+XDP=0 


per la quale c e un punto miiltiplo secondo mn — 1. 

Allora, considerando solaiuente punti della curva (5j, cioe avuto riguardo alia iden- 
tita /'=0, la (9) si potra scrivere 




e I’integrale (6) si decomporra in due parti 

V=:V,+V' 

( 10 ) Vi= J S±CiXidx3 

xr._ /'(NB + C/’— DP). X ±01X2^03 

La prima parte e I’integrale di una funzione razionale, perche D ed X rappresentano 
gruppi di rette uscenti da uno stesso punto c, cosi che portando questo punto all’ infi- 
nite, cioe facendo Xi=l,a?. 2 =^’,a: 3 =s,ei— C 2 = 0 , si ricadra nella solita notazione delle 
funzioni d’una variabile z. Dunque Vi sai’a esprimibile per mezzo di logaritrai e di 
funzioni razionali fratte, senza parte razionale intera, perche D e di grado minore di X. 
6. Posto 


NB-f-C/’— DP=L, 

si consideri il fascio 

XH-f XL=0 

di curve d'ordine mn-\-n — 3, aventi mn — 1 I'ami incrociati in c: dove H— 0 rappre- 
senta una curva arbitraida d’ordine n — 3. Determinando H e scegliendo una curva 

del fascio, si possono soddisfare ^ — Z)n-\-\ = ^(n — 1)(m — 2) condizioni arbitrarie; 

cosi Sara possibile di determinare una curva R=0 del fascio, la quale passi per 

^(m — 1)(m — 2) punti hi,bi, ... fissati a piacimento. Sia adunque 

L=XH+R, 
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onde I’integrale ( 11 ) si spezza di nuovo in due parti: 


( 12 ) 

(13) 


V'=V»+V'', 


rH.S + <?i.r2i?X3 

J f{cx-^) 



'R.S + CiJJoiJTa 

X./'(cj:'‘-‘) 


7. Ora supponiamo in primo luogo che gli »»« fattori lineari a'-', di 
X (dove si pone per brevita a'''*=a*i''’.Ci-|-a 2 ’'’a:j-t-a!j’''x 3 ) siano tutti differenti. Allora 
all’equazione R=0, che rappresenta una curva d’ordine mn-~n — 3 avente mn — 1 
rami in c e passante pei punti 6 i, 60 , ... si potra dare la foma 


(14) 


sx.n,=o 

(r=l, 2 , ... , mn) 


ove n,. sia il prodotto di mn fattori, mn — 1 de’ quali siano i fattori lineari di X 
eccettuato mentre I’altro fattore G,. sia del grado n — 2 e rappresenti la curva 

d’ordine n — 2 che passa per glii(M — l)(n — 2) punti h e per gli n — 2 punti d’inter- 

sezione della curva R=0 colla retta (omesso il punto multiplo c). L’equazione 

(14) rappresenta infatti una curva d’ordine fnn-\-n — 3 che passa mn — 1 volte per c 
ed inoltre contiene i punti & e le mn{n ~ 2) intersezioni semplici de’ luoghi R=0 ed 
X=0: la quale curva puo ancora soddisfare ad mn — 1 nuove condizioni, a cagione 
dei coefficient! indeterminati X, Ma il numero mn — 1 e appunto uguale a 


+ w — 3) {mn-{-n) — ^{mu' 


■l)w» — i(w — 2) (n — 1) — »»»(» — 2) 


cioe al numero delle condizioni che, insieme col punto multiplo c e coglii(w — 1) 


(w— 2)+mn(w — 2) punti semplici, determinano la curva R— 0; dunque la curva (14) 
puo essere determinata in modo ch’essa coincida colla curva R=0. Il coefficiente X,. si 
determina ponendo nell’iiguaglianza R=SX,.II,., in luogho delle x qualsivogliano, le 
coordinate del punto comune alle curve /■=0, M=0 ed alla_ retta a''’ =0. 

R 

Per tal modo risulta uguale alia somma di mn frazioni, una qualunque delle quali 


ha la forma ^ > ove G=0 e una curva d’ordine n — 2 ed a=0 e una retta per 
a(x) 

c. Dunque 1’ integrate (13) e la somma di mn integrali della forma 
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I .. ,J _ f G{x‘’‘~^).'S^±c,x^dx3 

^ ^ J {y.^x\ + a.2.v,-\-rjsXs).f{cx''--^) 

8. Passo al caso in cui X abbia un fattore a multiple secondo |i, ed mi^ — p. fattori 
semplici. Allora si potra porre 

R=n+sx,n^, 

(r=l, 2, ... ,JMM— p), 

dove [I sia il prodotto di tutti i fattori lineari semplici di X e di un fattore F rappre- 
sentante una curva d’ordine w-j-p — 3, passante p — 1 volte per c ed inolti’e per tutti 
i punti b ed avente un contatto d’ordine p — 1 in ciascuna delle n — 2 intersezioni di 
R=0 colla retta a=0; la qual curva puo per conseguenza soddisfare ancora a 

i (m + p — 3 ) (« -I- p) — ^ (p— 1 ) P — ^ (w — 1 ) (^ — 2 ) — p (w — 2 ) 


= p — 1 condizioni. Poi, 0,. sia un prodotto contenente p fattori uguali ad a, altri 
mn — p — 1 fattori lineari, cioe tutti i fattori semplici di X eccettuato ed inoltre 
un fattore G,. rappresentante una curva d’ordine n — 2 passante pei punti b e per le 
n — 2 intersezioni della curva R— 0 colla retta a'’'>=0. Disponendo dei coefficienti X 
e di quelli rimasti indeterminati in F, si potra far coincidere la curva n + SX,,n,.=0 

H 

colla R=0, eppero, risultando uguale all’aggregato di ?nn — p frazioni della forma 
G. F 

^ e di una della forma — , dove G^ = 0 , F = 0 sono curve risp. degli ordini 

M — 2, »-[-p — 3, ed a*’‘)=0, a=0 sono rette, I’integrale (13) si decomporra in mn — p 
integrali della forma (15) e nell’ integrate 


j F . I ^ ^3 

J {y-iXi -j-a3X.2-{-y.3X3)f ‘ . 

Ora in infinite maniere si puo esprimere F come somma di termini de’ quali 
I’r-esimo sia il prodotto della potenza a*— ^ per la potenza di un’altra espressione 
lineare (dove supporro che p = 0 sia una retta passante per c) e per 

un fattore G rappresentante una curva d’ordine n — 2; dunque 1’ integrate precedente 
si spezzera in p integrali che si ottengono dal seguente 


( 16 ), 



-f- pgXg + %x ^'’-^ . G (a;"-^) . S + Ci e? ajs 

(otiXi -f otjX, + aaXg) ^ . f \c X"-*) 




facendovi v=l, 2, ... , 
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Di questi integrali il primo e della forma (15); e gli altri si ricavano dalla stessa 
forma (15) mediante derivazioni rispetto a parametri costanti. Infatti Tintegrale (16), 
astrazion fatta da un cofficiente numerico, si ottiene operando v — 1 volte sull’integrale 
(15) col simbolo d’operazione 


(17) 


Pi 


dai 




9. Da cio che precede si puo ormai concludere che tidti gli integrali il cui diffe- 
renziale sia dlgehrico e contenga soltanto irrazionalitd definite dalV eguazione (5), sono 
riducibili ad aggregati di integrali delle forme (10), (12), (15), (16). Quelli della forma 
(10) si esprimono per mezzo di frazioni razionali e di logaritmi. Per un integrale della 
forma (12) si dimostra *) che esso diviene logaritmicamente infinite in ogni punto dop- 
pio e algebricamente infinite (del primo ordine) in ogni punto di regresso della curva 
f=0 pel quale non passi la curva H=0, mentre resta finite in qualsivoglia altro 
punto; donde segue che se 6=0 e una curva d’ordine n — 3 passante per tntti i punti 
doppi e stazionari di /’=0, T integrale 

r 6 (a;*‘"’^) . S ici CC2 dx^, 

si conserva finito dappertutto. Supposto che f=0 abbia d punti doppi ed r regressi, 
e indicate con 

P=^{n—l){n—2)—d—r 

il genere **) della curva fondamentale, la curva 6 = 0 puo ancora soddisfare ai(« — 3)w 

— d — r condizioni; dunque ogni curva d’ordine n — 3 passante pei punti singolari 
della f=0 h esprimibile linearmente per mezzo di p speciali curve 6=0, fra loro indi- 
pendenti. Gli integrali che si conservano finiti dappertutto diconsi di prima specie: vi 
sono adungue p integrali indipendenti di 1^ specie^ definiti da una curva di genere p. 

10. Analogamente si dimostra ***) che un integrale della forma (15) diviene loga- 
ritmicamente infinite in ogni punto doppio della curva /‘=0 ed in ogni punto comune a 
questa ed alia retta a=0, ed algebricamente infinite in ogni punto di regresso della 
curva medesima, pei quale non passi la curva G = 0. Percio, se questa curva, che e 
d’ordine n — 2, si determini in mode che passi per tutti i punti singolari della curva 


*) CiiBBSCH e Gordan, Theorie der Abelschen Functioneriy pag. 10 e seg. 

**) Prelbninari di una teoria geometrica delle superficie [Queste Opere u. 70 (t.® 2.^^)], 54 . 
Clebsch e Gordan, 1. c., p. 17. 


Cremona, tomo III 
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'ondamentale e per w — 2 intersezioni di questa colla retta a = 0, I’integrale (15) sara 
ogaritmicainente infinito in quei due punti comuni alle linee f=0, a=0 pei quali 
ion passa la G=0, ma si conservera finite in qualsivoglia altro punto. 

Se la retta a = 0 passa per un punto doppio di f=0, e si determini la G=0 come 
>r ora si e detto, cioe in modo che passi per tutti i punti singolari di f=0 ed inoltre 
ler le rimanenti intersezioni delle linee f=0, a=0, siccome la curTa G=0 avrebbe 
n questo caso l+(« — 2) punti comuni colla retta a=0, cosi essa si decomporra in 
[uesta retta ed in una curva H=0 d’ordine n — 3, passante per tutti i punti singolari 
li f=0, eccettuato quello pel quale passa la retta a=0. Dunque in questo caso I’in- 
egrale (15) si riduce ad avere la forma (12) e diviene logaritmicamente infinito in 
in punto doppio di f=0, inentre e finite in qualunque altro punto. 

Tali integral! che sono finiti dovunque ad eccezione di due punti ordinari o di un 
lunto doppio, dove riescono logaritmicamente infiniti, diconsi integrali di 5.“ specie. 

11. Se la retta a=0 passasse, non gia per un punto doppio, ma per un punto 
tazionario della curva fondamentale, e del resto si determinasse la curva G=0 come 
i e fatto dianzi, Pintegrale (15) ricadrebbe ancora nella forma (12), ma sarebbe alge- 
iricamente infinito (del prime ordine) in quel punto, e finite in qualunque altro punto. 

Cosi pure, se la retta k ==0 e tangente alia curva fondamentale in un punto, eppero 
egante inn — 2 punti, facendo passare la curva G=0 per quest! n — 2 punti e per 
utti i punti singolari della f—0, Pintegrale (15) sara algebricamente infinito (del 
rimo ordine) nel punto di contatto della f—0 colla retta a=0, e invece finite in 


ualunque altro punto, 

Siffatti integrali, che sono finiti dovunque ad eccezione di un punto ordinario o di 
egresso per la curva fondamentale, nel quale divengono algebricamente infiniti (del 
rimo ordine), diconsi integrali di .2.® specie. 

12. Se H==0 e una curva arbitrariamente data d’ordine n — 3, siccome essa contiene 
I — l)(w — 2) 

-=p-\-d-\-r costanti omogenee, cosi si potra porre 


(i=l, 2 P+d+r) 


re le H,=0 siano curve special!, fra loro indipendenti, dello stesso ordine n — 3, 
ome tali possiamo prendere p curve passanti per tutt’ id-\-r punti singolari & d-\-r 
tre curve le quali passino pei medesimi punti singolari eccettuando risp. il primo, 
secondo,..., Pultimo. Indicando Paggregato dei primi termini con 0, sara ®~0 
la curva passante per tutt’ i punti singolari e 


H=0 + SX,Hi (i==l, 2,...,d+r). 
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I coefficienti X si determinano ponendo in quest’uguaglianza, successivamente, le 
coordinate dei d~\-r punti singolari (donde segue che se la curva H=0 passasse per 
lino dei punti suddetti, il corrispondente X sarebbe nullo); quindi 0 rimane detemiinata 
come uguale alia differenza H — Sostituendo poi nella (12) Fespressione di H 
cosi formata, avremo il teorema che quahmqiie integrate della forma {12) e esprmiihile 
linearmente per mezzo di integrali di e di mfegrali di 3J^ e 21^ specie che diventano 
infiniti in nn pimto singolare della curva fonda^nmitale. In altre parole: un integrale 
della forma (12), il quale divenga infinite in § punti doppi o stazionari della curva 
fondamentale, e esprimibile linearmente per mezzo di integrali di 1.^ specie e di 5 
integrali di 3.^ e 2.^ specie, ciascuno de’ quali sia infinite in uno solo dei medesimi 
d punti. 

13. L’analoga proprieta ha luogo per gli integrali della forma (15). Siano infatti 
G=0 una curva d’ordine n — 2 ed a = 0 una retta arbitrariamente date. Siccome G 
(w — l)n (n — l)(n — 2) 


contiene ■ 


(18) 


_-n — 1 costanti omogenee, cosi si potra porre 
G=sx,r,+ai:t).,H*, 
i—l, 2, ... , n — 1, 

!c=^l 2 

^ 1, Zi, ... , 9 


ove le H=0 sono curve special!, fra loro indipendenti, d’ordine n — 3 (p. e. potrebbero 
essere le medesime impiegate nel n.® precedente), e Fj— 0 e una curva speciale d’or- 
dine n — 2, passante per tutti i punti singolari di f—0 ed inoltre pei punti comuni a 
questa curva ed alia retta a=0, eccettuati I’i-esimo e I’M-esimo: dove suppongo che 
sia preso come M-esimo punto uno di quelli pei quali non passa la curva data G=0. 
Determine i coefficienti X, ponendo nella (18) successivamente le coordinate dei primi 
n — 1 punti in cui la retta a=0 ineontra la curva G=0. Se questa passasse per 
I’i-esimo punto, sarebbe evidentemente Xi=0. Determinati cosi i coefficienti X, sar^ 

G— sx..r<=o 


una curva d’ordine n — 2 passante per n — 1 punti comuni alia f—0 ed alia retta 
a=0, eppero sara il sistema di questa retta e di una curva H==0 d’ordine n — 3. 
Quindi, posto 

H==S|i»H„ 

si detemineranno i coefficienti [i come nel n.® precedente. 

Sostituendo poi nella (15) I’espressione trovata per G, si avra il teorema che un 
integrale qualsivoglia della forma {15), U quale divenga infinite in 5 punti singolari della 
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curva fondamentale ed in ni pimti ordinari, comuni alia curva medesima e ad una retta 
y.=0, e esprimibile lineannente per mezso di integrali di Id specie, di S integrali di 3d 
e 2.® specie, ciascuno de’ guali sia infinito in uno solo di quei S punti singolari, e di 
m — 1 integrali di 3d specie *), ciascuno dei quali sia infinito in uno di guegli m punti 
ed in un altro dei medesimi, fissato ad arhitrio. 

14. L’integrale (6, 8) diverra logaritinicamente infinito in quei punti doppi della 
curva f==0 ed in quei punti cpmuni alle curve f=0, M=0 pei quali non passa la 
curva N==0; e diverra algebricamente infinito (del primo ordine) in quei punti stazio- 
nari della f=0 ed in quei punti di semplice contatto fra le curve /’=0, M=0 pei 
quali non passa la medesima N — 0. Questa considerazione suggerisce immediatamente 
il mezzo di formare integrali i quali divengano logaritmicamente o algebricamente 
infiniti in punti dati della curva fondamentale. Vediamo in particolare, come si com- 
pongono integrali di 3.“ o di 2d specie, i cui punti d’ infinito siano dati. 

Formazione degli integrali di 3.^ e di 2d specie. 

15. Siano i, r„ C, 6 quattro punti della curva fondamentale; ed N=0 una curva 
d’ordine n — 1, passante pei punti doppi e stazionari di f=0, non che per le interse- 
zioni di questa curva colle rette tqQ, eccettuati pero i punti t]. Posto 

abbiasi: 

N(i-f XC) —Ni+XNaH- ... 
f(IH-XC)=F„ + XFi + ...-t-X“ F„. 

Ma e Fa=f(i’‘)=0, F„=/’(C'‘)=0; dunque, afi&nche la retta ?C incontri le due curve 
N=0, ^=0 negli stessi n — 1 punti (escluso $), dovra essere 

(19) Ni=^Fi, N2=7iF2, ..., N,._i=7jF„_, N„=0, 
eppero, per qualunque valore di X, 

(20) XN(; + XC)=7i/-(;+XC). 

Analogamente, posto x=rj-j-iL6, abbiasi: 

f (■'5 + 1''®)= /o + P- fl+-- • + fn, 

e siccome /o=f(^'‘)=f*> f»(®'‘)=®> dovra essere 

*) Fra questi interverrebbero anche integrali di 2+ specie se la retta c(=0 avesse punti di 
contatto coUa curva fondamentale. 
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( 21 ) 


Wi — W-! — •••? Wii_i — Wji — 0, 


donde, per [i qualunqne, 

(20)' [iX(7i + {i0)=fc/^(r]+-tie). 


Le 2n equazioni (19), (21), lineari nei coefficienti di N, sono equivalenti a sole 
2n — 1. Infatti, siano Xo, jao i valori di X, ;j, pei quali le ;4-XC, [j,6 diventano le 

coordinate di un medesimo punto, cioe del punto comune alle rette ;C, 7je;allora 
I’equazione (20), che e una combinazione lineare delle (19), e I’equazione (20)', che e 
ima combinazione lineare delle (21), postovi X=Xo, sa=sj.o, coincideranno in una sola 
e medesima equazione (supposto che per h, k si pongano gli opportuni valori, che ora 
determineremo). Nel caso che i punti j, r, coincidessero, la prima delle equazioni (19) 
coinciderebbe colla prima delle (21); se invece coincidessero i punti C, 6, I’ultima delle 
(21) non differirebbe dall’ultima delle (19). 

Alle 2n — 1 equazioni indipendenti (19), (21) si aggiungano le^^^ — ^ equa- 


zioni, pur lineari ne’ coefficienti di X, le quali esprimono che la curva N=0 passa per 
{n — 1 )(m — 2) 

2 


gli 


-p punti singolari di f=0 e per altri p punti, dati arbitrariamente 


nel piano. Questo sistema di equazioni lineari determina completamente e in 


mode unico la funzione intera N. [*®] 

16. Siccome la curva N=0 sega /’=0 in 2 (m — 1) punti situati nel luogo di 2.® 
ordine formato dalle due rette SC, 7)6, cos'i la seghera in altri (m — 1) (« — 2) punti 
^(« — \){n — 2) — 2p de’ quali coincidono a due a due ne’ punti singolari della curva 
fondamentale] situati in una curva S=0 d’ordine n — 2; la quale insieme colie due 
rette SC, 7]8 formera percio un luogo d’ordine n, appartenente al fascio individuate 
dalla curva fondamentale e dal sistema della 1^=0 e della retta Sij. Ne segue che 
la curva Q=0 tocea la N=0 ne’ punti singolari di f—0, e passa inoltre pei punti 
ove la curva fondamentale e incontrata dalla retta Si], eccettuati i punti S, tj. Avremo 
dunque I’identita 


(22) N (x”-*) . S iSiTJaa^s — = vfi(a:”~*) . S + SiCa-rg. S +721680:3, 

essendo x, v due costanti da determinarsi. Per determinare x, pongo, nella (22), 
fl;=S+XoC: ne verra 

X„.N(S+X«C).S + Si7j8C3— x.f(S+XoC)=0. 


ossia per la (20) 
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7i.S±4i'>]2C3=«- 

Ma si deve ottenere lo stesso risultato anche ponendo a:=7]-}-[Xo6; allora 

(t] + {*^6) • S ± ® ’ 

ossia per la (20)' 

iv . S + 6l '^2 63 — 

Invece d’esprimere 7 . mediante h o 1c, rappresenterd h e h come funzioni di %, i 
rimane allora laaturalmente indeterminata. Assumendo 


(24) 


ne yiene 

(23) A;=S±6i7j2C3- 

La prima delle (19) e la prima dellc (21), essendo Ni = N(€ ), % N('/] 

Fi— /*(cr~^), divengono allora 

f N(r“'^)=S±€i7]263./’(5"^^C), 
i N(y]"-’^)=S±$iV]2C3./'(6i^"”^)- ["T 

Ora determine v in modo che la Q coincida con quella dei signori Clebscb 
Goedan *), cioe in modo che risulti 

Per un punk) a; della curva f=0, I’equazione (22) diviene 


(26) 




Suppongo che x sia infinitamente vicino a 4, cioe faccio 

/ 

Xi—^1 — sax, 

^2 ^2 ® ^2 ) 

= ^3 s a3 , 


ove s sia una quantita tendente a zero e le a quantita arbitrarie legate dalla condizio; 

= Per tale sostituzione, avuto riguardo alia prima delle (24) ed alia prir 
delle (25), la (26) diviene 


*) Op. cit. p. 2L 
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Ma dalle /"(s' ‘|) = 0, ^y.)—0 si ha evidentemente 


2; + Iia%a3=w . /’(^““‘a:) , 

essendo ni un coefficiente arbitrario; dnnque v=l. Alio stesso risultato si arriverebbe 
considerando il punto r, invece del punto Per tal modo la (‘22) diviene 

(27) N (a:’‘“‘) . S + — S + -^863 . S + ?i7]2 C3 • fix") 

=12 (aj*-®) .S + Si Z1OS3 . S + Y]i 02a:3 . 

Quest’ultima ideatita fomisce la Q quando siasi formata la N, e viceversa darebbe la 
N se gia fosse nota la 12. 

17. La stessa identita (27) esprime in sostanza che la curva f—0 puo essere gene- 
rata mediante i due fasci projettivi 

N (a:"-') — ^ . 12 (a:"--) . S ± Si Cs 2 : 3 = 0 , 

S + 7] 1 62 ars — # . S ± Si »3 == 0 , 


ovvero anche per mezzo dei due fasci projettivi 

N(a:’‘“*) — i .Q (x^^) .I>±rii%X3=0 , 

S + liSjiKs — i?.S±Si7]2a^ = 0, 

ove t, i sono parametri indeterminati; cioe ogni retta pel punto vj sega f—0 in altri 
n — 1 punti pei quali passa una curva del fascio (N, 12.SC) ed ogni retta per S sega 

parimenti f =0 in altri n — 1 punti situati in una curva del fascio (jSr,12.i^6). In altre 
parole, all’uguaglianza (27) si puo sostituire quest’altra 

^N(a;““*) — 12(a;"~^)(^S + SiS8»3-j-^'S+7],82a;3 — ^^'S + SiTjs^s)] . S+SiTJsaJs — 

(28) — S + 6 i 7 ]sC 3 .S±Si 17263. /^(a;") = 

=12(a:’‘“®) . (S + 7]i 623:3 — <S±Si7j2a:s)(S + SiC2af3 — <'S±Si7j2«3) 

il che equivale a cambiare le rette SC, tj®, mantenendo fisai i punti S, tj: con cib viene 
a mutarsi la curva N=0, ma la 12=0 rimane inalterata. 

18. Siccome la curva N=0 passa per tutti i punti singolari di f=0 e per quelli 
ove quests curva h segata dalle rette S±SiC83:3=0,S+Yji62a:%=0, eccettuati S, t], cosi 
I’integrale 
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J l±ki:zX3.^±yiA^3.ficx--') 

e finito dappertutto, eccettuati i punti 4, yj, dove diverra logaritmieaineiite infinito : vale 
a dire, esso e un integrale di 3.» specie. Per es. se a; converge verso si ha 

T n fE + iiCgdxs 

ossia, posto C in luogo del punto arbitrario c ed avuto riguardo alle (24) 

lim Sf, = — logS + iiCs^Js . 

Analogamente, se x converge verso ri, si ha 

lim Sf, =logS ±rii\xs . 


Pei punti della curva fondamentale, I’identita (27) diviene 


epperb 
(29 bis) 


N(a:’‘~*) . S+liVjaiTs— Q(a!” ®) . S±SiC2a;3 • E±rii%X3, 
f X(ir"-') . 2 + c,x,dak _ f . E +c^x^dxs . 

J 2±SiC2a:3. 2 ±7)162X3. f(ca:”-*) J E + ^if^^Xg . f(cx”-^)' 


doe r integrale (29) non differisce punto dall’m^e'^raZe womaZe di 3.“ specie dei signori 
Clebsch e Gordan. 

19. Se invece della N. superiormente determinata (n.® 15), si prende un’altra N', 
determinata in modo analogo, ma con diverse sistema di p punti arbitrari, siccome le 
(20), (20)', mostrano che per ogni punto delle rette 7)6 la N assume un valore indi- 
pendente dai detti p punti arbitrari, cosi ne segue che la curva N — N'=0 conterra 
tutt’i punti delle rette nominate, cioe si avra 

N — N''=S±iiCzX 3 . 2 + 7)162X3 . 0, 


ove 0=0 sia una curva d’ordine n — 3 passante per tutt’i punti singolari di j^=0. 
Dunque, se S'f, e cio che diviene I’integrale (29) quando si assuma N' in luogo di N, la 
differenza Ss, — S'l, sara un integrale di 1.® specie. Ne risulta che, variando ip punti 
arbitrari, I’integrale (29) cresce 0 diminuisce di una quantita che e sempre uguale ad 
un integrale di 1.* specie. 

20. L’identita (28) poi mostra che, se le rette 7)0 girano intorno ai punti fissi 
1, 7), variando simultaneamente N, I'integrale (29) non si altera punto di valore. In 
particolare, si potra far coincidere il punto 0 con C: del resto, le formole relative a 
questo caso si cavano immediatamente dalle (23), (24), (27), (29) e sono; 
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(23) ' 

(24) ' 
(27)' 
(29)' 


h/ — It — S i fejTjsCs > 

N.(;"--)=S±5,vi3C3.f(s'-‘C), 

( Xi(rr’)=2:±iiYi.Cs./’(r/‘-‘C), 

Ni(x''-*) . S + (S + iiYi2C3)Y(-*“) = ^(-'^’'~') • " + T^iC2a;3 

C yi(a;'‘’~*) . Z + CiXidoh, 

’’’ J S + S + Tji^jaJs ./■(cx“-‘) 


Qui Ni=0 e una carva d’ordine n — 1, passante pei punti singolari della f—0 e pel 
p punti arbitrariamente dati nel piano, tangente alia curva fondamentale nel punto C 
e iatersecante la medesima negli altri punti cb’essa ha comuni colle rette 6C, tjC, ec- 
cettuati I, vj. Questa curva Ni=0 si puo generare mediante i due fasci projettivi 

Qtf — ^ . Q,j=0, 

S + — t . S+7]iC2a;3=0) 

ove le Qff=0, Q,,;=0, formate col metodo dei signori Clebsch e Gorban, siano le 
curve d’ordine n — 2 passanti pei punti singolari della curva fondamentale e per gli 
stessi p punti arbitrari, asssunti per la Ni, ed inoltre; la prima pei punti ove /'=0 
e segata dalla retta fc, eccettuati I e C ; la seconda pei punti ove f—0 e segata dalla 
retta tjC, eccettuati v] e C. Infatti, la curva generata dai due fasci predetti conterra: 
1 i punti singolari di f= 0 ed i p punti dati arbitrariamente, perche comuni alle curve 
del primo fascio; 2.® il punto C, perche coraune alle linee del secondo faseio: 3.® altre 
n — 2 intersezioni di f=0 colla perche comuni alle linee dei due fasci corrispon- 
denti a #=0; 4.° altre n — 2 intersezioni della curva f=0 colla retta perche 
comuni alle linee dei due fasci che corrispondono a #=». Inoltre, la retta tangente 
nel punto £ alia curva generata dai due fasci sara il raggio del secondo fascio corri- 
spondente a quella curva del primo che passa per C, cioe corrispondente a 

ossia, in virtu di equazioni analoghe alle (25), 


L’equazione della retta tangente e dunque 

/^(C’‘-*S)S + 'qxC3a:3-hAr-*irj)S±CiS3a:3=0 
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ossia, perche f{V’')—0, 

. S ±-ri,C.a;3+/'(C‘-‘^)S±Cj.a^+f(e-‘OS±^iT^2a;3=0, 

vale a dire 

I±?iV]3C3./’(C“-'a:) = 0 , 

che e pur I’equazione della tangente alle curve f=0, Ni =0 nel punto C. 

Dunque avremo identicamente: 

S±if]iC2^ — 0 . Ni . 

E siccome, posto e tenuto conto della prima delle (24) e di una analoga alle (25), 
si ha c 3 =I, cosi 

(30) (i2?'""’^) .S±7jiC2% 

ed eliminando Ni(x^‘-‘) fra questa uguaglianza e la (27)', dove in luogo di si scriva 
. S ± I.YjsiTa . S ± Cl • S ± yJi C 3 X 3 . S ± 7 ) 3 X 3 + 

+ (x>‘-») . S±C,|3X3 . S±7 )iC3X3=(S±Ii 7]2C3)* . f(®“) . 

Di qui, per la f=0, si ha (viste le (29), (29 bis)): 

(31) S,^- + Sff + Sj, = 0 . 

Se alia Mi 0 alia Q che entra in ciascuno di questi integrali si sostituisce un’altra Ni 
0 Q, formata analogamente, ma con altri p punti arbitrari, I’integrale varia (n.® 19) 
di una quantita uguale ad un integrale di 1 .® specie; dunque anche la somma dei tre 
integrali normali di 3 .* specie sara uguale ad un integrale di 1 .® specie. Ma la detta 
somma riesce identicamente nulla, se le tre Q siano determinate cosi: assumansi ad 
arbitrio le i 2 ,f, 2 ;= corrispondenti alia due coppie di punti 7]C, C?; indi si prenda quella 
Qi, che dipende in virtu della (27)' dalla Ni=0 definita dalle (30), cioe tangente alia 
curva f=0 nel punto C e passante pei punti comuni alle Q,,f= 0 , = 0. . 

21. Dichiarata cosi la maniera di formare un integrale (normale) di 3.“ specie del 
quale siano dati i punti d’infinito, passo agli integrali di 2 .® specie. Suppongasi il punto t) 
infinitamente vicino a i, cioe si faccia 7)=6— ea, ove s e infinitesimo e le a soddisfanno 
alia condizione /’(^"~^ 3 t)= 0 , onde avri, luogo anche la 

(32) S±Sia2X3=»»./’(i”'"*x), 
m coefficiente arbitrario. Allora le (23) danno 

h— — sS±4ia*e3, X:= — sS + ^iajCs, 
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ossia, per la (32), 

li— — sjre/‘(^“~*6), h— — . 

Del resto le (19), (21) continuano a sussistere, eppero la N del n.® 15 assume la forma 

(33) N(2;«-‘)= — EmP(a:'‘~*), 

ove P e finita; e precisamente P si ricava dalla N del n.® citato facendo ivi 

Col porre 73 = 6 — sa, avuto riguardo alia (32), si ottiene 

(34) S±?iTfj2%= — 

[*®], eppero 

5: + Ii7]2?3= — 

S + li 71,63= — 

e il primo membro della (27) diverrS. 

s^»j^P(^"-') ./(i‘-‘2;)—e^mV(^-^‘C) ./■(l“-‘6) ./•(«”) • 

Dunque anche il secondo membro avra il fattore cioe si avra 
(33)' Q(a:’‘-^)==e®7W®S(x’*-^), 

essendo E finita. Per tal modo la (27) si riduce alia seguente: 

(35) P(a;’-‘) ./^(r-^a:)— /■($»-» C) . /■($”-' 6) . /'(x’‘)= 

= E(x”-^) . S + SiCjXs. 

dove P = 0 e una curva d’ordine n — 1, passante pei punti singolari di f=0, per 2) 
punti dati ad arbitrio nel piano, e per le intersezioni della curva fondamentale colie 
rette CC, i6, eccettuato il solo punto i; mentre S=0 e una curva d’ordine n — 2, tan- 
gente a P=0 nei punti singolari di f—0, e passante per gli n — 2 punti in cui f=o 
e segata dalla sua tangente 

22. Dall’identita (35) ricaviamo le due forme 

f P (x’^-i) . S ± CiX3dxs _ /■ B (ic™-^) • S + CiX3dx3 _ 

^ ^ J ^±i,^3X3,'L±i^63X3.f{cx''-^) J filr-^x).f{cx'^-^) 

di un medesimo integrals che e evidentemente di 2.® specie (n.® 11). L’unico punto 
in cui esso divenga infinite (algebricamente del primo ordine) e i Posto 

x=6+<»C+“'®» 
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dove to, to' SOHO due infinitesimi, il cui rapporto e dato dalla condizione 

donde 

co=Tf(i''-‘ 6 ), «>'=— vf(r-'C) 

essendo v un nuovo infinitesimo. Differenziando si ha 

6 d to', 

eppero, fatto anche c= 6 , 

- + Citr2ti.r3=t7o3 . S + tiCjSs • 

La medesima sostituzione da 

2 + ^1^2353= to’S + 4lCs035 
S± 11602 ^ 3 = — toS + ^ 1^2635 

ossia, avuto riguardo al niodo con cui P e desunta da X (eq. 33), ed alia priina delle (24): 

(37) P{ 6 ’‘-^)=/'(r-'C) . 

Dunque I’integrale £= diviene 

^ v.s+c.^oes 

23. L'integrale Et , invece d’essere dedotto dalle forraole (23), (24), (27), (29), si 
puo desumere dalle (23)', (24)', (27)', (29)' col farvi la medesima sostituzione 7 j=|— sa. 
Allora si ha dalla prima delle (24)’, viste le (33, 34): 

(37)' Pi(^'‘-‘) = (/-( 6 '‘-‘C))% 

e dalla (27)', viste le (33, 34, SS"): 

(35)' P,(x“-') . /•(|'‘-^a-)-(f(l'‘-'C)f ./(a:'*)=S(x'‘-*). 

come segue anche dalle (37), (35), facendovi 6 = C. Qui Pi =0 & una curva d’ordine 
n — 1 , passante pei punti singolari della curva fondamentale (e per p punti dati ad 
arbitrio) e tangente alia medesima nei punti che questa ha comuni colla retta SC, omesso 
il punto S. DalPidentita (35)' si ha allora quest’altra forma per l’integrale Ef : 

■Pi(a;”^*) . S ±.CiXidXi 
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che per x prossimo a $ da addirittura (fatto c = Q: 


lim Es 

ossia, in virtu della (37)' 




lim Ef 




24. Se si vuol ricavare Pi dalla N del n.“ 15, facendo coincidere 7j con I, 6 con 
Z, bisogna osservare cbe le (19), (21) nascono dall’uguagliare i coefficient! delle uguali 
potenze di X e ji nella (20) e nella (20)', ossia, fatto 6=C (e quindi k=}i, n.° 20) 
e p.==X, nascono dall’uguagliare i coefficient! delle uguali potenze di X nelle eguaglianze 

(20)" XPi(4+XC)=/i/-(? + XC), 

XP,(Trj + XC)=/if(Yi+Xe), 

la seconda delle quali, posto ri=i — sa ed avuto riguardo alia (20)" somministra 

(22)' XAPi($+XC) = ;jAf(^+XC), 

ove A sia il simbolo dell’operazione 

3 r 3 I 3 


Si formera adunque la Pi col inetodo generale del n." 20, sostituendo alle (20), (20)', 
le (20)", (22)' la prima delle quali esprime (come in generale, per la curva N) che la 
curva Pi=0 dee passare per le intersezioni della f—O colla retta sC, eccettuato il 
solo punto s; mentre la (22)' significa che le prime polar! di un punto qualunque a 
della retta /■(|“~'a;)=0, tangente ad f=0 in i, relative alle curve Pi=0, f—0, devono 
avere le stesse n — 2 intersezioni colla retta 4C, eccettuato ancora il punto 

Questa proprieta poteva essere preveduta anche geometricamente. Infatti le prime 
polar! dei punti a formano due fasci projettivi d’ordini n — 2, n — 1, e il luogo da 
quest! generate sar^ una curva d’ordine 2n — 3, passante per c, perche questo e un 
punto-base del fascio delle polari relative ad f—0. Siccome poi le altre n — 1 inter- 
sezioni della curva fondamentale colla retta sono anche punti della Pi=0, cosi la 
detta retta incontrera negli stessi n — 2 punti (eccettuato S) le prime polari di Z relative 
ad f—0 e Pi=0: e quest! saranno altrettanti punti del luogo d’ordine 2« — 3. Ma 
il medesimo luogo passa anche per gli « — 1 punti pei quali la retta cC incontra simul- 
taneamente le due curve f=0, Pi=0: infatti, se x h uno di tali punti, siccome in x 
le due curve hanno la tangente comune, detto y il punto comune a questa tangente 
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ed alia tangente di f—0 in I, le prime polari di ;/ rispetto alle due curve passano 
entrambe per ./■, eppero r e un punto del luogo di cui si tratta. Xe segue die questo 
Imtgo ha 1 — (’« — — l) = (2« — 3)-|-l punti coniuni colia retta ^C, eppero 

contieue questa retta per intero. Dunque ha luogo la propi’ieta enunciata. 

25. Lhntegrale E; e suseettibile anche di un’ altra forma. Infatti, se poniamo 
— tit nella (31), e paragoniamo la (36) moltiplicata per — tm colia (29), con 
riguardo alia (33), si ha: 



doe 


(38) 


-m 




Facendo la stessa sostituzione nella (30), si otterra — )»Pi come limite di Niis. Infatti, 
per — 3K, vista la (33), si ha dalla (30): 

— s »J Pi f x"-- ‘ ) = Q?; ) I S + 1, — s S + ai Csa:3 j — 

-(fir; (x>‘-*)-sV3 j . S±a.C.zr3, 

ossia 


■ m 


Pi (x'‘->) = S + C. . S a . V + . 


Ma fin (j: *) e una frazione razionale nelle i, il cui nuineratore ha una dimensione 
di pill del denominatore; percio 

. dQg: (x”--) 


fi,,f.r‘-=) = S|: 


9; 


e conseguenteinente 




(aiS±$, Caa’s— SiS±ai Csarsj -j- . . . 

^ Cl S + Cj 02^3 i* zb 5i ^2 Csj . . . 

= :^ + ;ia3.r3 . SC - S +aia.C3 . Sa: . 

ovvero per la (32) 

(39) - p,(jr-')=f(5’‘-‘x) . SC -f(e"-‘ C) . Sx^i|f~') . 
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Con questa foimola si ricava la Pi dalla ; quindi la (35)' data la S formata colla 
Pi ossia colla . 

26. II teorema del n.® 20, il quale si riferisce a tre punti I, tj, C della curva 
fondamentale, si estende subito a un numero qualunque di punti ii , ^ , . . . , 
Indicando col simbolo (1,. Is) un integrale normale di 3.® specie (n.® 18) che sia infinite 
ne’ punti e,. , 1. , avremo, in virtu del teorema citato, ciascuna delle somme 

(si ?2 ) -|- ( li ^3 ) "1“ ( ^l) 

(^1 is ) + ( S3 ) +( S4 Si) 

( S4 ) ^” ( €4 Ss ) “j~ ( ?5 ?1 ) 


(?1 Sm— 2 ) 4" (sm— 2^in— 1 ) 4" (snt— 1 ^l) 

( 4i Im— 1 ) 4" ( im—\ ) 4” ( sni 4l ) 

uguale ad un integrale di 1.* specie. Eppero la somma di dette somme, vale a dire, 
avuto riguardo all’identita (Ir^s)4~(5s4r)=0t la somma 

(si i») 4” (ss fe) 4" (fe^) 4“ • • - 4“ (Sm-l 4„|) 4“ (sm Si) 
e uguale ad un integrale di 1.® specie. 

27. Dallo stesso teorema del n.® 20 si ricava che un aggregato lineare qualsiasi 

d’integrali di 3.® specie, i cui punti d’ infinite siano m punti dati li, ^ ac- 

coppiati a due a due in tutti i modi possibili, e riducibile a p termini che siano 
integrali di 1.® specie e ad ni — 1 altri termini ciascuno de’ quali sia (astrazion fatta 
da un coefficiente costante) un integrale normale di 3.® specie i cui punti d’inflnito 
siano uno di quegli m punti fissato ad arbitrio, p. e. ed un altro de’ restanti. 
Infatti, invece del termine del date aggregato che diviene infinite in , Ss , potremo 

sostituire una somma della forma cost.® ^(|„ils) — (Iwlr)] purche si aggiunga un 
integrale di 1.® specie. Di qui si puo conchiudere che il teorema osservato alia fine 
del n.® 13 per m punti in linea retta, vale anche per m punti situati comunque nella 
curva fondamentale. 


Teorema di Abel. 

28. Siano f{x''‘) = 0, ^(ic“) = 0 due curve date d’ordine m, e 

F(x’”) = *p(aJ*) 4~ == 0 

una qualunque delle curve del fascio da quelle determinato. Considerando le due 
equazioni 
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f{x-‘)=0, F(x’'-) = 0 


come coesistenti e chiaro die le x dedotte da esse, cioe le coordinate dei punti co- 
muni alle due curve, sono funzioni di a. Ora, posto 

d'K ax (/ 

ove la somma sia estesa a tutti gli mn punti comuni alle curve f—0, F = 0, e dove 

Q sia una funzione razionale oniogenea nelle x. di grade n — 3 , dice che ^ e una 

funzione razionale di X . Infatti, si moltiplichino il numeratore e il denominatore del- 
I’espressione soggetta al segno - pel detenninante Jacobiano delle f, 'f , il prodotto 



e 



nf{x^') 

df 

ax 

1 (p{cx"‘~^) 


9© 

1 


9(J) 


Ma per i punti che si considerano e identicamente f—0, eppero anche ^=0, e cosi 

3 A 


9F 

pure F==0 e =0, ossia 

c A 


rp -^ a 6 = 


^0, ||+x||+*=0. 


donde 


3 




^?X' ^3X' 

Percio il prodotto dianzi considerate e uguale ad 


Q. f ) 

dXi dXz dx^ 


dX 


Le I j sono poste a indicare che in Inogo delle x g'eneriche si hanno a intendere so- 
stitmite le coordinate di un punto comnne alle curve f=0, F=0. 
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Questa somma, essendo una funzione siinmetrica e razionale delle soluzioni comuni 
alle eqiiazioni/’=0, F— 0, sara una funzione razionale de’ coeflicienti di queste, eppero 
di X. Ne risulta ehe 




Q 






ax 


A i J I,' 


Sara una funzione algebrico-logaritmica di X e de’ coefficienti di f , e '}<. In do con- 
siste il teorema di Abel *). 

29. Per determinare questa funzione, suppongo che gli integrali de’ quali si dee 
calcolare la somma, siano normal! di 3.* spede e che 1’ integrazione rispetto a X debbasi 
estendere da X=0 a X=oo: si consideri cioe la somma degli mn valori di un inte- 
grale normale di 3.* specie, esteso da un punto comune alle curve f—O, 's = 0 ad un 
punto comune alle f—0, Abbiasi adunque 


(40) 


V= 2 


ri i J S±4iTi2a 




_ C ■■ y ”) s + c X 


■f: 


» immMn I 

dX ^ I 

1—1 I 




S + Si 1 ( 32 X 3 . s + 


3/’ 3(p 3 ([) \i 
dXidXidXz 


II prodotto dei due determinanti nel denominatore e 

i nfix") fiix"-^) fi-qx"-^) 

I ip(|x'"~*) ip(T;X”‘~‘) 

i fn^{x”') ({((lx”"') 


0 /■(4x’‘-‘) 

0 -{- X4i(£x"*“^) 

essendosi posto per brevita **) 




= R, 


*) M^oire sur une propri€t4 g^n^aU d^une classe tr^-€tendue de fonctions transcendanfes 
(M6m. pr6s. par divers savants h TAcad. de France, t. 7, p. 181). 

**) La R=0 6 la Jacobiana delle linee F = 0, S i 


Cremona, tomo 111 


n 
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IGl' 


< 41 ) 

Avrenio cosi 
(42) 




j F(ix”‘-’) j 

\ /■(Yj./:"-') FCGa-"'-') j 



R >.■ 


30. Siano ora X(j"’'“*)=0, Y(x''“‘)= 0 le eqiiazioni dei gruppi di mn rette che 
dagli w« punti d'intersezione delle curve f=0, F=0 vanno risp. ai punti I, rj. Come 
si e gia, dimostrato (n.° 4), si puo porre 


(43) 


X = A/’+BF, 
Y = C/’+DF, 


(love A=0, B=0 sono due curve d’ordine n{m — 1), m{n — 1), aventi un punto 
[m — l)(ji — l)-pIo in e C— 0, P==0 sono due curve d’ordine n{m — 1), m{n — 1), 
aventi un punto (w, — \]{n — l)-plo in t,. 

1 due gruppi di mn rette, X=0, Y=0, determinano un fascio di curve d’ordine mn 


X + {tY=0. 

ossia 

f.(A+EAC) + F.(B + {j.D)=0, 

che e projettivo ai due fasci 

A+p-G=0 d’ordine n{jn — 1), 
B4-jj,D=0 d’ordine m{n — 1). 

Di questi tre fasci il l.“ ed il 2.® generano il luogo 


AY— CX=0 ossia F.A=0 


composto della curva F(.if’)=0 e della curva 

(44) A(ar"‘’‘-”‘-")sAD— BC=0 

d’ordine 2mn- m—n, per la quale i punti I, tj sono entrambi inultipli secondo 
(m — 1)(h — 1). Il l.° ed il 3.” fascio generano il luogo 

DX — BY=0 ossia f. A=0 

composto delle due curve /■=0, A=0. Da ultimo, il 2.® ed il 3.® fascio generano la 
curva A=0. 
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I punti-base del 1.® fascio devono essere tutti nel luogoF.A=0 ed anclie tiitti 
nel luogo f. A=0; donde segue che tutte le intersezioni delle rette X=0 colle rette 
Y=0, che non sono comuni alle curve /'=0, F=0, appartengono alia curva A = 0. 
La Jacobiana delle linee 


e 


ossia 


X==0, Y==0, - + ciTrjj;r3=0 




ax 

aY 

V2'^i3 ~ 


axi 

dXi 



ax 

aY 


dx~. 

axg 



ax 

aY 



ax3 

axj 

X(?x’”’‘->) Y 

(gx””^*) 

X(TjX™“~^) Y 

(TjX®'’-’) 


Nel 1.® membro di quest’ equazione pongo le coordinate dell’ i”‘“ punto d’intersezione 
delle curve f—O, F=0. Per questo punto e, in virtu delle (43): 


j f = j + BF(tx’”-‘) \ , 

{ X(7jX"’"“*) j == j A/’(7)X”~') + BF(7jX’"“*) } , 

I Y(ix"”-^) { = j + DF($X”-*) }, 

\ Y(73x”‘»-^) I = j Gfi-nx -‘) + DF(tix»-) i, 
onde pel detto punto la Jacobiana ha il valore 


A B 


F(Sx”'-*) 

C D 


/■(tjx”-*) F(Yix’"-0 


ossia, per le (41), (44), j A. R j. Quindi, osservando essere identicamente 

X(£x’”“-*)=0, Y(7jx”*"->)=0, 

perche i luoghi X=0, Y = 0 passano mn volte risp. pei punti I, r^, avreino 

(45) I X(t]X““-*) . Y(Sx’~’*-') j = — ) A. R j . 

31. Sia M=0 una curva d’ordine wn — 2, con (m— l)(n — 1) rami incrociati nel 
punto i. Disponendo delle 

(wn— 2)(mn+l) (»»— 1) («— 1) ((»»— 1) (n— 1) + l) ^ ^ 

2 ^ 2 [-1 
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costanti omogenee arbitrarie in M, determino una curva d’ordine 2{mn — 1) 

YM=T=0 

(nel fascio individuato dai luoghi AQ'J/=0, YM=0), la quale abbia mn — 1 rami in- 
crociati in i: cosi che per la curva T=0 i punti r, sono multipli risp. secondo 
m n — 1 , {m — 1 )(« — 1 ). 

Sia ora L==0 un’altra curva d’ordine mn — 2, con {m — \){n — 1) rami passanti 
pel punto T,; e, come sopra, dispongo delle sue costanti arbitrarie in modo da deter- 
rainare una curva d’ordine 2 {m n — 1) 

T— XL=U=0 

(nel fascio individuato dai luoghi T=0, XL=0), la quale passi mn — 1 volte perrj: 
cost che per la curva U=0 i punti r, saranno entrambi multipli secondo mn — 1. 
Allora si avra 

(46) A£>4-=XL+YM+U, 

donde segue che le coordinate di un punto comune alle curve f=0, F=0, annullando 
X e Y, rendono 

(47) }AQt|,! = {Ui, 


mentre le coordinate di un punto comune ai tre luoghi X=0, Y = 0, A=0, annul- 
leranno anche U. 

Ora U si puo esprimere come aggregate lineare di mn prodotti, ciascuno de’ quali 
contenga tutt’ i fattori lineari di X e di Y, meno due rappresentanti le rette che 
da ? e da r, vanno ad un punto comune ad/’=0, F=0. Tale aggregate lineare rap- 
presenta in generate una curva d’ordine 2 (mw — 1), che ha mn — 1 rami incrociati 
in ciascuno dei punti I, e passa per gli ni^n^ — mn punti semplici, comuni ai luoghi 
X=0, Y=0, A=0, U=0. Le mn — 1 condizioni arbitrarie, alle quali puo ancora 
soddisfare questo aggregate sono appunto in numero uguale a quelle che, insieme coi 
due punti {mn — l)-pli e cogli nrn^ — mn punti semplici, individuano U=0. 

Indicando con j;*’’ Vi”"' punto d’intersezione delle curve f—0, F=0, avremo 
dunque 


Per determinare il coeffieiente ki pongo, nell’equazione precedente, Supposto 

..g. X = X'S + |,4’H. 

^ ’ y=y's+7]j4‘>x3. 
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ne verra 

' fX'Y'i,- 

Le (49) poi danno 

I 1 = jYS + i.7j,X3|- 

dunque 

/. ^ i U(S + g, 7 ) 2 X 3 )- ) 

)X(7ix"*”-*).Y(4x™'‘-')(.’ 

ossia, avuto riguardo alle (47) (45), 

\ Q^(S + lir^2X3)- ) _ 

E 

eppero la (48) diviene 

i — 1 I R * i S ± 4i xij' 'x-i . S + Tj, x'/ ’xs 
Sostituendo poi questa espressione di U nella (46) si ha 

tKns 1 

^ ’ XY X^Y'^a*. ) R », S + Si4''^3.S±7ji4'>X3’ 

In questa identita pongo x = [t|+v 7 j, eioe alle coordinate generiche sostituisco quelle 
di un punto qualunque della retta ir;. Siccoine questa retta incontra il luogo X = 0 
nel solo punto i (che corrisponde a v = 0 ) ed il luogo Y = 0 nel solo punto t) (che 
corrisponde a ti, = 0 ), cosi quella sostituzione dara 

[X]=v«‘'‘.Xo, [Y] = {i”’". Yo, 

ove le [ ] simboleggiano la sostituzione x= {!$ + ''■»], ed Xo, Yn sono costanti, indi- 
pendenti da p. e v. Poi, essendo il punto C multiplo secondo il numero {m — 1 ) (n — l) 
per la curva M= 0 , e cosi del pari il punto tj per la curva L== 0 , si avra 

ove Lo, Mo sono funzioni intere omogenee in ji, v, del grado m-\-n — 3. 

Da ultimo, la stessa sostituzione da 

[S ± 4ia4’’x3] = — V S + , 

[S±7jia4‘'a^]= 
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e a cagione delle equazioni analoghe alle (19), (20), delle quali si servono i signori 
Clebsch e Goedan *) per comporre la Q : 

[i.v[Q] = [f]. 

Percio il risultato della sostituzione nella (50) e 

1 \Am Mo , Lo 1 


\m] 

Mo 1 Do 

1 

XY 

1 jt*»+»-lYo 

jiv 


Delle tre parti eostituenti il 2.® membro di questa identita, la 1.® e intera rispetto a [i, 
la 2^ e intera rispetto a v, e la 3.® e il prodotto di ^ per una quantita indipendente 
da p. e V. Dunque sara 

(51) — 2 coefficiente di (p-v)" nell’espressione > 

ossia nell’espressione 


perche dalle (43) si cava 


D ({)] [B <!> 
Y X 


A/=DX — BY. 


D<i) 34 ^ 

Le frazioni , ^hanno la dimensione 0, e, ponendovi x — la prima e 

intera rispetto a v, la seconda e intera rispetto a p,; dunque il coefficiente di (p-v)® in 
Dd) Bdil 

— — ^ sarit uguale al valore della prima frazione, fattovi prima a:=p.6 + VY] e 

poi v = 0, meno il valore della seconda frazione, fattovi prima a;=p-|-|-vYj e poi 
p,— 0; cioe sard, uguale a 




M\ 

X / ®=n 


Ora, siccome i punti i, vj sono nella curva f—O, cosi dalle (43) si ha 


Dunque la (51) diviene 


X(7]) = B(Trj).F(Y]), 
Y($)=D(S).F(S). 

i\-RU F(7i) F(6) 


*) Op. cit, p. 23. 
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eppero dalla (42) 

00 

E siccome F = !p + ^'l'j cosi, vista la (40), avremo finaltnente 

fsoi f Q (^”~') • ^ „ ^{rj) ■ ?(g) 

^ ^ a \J ^±i.ri,x,.f{cx-^) i ~ • <!'© 

formola esprimente il teorema abeliano per grintegrali normali di 3® specie. 

Si puo osservare che ^ e il rapporto anarmonico di quattro curve del 

ccfp) 

fascio 9 + ^1^ = 0, cioe delle curve corrispondenti a X = 0, X = oo,X= — ’ 

(p 

X = — f^)’ <iuali le ultime due sono quelle che passano risp. pei punti 6, fi- 
Se questi due punti fossero situati in una sola e medesima curva del fascio, cioe se fosse 


fM—iM 

il detto rapporto anarmonico sarebbe = 1, eppero il 2® membro della (52) si ridur- 
rebbe a zero. 



84 . 

SULLE 

VENTISBTTE RBTTE DI UNA SUPERFICIE DEL TERZO ORDINE. *) 

Bendiconti del B, Istittito Lombardo, serie II, volume III (1870), pp. 209-219. 

Per la notazione delle 27 rette di una superficie del terz’ordine impieghero gli stessi 
simboli de’ quail mi sono servito nella mia Memoria inserita nel giornale matematico 
di Crelle-Boechardt (tom. 68, pag. 75 e seg.) [Questo tomo, pag. 66 e seg.], e seguendo 
Teserapio del signor Jordan chiamero enneaedro 11 sistema di nove plan!, i quail con- 
tengano Insieme tutte le 27 rette. Per indicare i 45 piani tritangenti, adoprero i niimeri 
1, 2, 3, , 44, 45, appunto come fa il signor Jordan **); e per accordare questa nota- 
zione con quella (dovuta al signor Sohlafli) delle 27 rette, porro le seguenti equazioni: 

1 = 64 Ci4 16 == % 62 C25 31 == as &3 O35 

2 = {)iQ C2$ C45 1 7 ■ — Ci 3 C24 O56 3 2 = O/Q CgQ 

3 == ^3^5 &6 C56 18 = C13 <?25 C46 33 = (Z 3 Cse 

4 = ^15 C34 C36 19 = Css 34 = ai is 

5 = O/s iz ^ ^3 ^2^23 35 = as &4 C45 

2 1 = (I 4 is C 45 3 6 Ci 4 Czs <^56 

22 = Cis C 24 ^35 37 — cti hs Ois 

2 3 = Ciz C 34 Cqs 3 8 = as &4 Cs4 

24 == a 2 c%s 39 — ■ O 14 Cge ^35 

25 = as &i (?is 40 === 0i4 C 25 C 36 

26 = a2 il Ci 2 - 41 — cii is Cis 

27 = a4 is 0-24 42 = ag &4 C 4 S 

28 = Cis €26 C45 43 ^4 €24 

29 = Cis €25 €34 44 == CC 4 il €14 

30 = Cis C23 C4S 45 = coi is C 12 

*) I risultati che si espongono qui sono quelli, da me comunicati al signor Jordan con 
lettera privata, ai quali egli fa allusione nella sna Nota inserita nel Compte rendu de V Acad, 
des Sciences, 14 febbraio 1870. 

**) Compte rendu de VAcad, des Sciences^ 12 aprile 1869. — TraiU des subs titutions et des 
iquaiions algdhriques^ p. 368. 


6 = a4 ^3 C34 

7 = as J 5 ^25 

(1) S = asii Ci3 

9 = O12 C35 C46 

1 0 = as is ^35 

1 1 = <^15 ^26 ^34 

12 = ag il Cis 

1 3 = as is Csz 

14 = Cis Css C 45 

1 5 = CI4 is C4S 
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e scrivero 2 ?i= 0 , ^ 2 = 0 , . . , ,^^ 45=0 come equazioni dei 45 piani tritangenti. 

E noto che dalle 27 rette se ne possono scegliere 9 (in 120 maniere diverse) che 
siano le intersezioni di una tema di piani tritangenti con un’altra terna di piani tri- 
tangenti, Queste due terne di piani tritangenti diconsi triedri coniugati. Due piani 
tritangenti la cui intersezione non sia una delle 27 rette della superficie individuano 
una coppia di triedri conjugati; ed ogni coppia di triedri conjugati individua altre due 
coppie analoghe, in modo che i diciotto piani di questa terna di coppie di triedri 
conjugati contengano (due volte) tutte le 27 rette. 

La distribuzione delle 27 rette nei 18 piani di una terna di coppie di triedri 
conjugati si puo rappresentare con tre determinanti 0 matrici *), come per esempio: 

^35 ^34 ^13 ^5 ^4 ^3 ^45 

( 2 ) ^3 Cis Gi 4 hz ^64 ^65 ^21 ^23 ^6 

^26 ^4 ^5 ^6 <^24 ^25 ^61 ^63 ^2 

Ciascuna matrice rappresenta le rette situate nei piani di una coppia; sviluppando la 
matrice, per esempio la l.% 

-|- ai 65 Ci5 + % 64 C34 -}- Gi4 C2Q <?35 
— dl 64 Gu — 65 C35 — Ci5 G^s C34 5 

i termini positivi danno i piani di un triedro, i termini negativi quelli del triedro 
conjugate. Questa coppia di triedri, in virtu delle (1), potra anche indicarsi cosi: 

37 38 39 

1 10 11 - 

ossia, come preferiro di scrivere: 

37 1 

38 10 

39 11 

ponendo in linea verticale i piani di ciascun triedro. 

Sviluppando ora analogamente le altre due matrici, si ha I’equazione: 


*) Gli elementi delle matrici sono disposti in modo che le rette di ogni 


linea 


linea 


verticale 

i 

\ ( 

, ) 

orizzontale j 

^ della 1 

O a ^ 

1 ( 

verticale 

) ( 

3.» ) 

verticale 

j i 

i / 

orizzontale ^ 

? della < 

3.» 

orizzontale 

) 1 

! 1.‘ ) 


matrice segano le rette della corrispondente 


matrice. p®] 
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<?35 

^34 

Cl3 

ao 

a4 

^3 

61 

^45 


37 

1 

18 

17 

13 

19 

as 

^15 


62 


^65 

<^21 

^23 

ag 

= 

38 

10 

27 

16 

14 

26 

<^2S 

64 

65 

6s 

<^24 

(?25 

^61 

^63 

aa 


39 

11 

3 

15 ! 

12 

2 


Lo specchio che segue presenta le equazioni analoghe, corrispondenti alle 40 terne 
di coppie di triedri couiugati; 


ai 

61 

<^23 

64 

a4 

^?56 

1 Cl4 

^24 

% 


45 

41 

35 

42 

40 

39 

^2 

62 

<?31 

65 

as 

<^64 

1 ^15 

^^25 

% 

= 

13 

26 

32 

21 

11 

4 

as 

63 

(?12 

6s 

ae 

^^45 

i ^16 

<>26 

^36 


S 

20 

15 

3 

22 

29 

ai 

61 

C 24 

63 

as 


^13 

<^^23 

<^43 


45 

1 

r— I 

CO 

19 

18 

28 

^2 

62 

^41 

65 

as 

^63 

<^15 

^25 

^45 

= 

43 

26 

32 

10 

11 

30 

a4 

64 

<^12 

6s 

as 

^35 

<^16 

<?26 

^46 


44 

27 

33 

3 

2 

29 

ai 

6, 

<^25 

64 

a4 

<^36 

Ci4 

^24 

^54 


45 

37 

38 

42 

36 

39 

Oj2 

62 

^15 

63 

Os 

^64 

^13 

^23 

^53 

= 

7 

26 

19 

6 

28 

17 

as 

65 

^12 

6s 

ae 

<^34 

^16 

<?26 

<^56 ! 


25 

16 

15 

33 

22 

2 

ai 

61 

<^26 1 

64 

^4 

C35 1 

Ci4 

^24 

^64 1 


45 

34 

35 

38 

40 

36 

aa 

62 

^16 j 

65 

Os 

^34 i 

<^15 

% 

^65 1 

1 

24 

26 

10 

21 

30 

4 

ae 

6s 

€12 1 

63 

as 

<>45 1 

^13 

^23 

^63 i 

I 

1 

12 

5 

6 

31 

17 

18 

ai 

61 

^34 

62 

ao 

^56- 

<?12 

<^32 

C 42 


41 

1 

16 

■ 5 

9 

14 

Os 

^3 

Ci4 

h 

as 

^26 

^15 

^35 

<^45 

= 

38 

8 

32 

7 

4 

30 

a4 

64 

^13 

6s 

(Zq 

^^25 

^16 

^36 

<^46 


44 

6 

24 

3 

2 

22 


(hs ^2 ^46 ^12 U 32 C62 41 37 27 5 23 14 

^3 <^15 ^4 ®4 Cjs C 34 C 54 = 10 8 42 43 40 36 

<^5 ^5 As ^6 ®6 A 4 As ^*36 As 25 31 24 15 2 29 

ffli As h «2 C 45 ' As Csz Cea 41 34. 27 16 2,3 9 

^3 h Cie hi Qi As C 34 C64 = 33 8 35 43 39 36 

<3fs ^6 As ^5 As As <^s5 I 12 19 7 21 30 11 


di hi C45 

&2 (Z2 ^36 

^12 <^42 ^2 


1 37 

20 5 

23 9 

a4 i^4 ^15 

&3 C?3 (?26 

^13 <^43 ^53 

= 

21 44 

19 13 

18 17 

as 65 0i4 

&S a$ </23 

Cie (?45 Cse 


25 35 

24 33 

22 29 
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ai 

h 

^46 

h 

d% 

C 35 

Cn 

C 42 

Css 


1 

34 

20 

16 

23 

14 


h 

CiQ 

bs 

(h 

^25 

Ciz 

C 43 

Css 

= 

15 

44 

31 

13 

28 

17 

aQ 

h 

Ci4 

be 

% 

(?23 

Cis 

C 45 

Cs5 


12 

42 

7 

10 

4 

11 

ai 

6 i 

^56 

be 

d% 

^34 

C 12 

C 52 

Cs2 


37 

34 

20 

27 

9 

18 


h 

^16 

h 

dz 

<^24 

C 12 

CS3 

Css 

= 

3 

25 

6 

13 

28 

14 

de 

h 

^15 

h 

a4 

<^23 

Cu 

C 54 

Cs4 


12 

32 

43 

38 

40 

39 

di 

O 24 

^23 

^12 

d4 

d2 

be 

61 

CS4 


1 

41 

14 

9 

16 

5 

d% 

Gi4 

^13 

h 

^36 

^46 

Cie 

^25 

de 

= 

13 

43 

10 

21 

11 

25 

<?56 

h 


be 

C 35 

C 45 

C 16 

C 26 

% 


17 

36 

15 

33 

12 

29 

dx 

^25 

^23 

<?12 

ds 

ds 

h 

5. 

<?35 


1 37 

41 

14 

23 

27 

5 

^2 

<?15 

^13 

h 

^36 

<?56 

Ci4 

C 24 

ds 

= 

1 13 

7 

38 

35 

39 

44 


h 

^5 1 



^45 1 

Cls 

C 26 

a4 


18 

30 

3 

33 

12 

22 

dl 

^26 

^23 

^12 

% 


h 

br 

Css 


34 

41 

23 

9 

16 

27 

d% 

^16 

<^13 

be 

% 

^46 

Cis 

C 25 

d4 


13 

24 

10 

32 

4 

25 

^45 

h 

Sa 

b. 

<^35 

^56 

Cl4 

C 24 

as 


28 

2 

42 

38 

44 

40 

d\ 

^25 

C 24 

<^12 

ds 

d4 

be 

b, 

C 4 S 


37 

1 

9 

23 

20 

5 

d% 

<?15 

0l4 

h 

^46 

<^56 

Cis 

Css 

Q)Q 

= 

43 

7 

6 

31 

28 

8 

^36 


h 

be 

C 43 

<?53 

C 16 

C 26 

Os 


40 

4 

3 

15 

12 

2 

di 

^26 

<^24 

^12 


a4 

62 

b, 

C 46 

1 

34 

1 

14 

23 

20 

16 

d% 

^16 

Ci4 

h 

<^45 

Cm 

Cis 

^23 

ds 

~ 

43 

24 

6 

19 

18 

8 



be 

be 

^^43 

Cm 

Cis 

C 25 

(h 


39 

22 

32 

21 

25 

30 

ai 

<?26 

% 

Ci2 

dQ 

ds 

h 

b, 

Cm 


34 

37 

14 

9 

20 

27 

d% 

^16 

<^15 

be 

<^45 

C 46 

Cis 

C 23 

a4 

= 

7 

24 

31 

19 

17 

8 

^34 

^5 

be 

h 

^35 

Css 

Cl4 

C 24 

ds 


11 

29 

42 

35 

44 

36 

di 

^34 

^23 

^13 

d4 

ds 

be 

bi 

C 24 


1 

45 

28 

18 

31 

19 

dz 

^14 

C 12 

be 

<^26 

Cis 

Cis 

Cm 

ds 

= 

20 

38 

7 

21 

4 

25 

^56 

h 

b. 



C4S 

Cis 

Css 

ds 


23 

36 

15 

24 

12 

22 

di 

<h& 

^23 


«5 

ds 

bs 

61 

Cm 


37 

45 

28 

17 

6 

19 

(h 


C 12 

h 

^26 

Cm 

Cl4 

Cs4 

ds 

= 

20 

10 

43 

35 

40 

44 

^46 

h 

be 

be 

C 24 

% 

Cie 

Css 

d4 


9 

30 

3 

24 

12 

29 
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a, 

^36 

^23 

^13 

as 

ag 

Iz 

Si 

<?26 


34 

45 

18 

17 

6 

31 


^16 

^12 

h 

<^23 

^56 

Ci4 

C 34 

% 

= 

20 

33 

43 

42 

39 

44 

^45 

h 

h 

h 

^24 

^46 

<^15 


a4 


14 

2 

32 

7 

25 

11 

ai 

C 33 

^34 

^13 

as 

a4 

&3 

61 

C45 


37 

1 

18 

17 

13 

19 

az 

^15 

^14 


^46 

^56 

^12 

<^23 

as 

= 

38 

10 

27 

16 

14 

26 

^26 


h 

h 

<?24 

C 25 

Cl 6 

^36 

0/2 


39 

11 

3 

15 

12 

2 


^36 

^34 

Ci3 

as 

a4 

S 3 

61 

^46 

1 

! 34 

1 

28 

17 

13 

31 

(h 

^16 

^14 

h 

^^45 

<^65 

<?12 

^^23 

as 

= 

38 

33 

27 

5 

9 

26 

^25 


1 

h 

<^42 

<^62 

^15 

^53 

ag 


40 

29 

32 

21 

25 

30 


ai 

^36 

^35 

<^13 

as 

as 

S3 

Si 

^56 


34 

37 

28 

18 

13 

6 

as 

^16 

^15 

&2 

<^54 

^46 

^12 

^23 

a4 

— 

10 

33 

16 

5 

23 

26 

C 24 

S3 

Sa 

Sa 

<^52 

^62 

^14 

^34 

ag 


4 

22 

42 

35 

44 

36 

' Oi 

^43 

(^42 

^14 

as 

0 % 

Sa 

Sx 

^23 


41 

45 

39 

40 

10 

CO 

42 

0/4 

^13 

C 12 

Sa 

^26 

^36 

<^15 

^45 

as 

= 

27 

6 

7 

10 

30 

25 



S 3 

Sa 

^25 

% 

1 ^16 

<^46 

as 


23 

17 

33 

24 

12 

2 

Oi 

^45 

<?24 

(?14 

as 

ag 

Sa 

Si 

<^25 


37 

45 

39 

36 

00 

CO 

42 

04 

('IS 

(^12 

S3 


^56 

<?13 

C43 

as 

= 

27 

21 

13 

31 

18 

8 

^36 

h 

h 

Sa 

^23 

^^53 


<^46 

Os 


14 

4 

3 

24 

12 

29 

ai 

^46 

C 24 

Ci4 

ae 

ag 

Sa 

Si 

^26 


34 

45 

40 

36 

38 

35 

a4 

^16 

(^12 

S 3 

<?52 

^56 


<^34 

as 

= 

27 

15 

13 

19 

28 

8 

^35 

h 

Sa 

Ss 

^32 

(^36 

Cis 

^45 

as 


9 

22 

32 

7 

25 

11 

Oi 

C 45 

<^34 

^14 

as 

as 

Sa 

Si 

^35 


37 

41 

40 

36 

43 

42 

O /4 

^15 

^31 

S 3 

<^36 

^56 

^12 

^42 

as 

= 

6 

21 

20 

16 

9 

26 

^26 

S 3 

&5 

Sa 

^23 

% 

^16 

^46 

O 2 


28 

11 

3 

33 

12 

22 

Oi 

^46 

^34 

Cm 

as 

as 

Sa 

Si 

^36 


34 

41 

39 

36 

43 

35 

04 

^16 

<^31 

^2 

^53 

^65 

<^12 

^42 

as 

= 

6 

15 

20 

5 

14 

26 

^25 

S 3 

Sa 

Sa 

^23 

<^26 

^15 

% 

ag 


18 

29 

32 

10 

25 

4 

Oi 

<^46 

c« 

^14 

as 

as 

Sa 

Si 

^56 


34 

37 

39 

40 

43 

38 

04 

ClQ 

Cl5 

S 3 

^35 

^36 

^12 

<^24 

as 

= 

21 

15 

16 

5 

23 

26 

^23 

h 

Sa 

S 3 

<^25 

^26 

^13 

^34 

ag 


30 

2 

19 

31 

8 

17 
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Ui 

^35 

^25 

Cl5 

az 

ag 

&5 

h 

O 23 


41 

45 

11 

4 

21 

32 


^31 

(?21 

h 

^ 2 G 

^36 

^14 

O 54 

ao 

— 

16 

31 

43 

38 

36 

44 

^46 

62 

63 

h 

<?24 

^34 

^16 

O 56 

a4 


9 

18 

33 

24 

12 

2 

a. 

^45 

<^25 

^15 

^4 

«2 

h 

ir 

O 24 


1 

45 

11 

30 

10 

32 


^41 

<^21 

h 

^26 

^46 

<^13 

^35 

ae 

== 

16 

35 

13 

6 

17 

8 

C 30 

&2 

h 

ia 

^32 

^^43 


% 

as 


14 

40 

15 

24 

12 

22 

ai 

^56 

^25 

<^15 

ag 

^6 

65 

61 

0-26 


34 

45 

30 

4 

10 

21 

Qj^ 

^16 

<?21 

J 3 

^40 

^24 

<?13 


CI 4 

= 

16 

3 

19 

13 

28 

8 



&3 

J 4 

^36 

^23 

Cx4 

^45 

as 


23 

29 

43 

42 

44 

39 

ax 

<?54 

^3 : 

<?15 


a^ 

K 

5i 

0s4 


1 

41 

4 

30 

7 

32 


^14 

^13 

&2 

^36 

^46 

Cl2 

^52 

ae 

= 

31 

35 

20 

27 

23 

26 

<^26 

63 

64 

&3 

<^32 

C 42 

^16 

O 56 

ag 


28 

39 

15 

33 

12 

29 

CJl 

^56 

<^53 

^15 

de 

Cls 

h 

h 

O 36 


34 

41 

11 

30 

7 

21 

(h 

^16 

^13 

^2 


^46 

0x2 

O 52 

CI 4 

== 

31 

3 

20 

5 

14 

26 

^24 

^3 

h 

64 

C 32 

^62 

; 0x4 

O 54 

0^2 


17 

22 

42 

38 

44 

40 

ax 

<^56 

^54 

<^15 


«4 

h 

h 

O 46 


34 

1 

4 

11 

10 

7 

ccb 

OlQ 

Ci4 

J3 

C 24 

<^26 

0x3 

<^53 

az 


35 

3 

6 

19 

18 

8 

^23 

h 

&6 

&2 

C 34 

<^36 

0x2 

^52 

as 


36 

2 

5 

27 

26 

9 

ax 


^26 

^16 

Oz 

ag 

h 

61 

On 


41 

45 

29 

22 

15 

3 

ae 

Ozi 

<^21 

&4 

^25 


i 0x4 

Om 

% 

= 

5 

19 

43 

38 

36 

44 

^45 

h 

h 

&5 

C 24 


\ Ci5 

Om 

«4 


14 

28 

10 

7 

' 25 

30 

ax 

<^64 

^62 

^16 

^4 


ie 

h 

O 24 

! 

1 

45 

2 

29 

3 

33 

as 

Ci4 

<^12 

65 

^23 

^43 

Oxo 

<^65 

as 


5 

42 

7 

21 

4 

25 

^35 

62 

64 

53 

<?25 

^45 

<?13 

Oqz 

€k 


9 

39 . 

6 

13 

8 

17 

ax 

^35 

^62 

^16 

(% 

Cfg 

ie 

hi 

On 


37 

45 

2 

22 

15 

33 

ae 

Cx5 

Ci2 

&4 

<?23 

<?53 

0x4 

0^4 

as 

= 

5 

32 

43 

35 

40 

44 

^34 

h 

h 

' 53 

<^24 

<?54 

0x3 

Oez 

a4 


23 

11 

31 

13 

8 

18 

ax 

Cg 4 

^63 

^16 

^3^4 

Os 

he 

hi 

O 34 


1 

41 

2 

22 

3 

24 

aG 

0x4 

^13 

h 

C 32 

^42 

0x3 

065 

(h 

= 

19 

42 

10 

21 

11 

25 


h 

h 

h 

^35 

C 45 

0 x 2 

Cqz 

as 


18 

40 

27 

20 

26 

23 
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ai 

<^56 

<^36 

^16 

CI5 


h 


^35 


37 

41 

2 

29 

15 

24 

CIq 


^31 

h 

^32 


(^14 

<^64 

Ufi 

= 

19 

32 

38 

35 

39 

44 

C 24 


h 

h 

^^34 

<^54 

^12 




17 

4 

16 

20 

26 

9 


^1 ^^56 <?4G 

CiQ CI4 

^1 ^45 


37 1 

j 22 29 

33 24 

^51 <?41 

^3 ^42 ^53 j 

<^13 ^63 % 


42 32 

6 31 

28 8 

<^23 ^4 65 

^2 <^43 ^53 1 

^12 <^62 ^3 


36 30 

16 27 

26 14 


Se ora da ciascuna matrice di una terna, eonie per esempio : 


37 1 

18 17 

13 19 

38 10 

27 16 

14 26 

39 11 

3 15 

12 2 


scegliamo una linea verticale, cioe un triedro, otteniamo un enneaedro, vale a dire un 
gruppo di 9 piani che insieme contengono tutte e 27 le rette della superficie. La 
terna precedente, addotta come esempio, da gli 8 enneaedri seguenti: 


37 18 13 


37 17 19 


1 18 19 


1 17 13 

38 27 14 


38 16 26 

> 

10 27 26 

5 

10 16 14 

39 3 12 


39 15 2 

i 

11 3 2 


11 15 12 


1 17 19 


1 18 13 


37 17 13 


37 18 19 

10 16 26 


10 27 14 

J 

38 16 14 

> 

38 27 26 

11 15 2 


11 3 12 


39 15 12 


39 3 2 


dei quali i 4 scritti sulla prima linea orizzontale risultano dal prendere, nello sviluppo 
delle matrici (2), i soli termini positivi di una matrice e i negativi delle altre due [®“]. 
Per tal modo dalle 40 terne si otterranno 8.40=320 enneaedri, cioe 160 analoghi 
ai (3) della prima linea orizzontale, clie chiameremo enneaedri della 7.“ serie, e 160 
analoghi ai (3) della 2.’^ linea orizzontale, che diremo enneaedri della 5.® serie. 

Ora gli enneaedri della 7.® serie sono identici a quattro a quattro, cioe ciascuno di 
essi scaturisce da quattro delle 40 terne di coppie di triedri conjugati. Per es. le 
4 terne: 


di 

61 

<^56 


d2 

C34 

Cl2 

^52 

Cq2 



^61 

h 

0/2, 

<342 

^13 

^53 

CO 

dQ 

be 


h 

04 

^23 

Ci 4 

<^54 

(^04 
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danno i 4 enneaedri: 


( 4 ) 


ai 

<^25 

^23 

^12 

% 


^2 

61 

^35 j 


Ci6 

^13 

h 

^63 

^65 

^41 

^42 

aQ i 


^3 


h 

<^43 

^45 

^61 

^G2 

^4 

ai 

% 

^34 

Cl3 


«4 

63 


<^45 


^15 

^14 I 

h 

^64 

^65 

^21 

^23 


^26 

h 

65 1 

h 

^24 

^25 ' 

^61 

<?63 

ag 


^45 

^42 

Ou 

% 

ag 



% 

^4 

(^15 

^12 

63 

^62 

^65 

<?31 

<?34 


^^36 

h 

h 

h 

^2 

<^35 

^61 

<?64 

^3 


37 

27 

14 

3 

13 

18 

12 

38 

39 

37 

14 

27 

13 

38 

39 

18 

3 

12 

CO 

18 

13 

38 

27 

14 

39 

3 

12 

37 

39 

00 

CO 

27 

13 

18 

14 

3 

12 


che sono identici. 

La serie contiene adunque soltanto 40 enneaedri distinti. Giascuno di qmsti en- 
neaedri pubf in 4 maniere diverse, essere diviso in 3 triedri] doe i 9 piani delVenneaedro, 
presi 3 a 3, formano 12 friedri, dascun piano appartenendo a 4 triedri. Ossia: se si 
assumoiio ad arbitrio due dei 9 piani dell’enneaedro, il terzo piano che con quei due 
completa un triedro appartiene sempre all’enneaedro medesimo. 

Invece nella 2J^ serie i 160 enneaedri sono tutti differenti: dascuno di essi nasce 
da una sola delle 40 terne di matrici, eioe pub decomporsi in 3 triedri in una sola 
maniera. 
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Assumendo un enneaedro decomposto ia 3 triedri, i tre triedri conjugati a quest! 
formano un altro enneaedro; e i due enneaedri appartengono sempre a serie diverse. 
Per tal modo, un enneaedro della 1.* serie, secondo le 4 maniere di spezzarlo in 3 
triedri, e conjugate a 4 differenti enneaedri della 2.=^ serie. Un enneaedro della 1.^ 
serie e i 4 enneaedri conjugati della 2.‘ serie comprendono tutti e 45 i piani tritangenti 
della superficie. 

Essendo (37, 3, 12) (34, 25, 32) due triedri conjugati, requazione della superficie 
puo scriversi cosi: 

PslP3Vl^=P34P2bP»2 

ed analogamente, eonsiderando tutti gli altri triedri contenuti nell’ enneaedro (4), avremo: 

P37 PiS P 33 Pid Pd Pti 
'P\4 ~ Pq PiZ P 40 

P 3!7 P13P18 = P4I Pi PSO 
PuPssPs =PnP2&P^ 

P^2nPz3Pi% = Ps PaP%^ 

JPio2?11 

^18 ^27 Pz == PnPie PiB 

Pl3Pl4Pn=Pl9P26P-2 
PznP^nPu^P^Pn P4 

P39 Pl3 Pz = PzQ P3l P 24 
P33Pl3pl%^^P4%P3 PZZ) 

dalle quali uguaglianze si ha subito: 

(Pzpl2 Pvs Pu PlsPzt Pn P38jP39)^=n, 

indicando con II il prodotto delle 45 espressioni linear! p. La ricerca dei 40 enneaedri 
della I.® sme puo adunque ridursi al prohlema di trasformare, mediante Vequazione 
della superficie, il covarianfe 11 nella quinta potema di un’espressione del 9.° grade. 
Quando si riuseisse a intavolare questo problema, si dovrebbe giungere a riconoscere 
r identita algebrica del medesimo con quello della trisezione delle funzioni iperellittiche 
a quattro period! *). 

Adottando pei 40 enneaedri della P serie la notazione usata dal sig. Jordan per 
rappresentare le soluzioni dell’equazione di 40.® grado a cui conduce il predetto pro- 
blema di trisezione, avremo i 40 enneaedri indicati come segue: 


*) Cfr. Jordan nei luoghi citati. 
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A = [ 1 , 
B = [l, 
C = [l. 
D = [ 1 , 
AB = [ 1 , 
AC = [ 2 , 
AD = [4, 
B C = [ 4, 
B D = [ 3, 
CD = [1, 
ABC = [5, 
ABD = [ 3. 
A C D = [ 2 , 
B0D = [4, 
A^B = [1, 
A^ C = [ 3, 
A* D = [ 7, 
B" C == [ 7, 
B^ D = [ 2 , 
C"D = [ 1, 
A^ B C = [ 6, 
AB"C = [8, 
A B C“ = [ 9, 
A* B D = [ 3, 
A B' D = [ 2 , 
ABD" = [2, 
A* C D = [ 3, 
A C" D = [ 3, 
A C D' = [ 2, 
C D = [ 7, 
BC"D = [7, 
B CD* = [4, 
ABCD = [5, 
A^BCD = [ 6 . 
A B^ C D = [ 8 , 
A B 0" D = [ 9, 
ABCD" = [5, 
A= B* C D = [ 9, 
A* B D = [ 8, 
A^'BC !)"==[ 6, 


2, 

3, 

10, 

11, 

4, 

7, 

12, 

15, 

10, 

11, 

12, 

13, 

2, 

3, 

4, 

5, 

5, 

9, 

13, 

17, 

15, 

16, 

17, 

19, 

5, 

6, 

10, 

18, 

10, 

13, 

16, 

23, 

6, 

9, 

12, 

20, 

18, 

19, 

20, 

21, 

10, 

14, 

15, 

25, 

4, 

8, 

13, 

21, 

10, 

23, 

24, 

25, 

12, 

18, 

21, 

24, 

6, 

8, 

14. 

16, 

12, 

13, 

14, 

18, 

8, 

9, 

11, 

19, 

11, 

14. 

17, 

20, 

5, 

8, 

15, 

23, 

26, 

27, 

28, 

29, 

10, 

12, 

17, 

24, 

11, 

13, 

15, 

22, 

11, 

12, 

16, 

21, 

5, 

7, 

14, 

22, 

4, 

9, 

16, 

24, 

6, 

7, 

17, 

25, 

11, 

20, 

21, 

22, 

10, 

19, 

28, 

29, 

11, 

18, 

31, 

32, 

15, 

19, 

22, 

25, 

12, 

23, 

27, 

30, 

15, 

20, 

26, 

29, 

13, 

18, 

22, 

23, 

14, 

18, 

20, 

25, 

16, 

19, 

21. 

23, 

13, 

25, 

27, 

28, 

17. 

21, 

26, 

30, 

17, 

19, 

20, 

24, 

14, 

24, 

27, 

29, 

16, 

22. 

26, 

28, 


18, 

19, 

26, 

27] 

20, 

23, 

28, 

31 j 

14, 

15, 

16, 

17] 

6, 

7,. 

8, 

9] 

21, 

25, 

29, 

33 ] 

26, 

37, 

38, 

39] 

26, 

34, 

35, 

36] 

28, 

34, 

42, 

44] 

28, 

37, 

40, 

43] 

29, 

23, 

24, 

25 ] 

29, 

36, 

41, 

43] 

29, 

39, 

42, 

45] 

27, 

40, 

41, 

42 ] 

31, 

36, 

38, 

45 ] 

22, 

24, 

30, 

32 ] 

27, 

37, 

38, 

39] 

27, 

34, 

35, 

36 ] 

31, 

34, 

42, 

44] 

31, 

37, 

40, 

43] 

30, 

31, 

32, 

33] 

30, 

35, 

40, 

45 1 

32, 

35, 

40, 

45 ] 

33, 

36, 

41, 

43] 

30, 

38, 

41, 

44] 

32, 

38, 

41, 

44] 

33, 

39, 

42, 

45] 

26, 

40, 

41, 

42] 

30, 

43, 

44, 

45 ] 

33, 

43, 

44, 

45 ] 

28, 

36, 

38, 

45 ] 

33, 

35, 

39, 

41 1 

32, 

35, 

39, 

41] 

33, 

35, 

37, 

44 ] 

32, 

34, 

39, 

43 ] 

30, 

34, 

39, 

43] 

32, 

34, 

38, 

40] 

31, 

34, 

38, 

40] 

29, 

35, 

37, 

44 ] 

31, 

36, 

37, 

42 ] 

33, 

36, 

37, 

42 ]. 


la 


Cremona, tomo III 
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Limitiamoci a considerare questi 40 enneaedri della !.*• serie. Eispetto ad uno qua- 
lunque di essi, p. e. I’enceaedro (4) il cui simbolo e A* C, gli altri 39 si dividono in 
due classi; Tuna di 27, 1’altra di 12 enneaedri: I’enneaedro (A*C) che si considera a 
parte ha un triedro comune con ciascun enneaedro della 2.“ classe, e invece ha un solo 
piano comune con ciascun enneaedro della classe 1.“ 

I 12 enneaedri della 2.» classe si spartiscono in 4 gruppi: ciascun gruppo, com- 
posto di 3 enneaedri, corrisponde ad una decomposizione del primo enneaedro (A* C) 
in tre triedri. Ecco la 2.^ classe, relativa ad A® C: 

(triedro comune con A® C) 


(BD 

(37, 

3, 

12) 

]abc"d. . . . 

(27, 

13, 

38) 

(a"bcd. . . . 

(14, 

18, 

39) 

|ABCD .... 

(37, 

13, 

18) 

A" B D .... 

(14, 

38, 

3) 

(BC"D . . . . 

(27, 

39, 

12) 

(AC 

(37, 

38, 

39) 

A 

(18, 

27, 

3) 

'c 

(13, 

14, 

12) 

/A"BC"D. . . . 

(37, 

27, 

14) 

ABD 

(39, 

13, 

3) 

(BCD 

(38, 

18, 

12). 


Anche i 27 enneaedri della 1.® classe si distribuiscono in 9 gruppi: ciascun gruppo 
essendo costituito da tre enneaedri aventi col primo (A* C) uno stesso piano comune. 
Questo piano e poi comune anche a 4 enneaedri della 1.® classe, appartenenti a gruppi 
differenti. I 9 gruppi della 1.® classe, corrispondendo ai 9 piani dell’enneaedro pri- 
mitive (A* 0), si possono riunire a 3 a 3 in 12 terne, per modo che i 3 gruppi di 
una terna corrispondano ai 3 piani d’un triedro dell’enneaedro primitive. Ecco i 9 gruppi 
di 1.® classe relativi ad A^C: 

(piano comune con A* C) 


D, A"CD, AC*D 3 

B, A"BC, ABC" 12 

AB, BC, AB*C 18 

ABC, A"B, B"C 14 

AD, CD, ACD" 18 

A CD, A"D, C‘D 27 

B"D, A"B"CD, A"BCD" 37 

AB’D, B"CD, ABCD" 38 


ABD‘, BCD", AB"CD 39 
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Dunque uno stesso piano (come 3) e comune ad 8 enneaedri, distribuiti in due qua- 
derne (BD, A^BD, A, ABD; — A^C, D, AC^D, A^CD); due enneaedri di una siessa 
quaderna non hanno altro piano comune; ma un enneaedro della prima quaderna ed 
un enneaedro della seconda hanno in comune altri due piani che con quello formam un 
iriedro. H numero di queste coppie di quaderne conjugate e per conseguenm uguale al 
numero dei piani, doe 45. 

Un triedro (come 12, 13, 14) e comune a due enneaedri (A^C, C); il triedro conjugate 
(2, 19, 26) e comune a due altri enneaedri (A, AC); di questi 4 enneaedri due qualunque 
hanno un triedro comune, il cui conjugate e comune agli altri due. Ossia, i 4 enneaedri 
si possono decomporre ciascuno in 3 triedri per modo che i triedri deiruno appar- 
tengano rispettivamente agli altri tre. Questi 4 enneaedri nascono da una stessa terna 
di matrici; cosi che il numero di tali quaderne di enneaedri e il medesimo delle terne 
di coppie di triedri conjugati, doe 40 *). 


*) Queste propriety coineidono con quelle che il prof. Clebsch ha dimostrato per le so- 
luzioni del prohlema della trisezione delle fuuzioni iperellittiche, nella sua elegante Memoria 
Zur Theorie der hindren Forw^en secJister Ordnung und zuv Dreitheilung der hyperelliptischen 
Functionen (Mem. della Society, di Gottinga, 1869). 
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G-HUNDZUGE ErSTER ALLGEMEINEN THEORIE 
DER OBERFLAOHEN IN SYNTHETISCHER BEHANDLUNG-. [®"] 


Hochverehrtester Herr Professor! 

Als Sie mix vor fast drei Jahren als Geschenk des Herrn Yerfassers die erste Abtheilung 
des WerkeS ubersandten, das icb in deutscbem Gewande Ibnen darzubringen mir erlanbe. 
spracben Sie in der begleitenden Zuscbrift gegen micb den Wtmscb einer Uebersetzung ans, 
den icb bierdurcb verwirklicbt babe. Ibr Ratb kam meiner bTeignng entgegen, der Herr Yer- 
fasser gab mit liebenswnrdiger Bereitwilligkeit seine Einwilligiing znr XJebersetzxing nnd ver- 
scbaffte mir anob die Zustimmnng der Accademta EEiiEE Scienze beel’Istititto bi Boeooka 
zTi diesem Untemebmen. in deren Memorie (II* Serie, T. 6-°, p. 91-136; T. 7,^, p. 19-78) das 
italianiscbe Original znnacbst ersobienen ist. Der Titel desselben lautet in der Separatansgabe 
aPreliminari di una teoria geometrica delle superfine, di Dtjigi Cremona Professore presso il R. 
Istitnto Teonico Superiore di Milano. Si vende presso il Tipografo Francesco Zanetti, Milano, 
via del Senate, 26. » Dasselbe bddet die Fortsetzxing zn dem frnber ersebienenen Werke dessel- 
ben Yerfassers « Inirodustione ad unateoria geometrica deUe curve piarie, pel Dr. Lijigt Cremona, 
professore di Geometria Superiore nella R. 'Dniversit^ di Bologna. Bologna, Tipi Gamberini e 
Parmeggiani, 1862 » . Jener gelebrten Korpersebaft nnd dem Heirn Yerfasser erlaube icb mir bei 
dieser Gelegenbeit fiir ibre gutige Erlaubniss meinen aufriebtigen Dank aus 2 nisprecben. 

Mein verebrter Freund, Herr Professor Cremona, ging aber nocb weiter. Er bat dem Ori- 
ginal eine grossere Zabl bandscbriftlicber Zusatze beigefugt, die im Yereine mit dem dritten 
Tbeile, der ebenfalls im Originale niebt vorbanden ist, der IJebersetzung in Bezug auf Yollstan- 
digkeit der Hntersuebungen wobl einigen Yorzug vor ienem geben, wenn es aueb unmoglicb 
sein durfte, in der IJebertragung den glanzenden, gefalligen Stil des Originals zu erreicben. 

Das letzte Capitel des zweiten Tbeiles und der ganze dritte Tbeil sind die IJebersetzung der 
Capitel I Y -XI der grossen Abbandlung des Herrn Yerfassers uber die Placben dritter Ordnung, 
welcber 1866 die Halfte des Steinerseben Preises durcb die Berliner Akademie zuerkannt wur- 
de *), und die in den ersten beiden Heften des 68. Ban des des « Journals fiir die reine und ange- 
vrandte Matbematik» unter dem Titel ersobienen ist: nM^moire de Geometrie pure sur les 
turf aces du troisUme ordre^ (Par L. Cremona a Milan))). Die ersten drei Capitel dieser Abband- 


*) Die auder© Halfte wurde Herm Dr. RuDorr Storm zuerkannt, dessen Werk, hockst inetmetiv imd 
reieb an Resultaten, unter dem Titel veroffentlicbt ist : Sipithetischt ZFntemLchungen uber Fldehen dritter Ordr 
wwngj Leipzig 1867. 
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lung* kann man als einen kurzen, nur daa fur die cubischen Flacken ISTothige zusammenfassen- 
den Ausziig aus dem italianischen Werke ansehen. 

Dass mir vergonnt war, diese wichtige Abhandlung meinei Uebersetzung einverleiben zu 
diirfen, verdanke icb zunaohst dem Herm Verfasser, der mir die Erlaubniss zu dieser Arbeit 
von dem Heraiisgeber des Grelle ~ Bor char dtschen Journals Herrn Professor Bobchardt und dem 
Verleger desselben, Herrn Bucbhandler Retmeb in Berlin erwirkte. Beide Herren baben dazu 
ihre freundliclie Einwiiiigung bereitwilligst ertheilt, wofiir ioh ibnen bierdurob meinen verbind - 
licbsten Dank auszusprecben nicbt unterlassen kann. 

TJm Ibnen einen scbnellen Ueberblick iiber den TJmfang der Zusatze zu geben, durcb welcbe 
die deutscbe Ausgabe gegen das itabaniscbe Original erweitert ist, erlaube icb mir bier eine G-e- 
geniiberstellung der Nummern oder Paragrapben des Originals nnd der Uebersetzung folgen 


zu lassen. 



Original: 


Uebersetzung : 

N.o 1-44 


N.o 1-44 

. . . 

. 

. . N.o 46-47 (Neu). 

N.o 45-57 


N.o 48-60. 

N 0 61 *)-76 


N.O 61-76. 

. . , 

. . 

. . N.o 77-82 (Neu). 

N.o 77-90 


N.o 83--96. 

— 


. . N.o 97-112 (Neu) 

N.o 91-96 

= 

N.o 113-117. 

. . . 

. . . . 

. . N.o 118-119 (Neu). 

N.o 96-116 

= 

, N.o 120-140 

. . . 

. . . 

. . N.o 141 (Neu). 

N.o 117 


N.o 142. 

. . . 

. . . 

. . N.o 143 (Neu). 

N.o 118-131 

== 

N.o 144-157. 

. . . 

. . . 

. . N.o 168-289 (Neu). 


Herr Professor Cremoita bat die weitere Preimdlicbkeit gebabt, auf meine Bitte die Pro- 
beabziige einer genauen Correctur zu unterzieben, damit dadurcb etwaige Missversttodnisse 
meinerseits vermieden wiirden. Welcber Dienst der Uebersetzung dadurcb geleistet ist, kann 
nur icb binreicbend wiirdigen. 

Was die Uebersetzung selbst anbetrifft, so babe icb micb strong an das Original gebalten, 
icb babe nur mit Billigung des Herrn Yerfassers die Bezeicbnung durcb das ganze Work in der 
Art einbeitlioh gemacbt, dass icb Puncte durcb kleine deutscbe Bucbstaben, Curven durcb der- 
gleicben lateiniscbe, Flacben durcb grosse lateiniscbe Bucbstaben bezeiobnete. Zablenwertbe, 
also aucb die Zablen fur die Singularitaten der Curven und Flacben, sind durcb griecbisobe 
Typen gegeben, Abkiirzungssymbole wie Summenzeicben u. dgL, durcb grosse deutscbe Bucb- 
staben. 


Thorn den 1. September 1869. 


M- CXTRTZE. 


*} Die Numuaerii 58-60 feblen im Originale. 
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ERSTER THEIL 


Oapitel VI. 

Liaeai'e Flacheusysteme. 


45. Ein Ebenennetz besteht aus alien Ebenen, welche durch ein und denselben Punct 
(Mittelpunet) gehen. StraMen des Netzes heissen die Geraden die durch den Mittelpunct 
gehen. 

Zwei Ebenennetze heissen reeiprdk, wenn die Ebenen des einen den Strahlen des andern 
einzeln entsprechen, in der Art, dass den Ebenen des einen Netzes, die ein Buschel bilden, 
das heisst, die durch ein und denselben Strahl gehen, im andern Netze die Strahlen ernes 
Buschels entsprechen, das heisst die Strahlen, die in ein und derselben Ebene durch den- 
selben Punct gehen. Das Ebenenbflschel und das entsprechende Strahlenbuschel sind 
projectivisch. 

Ebene Punetreihe ist der Complex aller an Zahl zweimal unendlicher Puncte einer Ebene. 
Strahlen einer ebenen Punetreihe sind die Geraden, die sie enthalt. 

Zwei ebene Punctreihen heissen reciprok, wenn den Puncten der einen die Strahlen der 
andern in der Art entsprechen, dass den Puncten der einen Ebene, die eine gerade Punetreihe 
bilden, das heisst sammtlich auf einem Strahle liegen,in der andern Ebene die Strahlen eines 
Buschels, das heisst, die Strahlen entsprechen, die sich in einem Puncte kreuzen. Die gerade 
Punetreihe und das entsprechende Strahlenbiischel sind projectivisch. 

46. Gegeben zwei reciproke Ebenennetze deren Mittelpuncte s, Sj sind. Man verlangt 
den Ort P der Puncte, in welehen die Strahlen des ersten Netzes die entspreehenden Ebenen 
des zweiten Netzes schneiden. Eine Ebene A die beliebig durch s gelegt ist, enthalt ein 
Strahlenbuschel des ersten Netzes und schneidet die entspreehenden Ebenen des Netzes 
(si) in einem zweiten Strahlenbuschel, dessen Mittelpunct der Punct a ist, in welchem die 
Ebene A von dem Strahle getroffen wird, der ihr im Netze (si) entspricht. Da beide Strah- 
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lenbiiseliel projectiviseh sind, so erzeugen sie einen Kegelsehnitt, der diirch s und a geht, 
das heisst, Jede beliebige Ebene dureh & sehneidet P in einem Kegelschnitte. Da der Punet 
a auf dem Kegelschnitte liegt, so geht die Ebene A„ welche dem Strahle ea=a entspricht, 
dureh a; dieser Punct ist aber aueh der Durehschnitt der Ebene A mit dem Strahle &i<x=ai , 
und folglich ist die Flaehe P auch der Ort der Punete, in denen die Strahlen des zweiten Netzes 
die entspreehenden Ebenen des ersten treffen. Man kann daher in derselben Art beweisen, 
dass P aueh von jeder Ebene, die dureh s, geht, in einem Kegelschnitte getroffen wird. 
Die Elache kann nieht mehr als zwei Punete mit einer beliebigen Geraden g gemein haben. 
Denn der Kegelsehnitt, welcher P und der Ebene eg gemein ist, schneidet g nur in zwei 
Puncten. Folglich ist P eine Flaehe zweiter Ordnung. 

Ein Strahl g des ersten Netzes trifft P ausser in s noch in einem zweiten Punete, dem 
Durchschnittspuncte von g mit der entspreehenden Ebene Gi des zweiten Netzes. Dieser 
zweite Punct ist dem Punete e unendlieh nahe, wenn G, dureh ss, geht, folglich entspricht 
dem Strahle ee, des zweiten Netzes die Tangentialebene von P in e, und dem analog ent- 
sprieht die Tangentialebene in s, dem Strahle des ersten Netzes. 

Es sei S die Tangentialebene in e. Dann bilden die Strahlen, die in dieser Ebene dureh 
e gehen, ein Bhschel und entspreehen den Ebenen, die dureh gehen. Di'ese schneiden 
S in Geraden, die ein Biischel bilden. Die Buschel sind projeetivisch und haben entweder 
zwei reelle verschiedene Strahlen gemein, oder zwei zusammenf aUende gemeinsarae Strahlen, 
Oder keine zusammenfaUende Strahlen, oder es fallen endlich alle Strahlen zusammen. Im 
ersten FaUe ist die Flaehe windschief, im zweiten ist sie ein Kegel, im dritten ist sie eine 
Flaehe mit eUiptisehen Puncten (25). Im letzten Falle besteht die Flaehe P aus der Ebene 
S und einer zweiten Ebene. *) 

47. IJmgekehrt beweist man leicht, dass jede beliebige gegebene Flaehe zweiter 
Ordnung aueh auf unendlieh verschiedene Arten mittelst zweier reciproker Ebenennetze 
erzeugt werden kann, deren Mittelpuncte zwei beliebig auf ihr angenommene Punete 
sind. Und hieraus ergibt sich die Construction einer Quadriflaehe von der neun Punete ge- 
geben sind. **) 

Analog kann man den Satz ausspreehen. Sind zwei ebene Punctreihen reeiprok, so ist 
die Enveloppe der Ebenen, die dureh einen beliebigen Punet der einen Ebene und den ent- 
spreehenden Strahl der anderen Ebene bestimmt werden, eine.Oberflache zweiter Qasse. 
Eine Flaehe zweiter Classe kann umgekehrt immer auf unendlieh verschiedene Arten mit- 

*) Seydewitz, KonstruTcHon und Ktassifikedion der Fldeken des ntweiien Gfrades mittelst projeTc 
Uvisoher Qebilde (Grtmert’s ArcLiv fur Math, und Phys. Bd. 9, S. 187). — Man vergleiohe auch 
Bete, Geomefrie der Lags (Hannover: 1868) 2. Abth. S. 26. 

**) ScHEOETBR, ProblemoMs geometrid ad superfidem semndi ordmis per data pvneta eon- 
atruendam spectanMs sohitio nova (Vratislaviae; 1862). 
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telst zwei beliebiger von Uiren Tangentialebenen erzeugt werden, die reciproke ebene Punct- 
reihen sind. 


ZWEITER THEIL 


Capitel T. 

Polarflachen in Bezug auf eine Flache beliebiger Ordnung. 


77. Es sei o ein gegebener Pol, P eine beliebige Ebene, a einer der Puncte, in denen die 
Fundamentalflaehe von dem Strahle geschnitten wird, welcber von o nach dem Puncte 
p von P geht, endlieh a' derjenige Punct desselben Strahles, fur welchen das Doppel- 
verhaltniss (opaa') einen gegebenen Wertb X hat. Der vom Puncte ct' beschriebene Ort, 
wenn a sieh auf F„ bewegt, ist oSenbar eine neue Flache FV der Ordnung v, die der ge- 
gebenen projectivisch (^mographiseh) ist. Die beiden Flaehen werden von der Ebene P 
in ein und derselben Curve v-ter Ordnung geschnitten, und haben also (40) noch eine andere 
Curve der v(v— l)-ten Ordnung gemein, die auf einer Flache der (v — l)-ten Ordnung 
liegt, die in Verbindung mit der Ebene P eine Flache des Buschels (F,, , F'„ ) bildet. 

Die Flaehen , die man erhalt, indem man sich den Werth des Verhaltnisses X veran- 
deren lasst, bilden eine Keihe vom Index v. Derm ist a' ein beliebiger Punet im Raume, 
und schneidet der Strahl oa' die Flache F^ in v Puncten a und P im Puncte p, so geben 
die V Werthe des Doppelverhaltnisses (opaa') v Flaehen die durch a' gehen. Die 
Reihe enthalt die gegebene Flache F,, , die v-mal gezahlte Ebene P, und den Kegel, dessen 
Scheitel in o liegt, und dessen Directrix die Curve PFv ist. Fur X=l, 0, co fallt namlieh 
der Punct a' bezuglich mit a, p, o zusammen. 

78. Es sei t ein Punct der Durehschnittseurve der Ebene P mit der ersten Polarflache 
von 0 in Bezug auf F,, . Die ersten Polarflachen von o in Bezug auf Fv , FV sind offenbar 
perspectivisch, und folglich ist t auch ein Punet der ersten Polarflache von o in Bezug 
auf Fr und folglich auch (74) der ersten Polarflache von o in Bezug auf jede Flache des Bu- 
schels (F,, , Fv ). Umgekert gehen also die Polarebenen von i in Bezug auf die Flaehen des 
genannten Buschels durch o. Enter diesen Flaehen betrachten wir diejenige, welche 
durch i geht. Fiir diese ist oi entweder Tangente in i, oder i ist ein Doppelpunct. Ware 
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aber t kein Doppelpunet, so wiirde, da die FMche, um die es sich handelt, aus der Ebene 
P und aus zusammengesetzt ist, to nicht Tangente sein konnen; folglich ist i ein 
Doppelpunet, das heisst geht dutch t. Die FlSche geht also dutch die Durch- 
schnittseutve det Ebene P und der ersten Polare von o in Bezug auf F^. 

79. Lasst man X variieren, so bilden die Flachen eine Reihe vom Index v— 1. Ist 
namlich ein beliebiger Punct auf F^ , und der Strahl oa^ schneidetF, ausserdem noch 
in rti, a,, . . . , a,._i und P in p, so geben die v — 1 Werthe des DoppelverhSltnisses (o ) 
die V — 1 Flachen Fv die dutch eXy gehenund von F^ verschieden sind. Ihnen entsprechen 
ebensoviel Flachen , die ebenfalls dutch a„ gehen. Es ist somit bewiesen, dass dutch 
einen beliebigen Punct von F„ v — 1 Flachen gehen, dieselbe Eigenschaft hat also 
aucb fiir jeden Punct des Raumes statt. 

Nahert sich einer der Puncte ai, a^, o^-i unendlich dem Puncte ct„, so geht die 
Flache dutch den Beruhrungspunct von F„ mit einer Tangente, welche von o ausgeht; 
faUt also FV mit Fv zusammen, so fallt auch .SC-i mit der ersten Polarflache von o in 
Bezug auf Fv zusammen. Wenn av in die Ebene P fallt, das heisst, wenn FV in die v-mal 
genommene Ebene P degeneriert, so besteht die entsprechende Flache aus der 

namlich en Ebene (v — l)-mal genommen. 

80. Die Einhlillende (48) der Flachen Fv ist der Kegel K der v(v — l)-ten Ordnung, dessen 
Scheitel o, und der selbst der Flache Fv umgeschrieben ist. Wenn namlich zwei von den 
Flachen FV , die dutch denselben Punct a' gehen, zusammenf alien soUen, so genfigt es; wenn 
o a' mit einer Tangente von Fv zusammenfallt. Die Doppel-(Knoten-) Curve dieser Einhiil- 

lenden besteht aus den^ v(v — 1) (v — 2)(v — 3) Bitangenten, welche man von o aus an 

Fv legenkann;dieCuspidalcurveentsteht ebenso ausdenv(v — 1) (v — 2) Osoulierenden(67). 

Der Kegel K beriihrt Fv langs einer Curve der v(v — l)-ten Ordnung, die auf einer Fla- 
che (v — l)-ter Ordnung — der ersten Polarflache von o — liegt und also Fv ausserdem langs 
einer Curve v(v — 1) (v — 2)-ten Ordnung schneidet, die auf einer Flache (v — 1) (v — 2)-ter 
Ordnung liegt.*) Die erste Curve ist der Ort der Puncte fiir welche eine der Flachen FV 
mit Fv zusammenfaUt ; dagegen fallen in jedem Puncte der zweiten Curve zwei der FV 
zusammen, die von Fv verschieden sind. In jedem dieser Puncte fallen auch die beiden 
entsprechenden Flachen zusammen, und die zweite Curve ist also der Durchschnitt 
von Fv und der Einhiillenden der . Diese EinhiiUende ist folglich eme|Flache S der 
(v — l)(v — 2)-ten Ordnung. 

81. In jedem Puncte der von o ausgehenden Osculierenden fallen drei aufeinander- 
folgende Fv zusammen, und folglich fallen auch in jedem der v(v — 1) (v — 2) (v— 3)Puneten, 
in welehen Fv von diesen Geraden gesehnitten wird, drei aufeinanderfolgende Flachen 

*) Man vergleiolie EMeUung, N. 1S8, Anmerfcung. [Queste Opere, t.° l.“, nota a p. 444]. 
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zusammen undebenso gibt esin jedem der \ v(v — 1) (v — 2) (v — 3) (v — 4) Durcb- 

schnittspuncten der mit den Bitangenten zwei getrennte Paare zusammenfallender Fla- 
chen ^—\ . Die ersten Puncte sind also Stillstandspuncte und die zweiten Doppelpuncte fur 
die Einhiillende S, das heisst, diese Einhullende hat eine Cuspidalcurve von der Ordnung 

(v — 1) (v — 2) (v — 3) und eine Doppelcurve von der Ordnung ^ (v — l)(v — 2)(v — 3)(v — 4). 

82. Da alle Flachen cSC-i durch dieselbe Curve der (v — l)-ten Ordnung, die in der E- 
bene P liegt, gehen, so ist die zwei Flachen gemeinschaftliche Curve und folglich 

auch die Beruhrungscurve zwischen einer und der Einhiillenden S von der Ordnung 
(v— l)(v — 2). Unter den Flachen befindet sich auch die erste Polarflache von 

o in Bezug auf F,, , und die Beruhrungscurve zwischen S und genannter ersten Polarflache 
hat v(v — 1) (v — 2) Puncte nait F„ gemein, die nichts anderes sind, als die Beriihrungspuncte 
der Osculierenden. In jedem dieser Puncte fallen namlich zwei F'„ , also auch zwei cST-i 
zusammen, und da eine der letzteren die erste Polarflache von o ist, so beruluren sich in 
ihnen die erste Polarflache von o und S. Durch v(v — 1) (v — 2) drei Flachen v-ter, (v — l)“ter, 
(v — 2)-ter Ordnung gemeinschaftliche Puncte kann keine weitere Flache der (v-— 2)-ten 
Ordnung gehen, also beriihrt S die erste Polarflache langs einer Curve, die auf der zweiten 
Polarflache liegt. Diese Curve ist der Ort der Puncte, fur welche zwei zusammenf alien, 
deren eine die erste Polarflache ist. 

Die erste Polarflache und die Flache S schneiden sich also noch langs einer andern Curve *) 
der-(v — 1) (v — 2) (v — 8)-ten Ordnung. In jedem Puncte derselben fallen zwei von der ersten 
Polarflache verschiedene zusammen, und folglich fallen dort auch zwei Flachen 
zusammen, wo die Flache der (v — 2)-ten Ordnung ist, welche durch die gemeinsehaft- 
liche Durchschnittscurve (v — l)(v — 2)-ter Ordnung der ersten Polarflache und ^—\ hin- 
durchgeht. Diese Curve der (v —1) (v — 2) (v — 3)-ten Ordnung ist folglich der Durehschnitt 
der ersten Polarflache mit der EinhuUenden der Diese Einhiillende ist also eine Flache 
S' der(v — 2)(v — 3)-ten Ordnung. 

Die Flachen bilden eine Eeihe vom Index v — 2. Denn durch einen beliebigen 
Punct der ersten Polarflache gehen v — 2 von der ersten Polarflache verschiedene Flachen 
denen ebensoviele Flachen entsprechen, die durch den namlichen Punct gehen. 

Die Beriihrungspuncte der Bitangenten sind also die Durchschnitte dreier Flachen: der 
gegebene Fy , der ersten Polarflache von o und der Flache der EinhuUenden der 
Flachen 


*) Von diesen der Plaehe S nnd der ersten Polarflache gemeinscliaftlichen Ourven triflt die 
erste Fv in den Beruhrungspuncten der Osculierenden ; die zweite in den Beruhmngspuncten 
der Bitangenten. 



190 


geundzUge einer allgemeinen theobie dee obeeflaohen. 


Oapitbl IV. 

Aiiweudungeii auf tleveloppaWe Plachen. [®®] 

97. Wir woUen jetzt annehmen, die Fundainentalflaehe F sei eine Developpable von 
der Ordnung p und der Classe p,, mit w Doppelgeneratrixen, 6 stationaren Generatrixen, 
einer Cuspidalcurve v-ter Ordnung, die p stationare und s' Doppelpuncte besitzt, und 
einer Knoteneurve von der Ordnung |. Es sei ausserdem : 

a die ZaU der stationaren Tangentialebenen und 

y' die Zahl der Bitangentialebenen von F (das heisst, der langs zweier getrennter Gene- 
ratrixen beriihrenden Ebenen) ; 

8 die Zabl der Geraden, die man von einem beliebigen Puncte so zieben kann, dass sie 
die Curve (v) zweimal treffen ; 

Y die Zabl der Geraden die gleicbzeitig in einer beliebigen Ebene und in zwei Tangen- 
tialebenen von F liegen; 

7] die Classe der doppeltbenibrenden Developpablen der Curve (v); 

X die Zabl der Geraden, welcbe dureb einen bebebigen Punct geben, und die Curve (|) 
in zwei Puneten sobneiden; 

X die Zabl der Punete der Curve (v), dureb welcbe Gerade geben, welebe diese Curve 
anderweitig berubren: diese Pimcte sind fur die Curve (S) stationSr ; 

V die Zabl der Puncte, die in drei getrennten Generatrixen von F liegen : diese Puncte 
sind offenbar fur die Curve (^) dreifaeb. 

Zwiseben diesen Zahlen baben wir (10, 12) die Gleicbungen [®®] : 

p=p(p — 1) — 2(Y-f-T')— 3a, 
p==v (v — 1) — 2(8 4-8') — 3p , 
p = p (p _ 1 ) _ 2 (g -j- 0) ) — 3 (v -f 6) , 

— P (p 1) — 2 (Yj-j-w) — 3(p-|-6) , 

3p — e=3p-(- V — a = 3v-{-p — p , 
2(|-}-to)-|-p=2(7]-l-(o)-|-a=p(p — 4) — 26 , 

welcbe seebs unabbangigen Relationen gleicbgelten. Wir woUen jetzt drei andere Gleicbun- 
gen bestimmen, welcbe zur Bestimmung von X, z, % dienen *). 

98. Es sei o ein wiUkttrbeber Punct. Jede Ebene, die dureb o gebt, sebneidet dann F 
in einer Curve I von der Ordnung p und der Classe p mit 4 -f- w Doppelpuncten und v-j-e 

*) Cfe. Saxmon, Geomeiry of three dimensions (2. ed.) pag. 455 u. £E., wo aber die Singula- 
ritaten cu, 0, S', Y nicht beachtet sind. Bei der vorliegenden Untersuebung wurde der Verfasser 
diirob den Batb der Herren Catxet nnd Zextteee unterstutzt, denen er Merdurcb seinen 
berzliohsten Dank ausspriobt. 
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StiUstaRdspuncten (9). Dieselbe Ebene schneidet die erste Polarflache von o in Bezug auf 
F in einer Curve der (p — l)-ten Ordnung, welche durcb die ^-(-co Doppelpuncte und diev+G 
StUlstandspuncte von I Mndurchgeht. In diesen letzten Puncten hat sie mit der Curve I 
dieselben Tangenten*). Daraus folgt, dass die Classe der Curve I gleich ist: 

P- ~ P (P i) — 2 (s — 3 (v -|- G) , 

da dieses die Zahl der Tangenten ist, die man von o an genannte Curve ziehen kann. Diese 
Tangenten sind auf der Schnittebene die Spuren der Tangentialebenen von F, die durch o 
gehen. Die erste Polarflache von o in Bezug auf F schneidet daher F langs der beiden Cur- 
ven (I), (v), langs der to -j- ® doppelten und stationaren Generatrixen und langs der Beriih- 
rungsgeneratrisen der p. Tangentialebenen, die diurch o gehen. 

Die Gleichung 

P (P — 1) = P' + 2 (S + to) 3 (v + 0) 

zeigt, dass bei dem voUstandigen Durehschnitt von F und der ersten Polarflache die Curve 
(I) und die to Geraden zweimal zaMen, wahrend die Curve (v) und die 6 Geraden dreimal 
zu rechnen sind. Die namliche Gleichung lasst erkennen, dass der umgeschriebene Kegel 
mit dem Scheitel o aus den p. Tangentialebenen, dem Perspectivkegel der Curve (S) zvei- 
mal gezahlt, dem dreimal gerechneten Perspectivkegel der Curve (v) und aus den co-j-G 
Ebenen zusammengesetzt ist, welche durch die doppelten und die stationSren Geraden 
hindurehgehen, jene zweimal und diese dreimal gezahlt. 

99. Ist die schneidende Ebene, die wir durch o gelegt haben, erne der pi Tangential- 
ebenen, und ist t die Beruhiungsgeneratrix und m der Punet, in welchem t die Curve (v) 
beriihrt, dann erhalt der Schnitt I der Developpablen F (13) in m einen dreifachen Punet 
mit drei Zweigen, welche von derselben Tangente t beriihrt werden. Die erste Polarcurve 
von o iu Bezug auf I hat also in m eiue Spitze mit der Tangente t, und die zweite Polar- 
curve von o in Bezug auf die namliche Curve I geht durch m und wird in dieserd Puncte 
von der Geraden t beriihrt. Folglieh ist f in m Tangente der zweiten Polarflache von o in 
Bezug auf F; Oder auch: 

Die sweite Polarflache eines heliebigen Punctes o in Bezug auf eine developpable Flaehe 
beriihrt die Cuspidaleurve in den Puncten, wo diese von Ebenen osculiert wird, welche durch 
o gehen. 

Der Schnitt I ist aus der Geraden t zweimal genommen und eiuer Curve (p — 2)-ter 
Ordnung zusammengesetzt, welche von i in m beruhrt und in anderen p — 4 Puncten 
gesohnitten wird — es sind dies die Puncte, in denen die Curve (S) von der Ebene ot 
beruhrt wird — ; diese Puncte siud fiir I dreifach, also geht durch sie auch die zweite 
Polarcurve von o in Bezug auf i; wir haben also; 


*) Einleitimg, 74. 
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Die zweite Polarflaehe eines beliebigm Poles o in Bezug auf eine Developpable ieruhrt 
die Beru}irungsge 7 ieratnx jeder Tangentialebene, die durch o geM, in dem Punete, wo sie von 
der Cuspidalcurve Ieruhrt wird, und schneidet sie in den Puneten, wo sie die Knotencurve trifft. 

100. Es sei jetzt t erne der 6 stationaren Generatrixen und m der Beruhrungspunct 
zwischen t und der Curve (v). Man lege die Ebene ct bis sie F schneidet, dann besteht der 
Schnitt I aus der Geraden t zweimal genommen und einer Curve V von der Ordnung p — 2 
und der Classe p., die in m mit i einen vierpunctigen Contact hat, weil t in drei unmit- 
telbar folgenden Tangentialebenen liegt, und man also von einem beliebigen Punete von 
t aus (A— 3 von t verschiedene Tangenten an den Schnitt legen kann; t reprasentiert 
daher drei unmittelbar folgende Tangenten von V. Die Ebene ot schneidet die Curve (v) in 
anderen v — 3 Puneten und die anderen stationaren Generatrixen in 6 — 1 Puneten; I 
hat also v-1-6 — 4 Spitzen. Diese Curve hat folglich 

2^(P — (P — — P" — ^ (''4'® — — 2p + 9 

Doppelpuncte (10) [97], Diese Punete gehoren der Linie (l+a>) an; von den andern Durch- 
sohittspuneten der Ebene ot mit der Curve (I) sind 2(p — 6) in den p — 6 Durchschnittspunc- 
ten zvischen I' und t vereinigt, und folglich fallen die drei ubrigen mit m zusammen. 
Die ebenerwahnten p — 6 Punete sind fiir die Curve (i) StUlstandspuncte, weil in jedem 
derselben zwei unmittelbar folgende Generatrixen — reprasentiert durch die stationaren 
Generatrixen — von einer nicht folgenden Generatrix geschnitten werden. 

Schneidet man F durch die Ebene, welehe in m einen vierpunctigen Contact mit der 
Curve (v) hat, so besteht der Schnitt I aus der Geraden t dreimal gezahlt und einer Ciurve 
(p — 3)-ter Ordnung und (p. — l)-ter Classe, die in m einen dreipunctigen Contact mit t hat, 
weil t in drei unmittelbaj folgenden Tangentialebenen liegt, von denen die eine die Ebene 
der Curve ist, und folglich zwei unmittelbar folgende Tangenten dieser Curve darstellt. Die 
Ebene schneidet die Curve (v) in weiteren v — 4 Puneten und die ubrigen stationaren Gene- 
ratrixen in 9—1 Puneten; die Curve (p— 3)-ter Ordnung hat alsov-(-6 — 5 Spitzen und 
daher 

^((p-3) (p— 4) — (p-1)— 3(v + e-5)j=S + a. — 3p + 14 

Doppelpuncte. Die Ebene hat also mit der Doppelcurve einen vierpunctigen Contact in 
m und einen dreipunctigen Contact in jedem der p — 6 Durchschnittspuncte von t mit der 
ebenen Curve (p — 3)-ter Ordnung. Folglich haben die Curven (v) und (i) in m dieselbe 
Singularitat, das heisst, dieselbe Tangente t mit dreipunetigem Contact und dieselbe Oscu- 
lationsebene mit vierpunctigem Contact. Die stationSxe Tangente t trifft die Curve (4) 
in p — 6 stationSren Puneten, und die Tangenten in diesen Puneten liegen in der Oseula- 
tionsebene von m. 
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Der namliche Punct m, in dem die Curven (v) und (4) von der stationaxen Geraden t 
osculiert werden, ist fur die Developpable F dreifacli, weil eine beliebige Ebene durch t 
F in einer Curve schneidet, die mit drei Zweigen durch m geht, das heisst, jede Gerade 
durch m hat hier einen dreipunctigen Contact mit F. Die Geraden, welche in m mit F 
einen vierpunctigen Contact haben, liegen in der Osculationsebene, das heisst (71), [18] 
der Beruhrungskegel von F in m reduciert sich auf diese Ebene dreimal gezahlt. Es folgt 
noch (85), dass die zweite Polarflache eines beliebigen Poles in Bezug auf F durch m geht 
und in ihm jene Ebene zur Tangentialebene hat. Ausserdem bemerke man, dass jeder 
Punct, der der Geraden t und der Curve V in der Ebene ot gemein ist, fur I dreifach sein 
muss und also auch in der zweiten Polarcurve von o in Bezug auf I iiegt; folglich hat die 
zweite Polarflache von o in Bezug auf F in xtx eine vierpunctige Beriihrung mit L Man 
hat also : 

Die zweite Polarflache eines beliebigen Poles in Bezug auf eine Developpable hat einen 
vierpunctigen Contact mit der Cuspidalcurve und mit der Knotencurve in dem Puncte, in dem 
diese Curven von jeder stationdren Generatrix osculiert werden. 

Die p — 6 Puncte, in denen t die Curve (S) trifft, sind fur F dreifache Puncte nach dem 
namlichen Eaisonnement, das wir schon fiir den Punct xn angewandt haben; daher geht 
die zweite Polarflache von o durch diese Puncte. 

Wenn r einer dieser Puncte ist, in denen t von der Geraden geschnitten wird, welche 
die Curve (v) in n beruhrt, so ist der Tangentialkegel von F in r aus der doppeltgezahlten 
Osculationsebene der Curve (v) in m und der Osculationsebene in n zusammengesetzt. Die 
gemeinschaftliche Gerade dieser Ebenen ist die Cuspidaltangente der Curve (?) in x', und 
durch sie geht die Tangentialebene in r der zweiten Polarflache von o in Bezug auf F; also 
zahlt r fiir drei Durchschnittspuncte der Curve (?) mit der obengenannten zweiten Polar- 
flache. 

101. Es sei jetzt t eine der o) Doppelgeneratrisen, m, m' ihre Beriihrungspuncte mit 
der Curve (v), und man wende auf sie dieselben Betrachtungen an, die wir fur eine sta- 
tionare Generatrix durchgefuhrt haben. Die Ebene of gibt hier eine Curve V von der Ord- 
nung p — 2 und der Classe p- mit v 6 — 4 Spitzen, also mit 

l^(p_ 2 )(p— 3)— [t— 3(v + 6— 4))=4-hco— 2p + 9 

Doppelpuncten, von denen to — 1 in den &» — 1 andere Doppelgeneratrixen liegen, wahrend die 

andern £ 2p + 10 der Knotencurve angeliSren- Die Curve I' hat in jedem der Puncte m, 

xn' mit t einen dreipunctigen Contact, weil diese Gerade in zwei Paar unmittelbar folgenden 
Tangentialebenen Uegt, und folgHch faUen von den p, Tangenten von I', die von einem be- 
liebigen Puncte p von i ausgehen, zwei mit pm und zwei andere mit pm' zusammen. 
Es folgt, dass < die 1' in andren p— 2— 2.3 Puneten trifft, das heisst, die Doppelgeneratnx t 
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schneidet p — 8 einfache Generatrixen. Die ebene ct hat folglich mit der Knotencurve 
2(p — 8) Durchschnittspuncte, die zu zwei und zwei in obengenannten p — 8 Puncten 
vereinigt sind, und 6 Durchschnittspunete, die zu drei und drei in die Puncten trt, zu- 
sammenfallen *). Also hat t in nt und in tn' einen dreipunctigen Contact mit der Curve (|). 

Da m ein dreifacher Punct von F ist, so geht die zweite Polarflache von o in Bezug auf 
F durch m. Ausserdem hat diese zweite Polarflache, da jeder gemeinschaftliche Punct von 
i und V jfur den voUstandigen Durchschnitt der Ebene ot mitF dreifachist, in w einen drei- 
punctigen Contact mit i Diese Gerade hat aber in diesem Punct e eine zweipunctige Beriih- 
rung mit der Curve (v) und eine dreipunctige mit der Curve (^); folglich hat man: 

Die zweite Polarflache eines ieliebigen Punetes in Bezug auf eine Develo^pahle geht durch 
die Beruhrmigspmicte der Cuspidalcurve mit ihren Dopjpeltangenten und hat daselhst eine 
zweipunctige Berilhrimg mitjener Curve und eine dreipunctige mit der Knotencurve. 

Die p— 8 fur P dreifachen Puncte, in denen t andere Generatrixen schneidet, sind fiir 
die Curve (4) Doppelpuncte. Ist in der That r einer von ihnen, in dem t von der Tangente 
der Curve (v) in n getroffen wird, so wird dort die Curve (S) von den beiden Geraden 
beruhrt, langs deren die Osculationsebene in n die Osculationsebenen in m und m' schnei- 
det. Folglich stellt jeder dieser p — 8 Puncte zwei Durchschnittspunete der Knotencurve 
mit der zweiten Polarflache von o dar. 

Schneidet man die Flache F durch die Osculationsebene der Curve (v) in m, so besteht 
der Sehnitt I aus der Geraden dreimal genommen und einer Curve (p — 3)-ter Ordnung 
und (p- — l)-ter Classe mit v-|-6 — 5 Spitzen, welche mit ^ in m eine zweipunctige und in m' 
eine dreipunctige Benihrung eingeht. Diese Curve hat also 

^((P— 3) (P — 4) — (ft— 1)— 3(v + e — 5)j = ^ + co — 3p+14 

Doppelpuncte, von denen 4 — 3p-f 15 der Knotencurve angehoren. Die andern Durch- 
schnittspuncte der schneidenden Ebene mit der Curve (i) sind die p— 8 genannten Puncte, 
jeder dreimal gezahlt, und die Puncte m, m' zusammen als 9 Puncte gezaMt, namlich m 
sechsmal und at' dreimal. Die Ebene also, welche die Curve (v) in tn osculiert, hat dort 
einen seehspunetigen Contact mit der Curve (i) und ausserdem mit derselben Curve eiuen 
dreipunctigen Contact in p — 7 andern Puncten, von denen einer trt' ist. 


♦) Dass die Curve (-) dttreh m, m' geht, ergibt sieh auch, wenn man beachtet, dass z. B. 
ni fiir P ein dreifacher Punct ist, weii sich in ihm drei Tangenten der Curve (v) sclmeiden, nam- 
beb die Tangenten in m, im unendlioh nahen Puncte von tn und im Puncte m'. Also besitzt 
der von einer bebebig durch m gelegte Ebene auf P erzeugte Sehnitt bier drei Zweige, von denen 
zwei dnreb die Spur der Osculationsebene in tu und der dritte von der Spur der Osculationse- 
bene in m' beruhrt werden. Es folgt, dass m so viel als eine Spitze und zwei Knotenpuncte 
des Sebnittes gilt; und folgbcb geht ausser der Curve (v) und einer der u) Doppelgeraden aucb 
die Curve (5) durch m. 
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102. Es sei jetzt m ein Doppelpunct der Cuspidaleurve ; t, H die Tangenten und P, P' 
die Osculationsebenen der beiden Zweige der Curve. Bezeichnen wir durch t\ die zu 
t, t' unendlich nahen Generatrixen von F, so sieht man unmittelbar, dass m ein vierfacher 
Punct der Flaehe F ist, weil er in vier Generatrixen t, t\ i\ liegt. Es ist gleicbfalls Idar, 
dass txx auch fiir die Knotencurve vierfach ist, weil er den Durchschnittspunct von vier 
Paar nicht unmittelbar folgenden Generatrixen tt, ft\, t'tj, darstellt. Die Geraden, 
welcbe in txt einen fiinfpunctigen Contact mit F haben, liegen sammtlich in den Efaenen 
P, P'; folglich stellen diese Ebenen, zweimal gezablt, den Beriihrungskegel von F im vier- 
fachen Puncte dar. Die zweite Polarflache eines beliebigen Punctes o in Bezug auf F hat 
in m einen Biplanarpunct, und die beiden Tangentialebenen gehen durch die Gerade PP', 
welche zugleich die Tangente der Curve (4) in diesem Puncte ist. 

Hieraus ergibt sich gerades Wegs, dass in m vier Durchschnittspuncte der Curve (v) 
mit der zweiten Polarflache vereinigt sind. 

103. Ein stationarer Punct der Curve (v) ist fiir F dreifach, da jede Gerade, die durch 
diesen Punct gezogen ist, in ihm drei aufeinanderfolgende Generatrixen schneidet. Der 
Tangentenkegel von F in diesem Puncte besteht aus der dreimal genommenen Ebene, die 
in ihm einen vierpunctigen Contact mit der Curve (v) hat, weil diese Ebene der Ort der Ge- 
raden ist, die in genanntem Puncte mit F einen vierpunctigen Contact haben; folglich geht 
die zweite Polarflache von o durch diesen Punct und hat in ihm genannte Ebene zur Tan- 
gentialebene. Also haben wir: 

Die zweite Polarflache eines beliebigen Poles o in Bezug auf eine Developpable, Jiat mit 
der Cuspidaleurve in iJiren Stillstandspuneten eine vierpunctige Beruhrung, 

104. Die Puncte der Curve (v), durch welche die zweite Polarflache von o geht, sind 
diejenigen, deren Quadripolarflachen durch o gehen, und diejenigen, deren Quadripolar- 
flachen unbestimmt werden. Die ersten Puncte sind diejenigen, in denen die Curve (v) von 
den [JL Tangentialebenen von F osculiert wird, die durch o gehen. Die zweiten Puncte da- 
gegen sind fiir die Fl^che dreifach Oder vierfach (71), das heisst, sie liegen in drei Oder vier 
Generatrixen. TJnter diesen Puncten sind in der Cuspidaleurve, ausser den p stationaren 
und den s' Doppelpuncten und ausser den 2ft)+6 Beruhrungspuncten der doppelten und 
der stationaren Tangenten, auch die X Puncte, in denen zwei aufeinander f olgende Genera- 
trixen von etner nicht unmittelbar folgenden zugleich geschnitten werden. Diese Puncte 
sind fiir die Curve (|) stationar, aber fur die Curve (v) nur einfaeh; und diese wird in ihnen 
von der zweiten Polarflache nicht beriihrt. Also hat man: 

Die zweite Polarflache eines beliebigen Poles o in Bezug auf eine Demloppable schneidet 
die Cuspidaleurve in dm Puncten, in welchen diese von Geraden geschnittm wird, die sie 
anderswo beruhrm. 

Auf diese Weise sind die Durchschnittspuncte der zweiten Polarflache von o mit der 
Curve (v) dargestellt durch die Gleichung: 
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y(p — 2) =2 jji -)-46 -[-2 . 2to-|-48'-|-4P-|-X. 

Aus ihr ergibt sieh: 

X=vp — 2([i.-j-'’'-!-26-|-2to-|-28'-)-2P), 

Oder auch mit Hilfe der Formeln von Cayley*): 

X=v(p-}“4) — ^ — 2^, 

105. Wir haben sehon (99) gesehen, dass die zweite Polarflache von o die Knotencuxve 
(i) in den [J.(p— 4) Puneten schneidet, wo diese von den Beruhrungsgeneratrixen der p. 
Tangentialebeuen von F, die dureh o gehen, getroEEen wird. Dies sind diejenigen Puncte 
der Curve (I), deren Quadripolarflachen durch o gehen. Fine solche Polarflache besteht aus 
den zwei Ebenen, welche in demselben Puncte die Flache F beriihren und von denen eine 
durch o geht. 

Die ubrigen Durchschnittspuncte der zweiten Polarflache von o sind Puncte, deren 
Quadripolarflache unbestimmt ist, das heisst, es sind die dreifachen und vierfachen 
Puncte von F, deren Zahlen sind: 

0, 6(p— 6), 2(0, co(p— 8), 8', p, X, T. 

Wir haben schon gesehen, dass jeder der 6, 6(p — 6), 2co, (o(p — 8) Puncte beziuglich fur 
4, 3, 3, 2 Durchschnittspuncte der Knotencurve mit der zweiten Polarflache von o gilt; 
jetzt wollen wir zur Betrachtung der anderen Puncte ubergehen. 

106. Es sei m ein Doppelpunet der Cuspidaleurve und man halte die Benennungen der 
Nr. 102 fest. Eine beliebig durch m gelegte Ebene M schneidet F in einer Curve I von der 
Ordnung p und der Classe p., die in m einen vierfachen Punct hat (vier Doppelpuncten 
und zwei Spitzen gleiehgeltend); in ihm werden zwei Zweige von der Spin' von P und die 
beiden andern von der Spur von P' beriihrt. Geht die Schnittebene durch die Tangente t, 
so zerfallt der Schnitt I in die Gerade t und eine Curve V der (p — l)-ten Ordnung und p.-ter 
Classe, die in m einen dreifachen Punct hat.Dort hat ein Zweig t zur Tangente, wahrend 
die beiden andern von der Spur von P' beriihrt werden. Die Ebene schneidet die Linie 
(v-|-6) anderswo noch in v + 6 — 3 Puneten, die Spitzen von I’ bilden, und da m fiir zwei 
Doppelpuncte und eine Spitze zu zahlen ist, so hat V noch andere 

2^(P (P P" ^ (''“H® 2)j — 2 = ?-(-(o — p+2 

Doppelpuncte, von denen i — p-{-2 in der Curve (?) hegen. Von den andern p — 2 Durch- 
schnittspuneten dieser Curve mit der Ebene sind 4 im Puncte m vereinigt und p — 6 


*) Das heiaat, indem man for p den gleiobgeltenden Ausdruck 3 (p — v) + p — 6 setet (97). 
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befinden sieh in den andern Durebscbnittspuncten von t und I', das heisst t trifit ausser t 
nocb p — 6 Generatrixen und hat folglich in m mit I einen fiinfpunetigen Contact. 

Wir setzen jetzt voraus, die sehneidende Ebene fiele mit der Tangentialebene P zusam- 
men. Dann ist der Sehnitt I aus der zweimal genommenen Geraden t und einer Curve f der 
(p — 2)-ten Ordnung und (p, — l)-ten Classe zusammengesetzt, die in m einen dreifachen 
Punct hat — weU alle durch m in der Ebene P gezogene Geraden in ihm mit F eine funf- 
punctige Beriihrung eingehen — ; m dim wird ein Zweig von t beruhrt, und die andern 
beiden von der Geraden PP'. Die Curve T' hat andere v + 6 — 4 Spitzen, sie besitzt also 
ausser den beiden Lu m vereinigten Doppelpuneten noch 

2^(p — 2) (p — 3) (p. — 1) — 3(v-(-e — 3)j — 2 = S + w — 2p + 6 

andere. Die iibrigen 2p — 6 Durchsehnittspuncte von P mit der Curve (|) werden von den p — 6 
Puncten, in denen f andere Generatrixen von F als t' schneidet, und dem Puncte m gebU- 
det; folglich hat die Ebene P mit der Curve (I) einen zweipunctigen Contact in jedem der 
genannten p — 6 Puncte und einen seehspunctigen Contact in m. Ein ahnlicher Schluss 
lasst sich fur die Ebene P' machen, und folglich [®’] hat die Gerade PP' mit der Curve (i) 
im Puncte m sechs vereinigte gemeinschaftliche Puncte. *) Diese Gerade ist aber auch 
die Durchsehnittsgerade der Tangentialebenen der zweiten Polarflache von o in dem 
Biplanarpuncte m; und also haben wlr: 

Ein Doppelpunct der Cuspidalcurve ist fur die Knotencurve vierfaeh und gilt fur zwdlf 
Durchsehnittspuncte der letsteren Curve mit der zweiten Polarflache eines ieliehigen Poles in 
Bezug auf die gegeiene Developpaile. 

107. Ist xxt einer der p StUlstandspuncte der Curve (v), und t die entspreehende Tan- 
gents, so schneidet die Ebene, welehe F langs t beruhrt, die Curve (v) in anderen v — 4 Punc- 
ten, das heisst, die Curve (p — 2)-ter Ordnung, welehe F und genannter Ebene gemein ist, 
hat wohl noch v+e — 3 Spitzen, wie im AUgemeinen fur eine ganz beliebige Tangential- 
ebene, aber eine derselben faUt auf m. Die ebene Curve hat in m die Tangente t, von der 
sie noch in p — 6 anderen Puncten geschmtten wird, und da sie ausserdem von der (p, — l)-ten 
Classe ist, so hat sie 

i((p— 2)(p-3) — (ft— l)-3(v+6-3))=H-<o— 2p-i-8 

*) Eine beliebig duxeb die Gerade PP' gelegte Ebene schneidet F in einer Curve I von der 
p-ten Ordnung und der |i.-ten Classe mit vier in m sich kreuzenden Zweigen und einer einzi- 
gen Tangente PF, mit der sie in diesem Puncte einen seehspunctigen Contact hat. Dieselbe E- 
bene triSt die Cuspidalcurve in andern v — 2 und die Knotencurve in andern ^ — 6 Puncten. Die 
Curve I hat also in m eine Singularitat, welehe 6 Doppelpuneten und 2 damit vereinigten 
Spitzen entspricht und folglich die Verminderung um 6-2-1-2.3=18 in der Classenzahl und 
von 6.6-|-2.8=52 in der Zahl der Wendepuncte hervorbrlngt. 
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Doppelpuncte, und folglich beriihrt die Ebene, welche in m einen vierpunetigen Contact 
mit der Curve (v) hat, die Curve ($) in m und in anderen p — 5 Puncten der Geraden t. 
Die namliche Ebene beriihrt in m die zweite Polarflache von o, und man hat also: 

Die zweiie Polarflache ernes helieiigen Poles in Bezug auf eine Developpable beruhrt die 
Knofencurve in den StUlstandspuncten der Cuspidalcurve. 

Eine beliebig durch die Cuspidaltangente t der Curve (v) gelegte Ebene schneidet F 
in dieser Geraden t und in einer Curve (p — l)-ter Ordnung und [r-ter Classe, fur welche m 
die Verenigung einer Spitze und eines Doppelpunetes darstellt *); es gibt ausserdem noch 
v-fO — 3 andere Spitzen und folglich 

l((p— 1) (p_2)-ir-3(y+e-2)j-l=? + ®— p + 3 

Doppelpuncte. Die Gerade t trifit nur p — 5 von ihr selbst verschiedene Generatrixen, das 
heisst, sie schneidet die ebene Curve in p — 5 Puncten — Oder hat auch in m mit ihr einen 
vierpunetigen Contact — und folglich hat die Ebene mit der Curve (S) einen zweipunctigen 
Contact in m. Also erhalt man : 

In den stationdren Puneien der Cuspidalcurve einer Developpahlen hahen die Cuspidal- 
und Knotencurve dieselhen Tangenten, 

108. Es sei jetzt m einer der X Puncte der Curve (v), die in zwei Tangenten liegen. 
Es sei t die Tangente in m und f die andre Tangente, die auch durch tn geht. Der Bertih- 


Eine beliebige Ebene schneidet F in einer Curve I der p-ten Ordnung und }i-ter Classe 
mit 5 Knotenpunoten und v-j-6 Spitzen, woraus man 

g+co)— a(v+ 6) 

zieht. Oeht die Ebene durch einen der a Beriihrungspuncte der stationaren Ebenen, so haben 
wir in ihm eine Spitze, einen Knoten- und einen Wendepunct vereinigt. Die Curve I hat in 
diesem Puncte zwei Zweige, weil der Punct fur P ein Doppelpunct ist, mit derselben Tangente, 
deren Beruhrung ferner vierpunctig ist, da diese Tangente in der Wendeebene liegt. Man hat 
so in der Curve I eine Singularitat, welche die Verminderung 3-4-2 in der Classe imd 8-^6+! m 
der Zahl der Wendepuncte hervorbiingt. 

Geht die schneidende Ebene durch einen der p stationaren Puncte der Curve (v), so hat in 
ihm die Curve I drei Zweige, die von derselben Tangente vierpunctig beriihrt werden. Diese Sin- 
gulantat umfasst zwei mit einem Knotenpimct vereinigte Spitzen. 

Geht die schneidende Ebene durch einen der X stationaren Puncte der Curve (g), so erhalten 
wir in ihm drei Zweige der Curve I mit zwei verschiedenen Tangenten, eine Singularitat, welche 
der Vereinigung einer Spitze mit zwei Knotenpuncten entspricht. 

Geht die schneidende Ebene durch einen der 0 Beruhrungspimcte der Curven (v), ($) mit 
den stationaren Geraden, so hat in ihm die Curve I drei Zweige, die von derselben Tangente 
vierpunctig beruhrt werden, und diese Singularitat entspricht zwei mit einem Knotenpunct 
vereinigten Spitzen. U. s. w., u. s, w. 
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rungskegel von F inm — oder auch (71) die cubische Polarflaehe von m — ist dann aus 
drei Ebenen zusammengesetzt, von denen zwei mit der Ebene zusammenfallen, ■welcbe F 
langs t beruhrt, und die dritte ist die Tangentialebene langs Die Durchschnittsgerade f 
dieser beiden Tangentialebenen ist die Cuspidaltangente der Knotencurve in m. 

Die zweite Polarflaehe von o geht durch m und wird dort von einer Ebene, die durch 
t" geht, beruhrt, das heisst, von einer Ebene, welche mit der Curve | einen dreipunctigen 
Contact hat; folglich hat man: 

Die zioeite Polarflaehe eines lelieUgen Poles in Bezug auf eine Developpalle hat mil der 
Knotencurve in jedem Punete einen dreipurkctigen Contact, loeleher fur diese ein StUlstands- 
punct und fur die Cuspidaleurve ein einf ocher Punet ist. 

109. Jeder der dreifachen Punete von F, in dem drei getrennte Generatrixen zusammen- 
laufen, ist offenbar fur die Curve (?) ebenfalls dreifach und ist aueh ein Punet der zweiten 
Polarflaehe von o. 

Die Durchschnittspunete der zweiten Polarflaehe von o mit der Curve (i) werden daher 
durch folgende Gleichung reprasentiert: 

5(p — 2)=[x(p— 4) + 2P-J-3X+3 t+46+36(p— 6)+3.2a)4-2&>(p— 8) + 128'. 
Setzt man hierin fur X semen Werth (104), so entsteht: 

3t=(|— | i— 3v-38 — 2w)(p— 2) + 8{iu+20e4-10p + 18to. 

Mittelst des Princips der Dualitat erhalt man aus den Zahlen X, t folgende andere 
Zahlen: 

X,=p.(p + 4)-6(p + a)-4(a)-fY')-26, 

3'Ci=(7j — V — 3{i — 36 — 2(o) (p — 2) + 8v-|-206+10a-j-18to, 

wo Xi die Zahl der Ebenen bedeutet, von denen jede die Curve (v) in einem Punete oscu- 
liert und in einem andern beruhrt, und Tj die Zahl der Ebenen, welche die Curve (v) in drei 
getrennten Puneten beriihren. 

110. Existieren auf einem Kegel l-ter Ordnung zwei Curven, die nieht durch den Schei- 
tel gehen und jede Generatrix bezuglich in a„ Gj Puneten schneiden, so ist die Zahl der 
beiden Curven gemeinschaftlichen Punete gleich ^ajCa. Diese Behauptung, die an sich 
klar ist, wenn die beiden Curven die Durchschnitte des Kegels mit zwei Flaehen bezuglich 
der Oj-ten, Oj-ten Ordnung sind, nehmen wir hier fur allgemeingiltig an. 

Dies vorausgesehiekt bemerke man, dass der Perspectivkegel der Knotencurve (I) vom 
Scheitel o mit der Developpablen F die Curve (S) gemein hat, die zweimal zu zahlen ist, 
und also diese Flache noch in einer anderen Curve e der 4(p — 2)-ten Ordnung schneidet, 
die mit jeder Generatrix des Kegels p — 2 Punete gemein hat. Nimmt man auf jeder Genera- 
trix des Kegels die harmonischen Mittelpuncte des (p — 3)-ten Grades des Systems der (p — 2) 
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Puncte von c in Bezug auf o als Pol, so ist der Ort dieser harmonischen Mittelpunete — ge- 
nau wie fiir die ebenen Curven *) — eine Curve e' von der i(p — 3)-ten Ordnung und hat 
niit jeder Generatrix des Kegels p — 3 Puncte gemein. Die beiden Curven e, e' haben 

— 2)(p— 3) Puncte gemein, und -zwar die folgenden: 

a. Die Beruhrungspuncte der Curve e mit Tangenten, welche gleichzeitig Generatrixen 
des Kegels (i;) siud. Aber die Tangenten, welche sich von o,an F ziehen lassen, haben ihre 
Beruhrungspuncte auf p, Geraden (Generatrixen von F), welche (13) den Kegel (4) in 
[ 1 ,( 5 — 2p-f-8) Puncten, die nicht auf der Curve ($) liegen, treffen. Diese [Ji(4 — 2p + 8) 
Puncte sind folg'ich ebensoviele Durchschnittspunete der Curven c, c'. 

b. Die Puncte, in welchen die Curve (^) von den v. Doppelgeneratrixen des Kegels (6) 
getroflen wird. Es seien Pi, p, zwei Puncte der Curve (|) mit o in gerader Linie. Wir be- 
trachten die Doppelgeneratrix opiPa des Kegels wie zwei verschiedene Generatrixen 
opi, opz- Die erste derselben triSt zunaehst die Curve (J) in pi, sehneidet dann F in 
zwei mit pa zusammenfallenden Puncten und ausserdem noch in anderen p — 4 Puncten 
Cfi, cfa, ... ; die zweite dagegen sehneidet, naehdem sie die Curve (4) in p* getroffen, die 
Flache F in zwei mit pi zusammenfallenden Puncten und ausserdem noch in anderen 

P — 4 Puncten cfi, q 2 ) Die Ebene, welche durch ounddurehdieTangente der Curve (4) 

in pi (oder in p^) geht, sehneidet die beiden Tangentialebenen von F in p^ (oder in Pi) 
Mngs zwei Geraden, welche in pa (oder in pi) Tangenten der Curve c sind; die beiden Ebe- 
nen, die durch o und bezuglieh durch die Tangenten der Curve (1) in den Puncten pi, pa 
gehen, schneiden die Tangentialebene von F in cj in zwei Geraden, welche die Curve e in 
(jberiihren. Also sind die Puncte Pi , pa, cfi, cja,... sammtlich fiir c Doppelpuncte. 

Auf der Geraden opi, findet man als Puncte der c' die p — 3 harmonischen Mittelpunete 
des Systems Pa, Ps, <ii, q 2 , ... , und auf opa hat dieselbe Curve die p — 3 harmonischen Mt- 
telpuncte des Systems Pi, Pi, qi, qj, ... , folglich enthalt die Doppelgeneratrix opiPa des 
Kegels 2(p — 3) Puncte von c'. Einer davon ist pi, ein andrer pa. Jeder dieser Puncte ist 
fiir e ein Doppelpunet und ein einfacher Punet fur e', und vertritt also zwei Durchschnitts- 
puncte der Curven c, c'. Die x Sehnen der Cmrve (|), welche durch o gehen, geben folglich 
4x Durchschnittspunete der Curven c, c'. 

c. Die Puncte, in denen die Cuspidalcurve (v) und die 6 stationaren Generatrixen von 
F den Kegel (4) treffen. Die Gerade, welche von o naeh dem Puncte p der Curve (I) geht, 
treffe in m die Linie (v-j-S) und ausserdem F in weiteren p — 4 Puncten qi, qa, .. . Da m 
zwei Durchschnittspunete von op mit F darstellt, so ist ttt aueh einer der harmonischen 
Mittelpunete, deren Ort c' ist. Jede Ebene durch xtx trifft in diesem Puncte c in zwei zusam- 
menfallenden Puncten, weil m ein gewohnlicher Punct fur den Kegel (6) und ein Doppel- 


*) Einieitung, N.® 68. 



GRUNDZt)GE EINER ALLGEMEINEN THEORIE DER OBERFLACHEN. 


201 


punct (Uniplanarpunct) fur F ist. Da nun alle Geraden, die mit F einen dreipunctigen Con- 
tact in m haben, in einer einzigen Ebene liegen, so ist die Durchschnittsgerade dieser Ebene 
mit derjenigen, welche den Kegel (4) langs op beriihrt, die einzige Tangente der Curve c 
in m, und m ist folglich fur c eine Spitze. Eine beliebig durch op gezogene Ebene schnei- 
det den Kegel (^) in anderen ^ — 1 Generatrixen, deren eine op' die Curve c in den Puncten 
m', m", q/, q 2 ... trifft. Nahert sich op' unendlicb der Geraden op, das heisst, wird die 
Ebene Tangentialebene des Kegels, so nahern sich die Puncte q/, q 2 ', ... unendlicb den 
Puncten qi, q 2 , ... und die beiden andern m', m" nahern sich unendlich dem Puncte m 
und also auch sich selbst untereinander. Wenn sich aber die Puncte m', m" in einen verei- 
nigen, so fallt auch einer der harmonischen Mittelpuncte auf op' mit ihm zusammen, das 
heisst, die beiden Curven e, d haben in m dieselbe Tangente mm' oder mm". Folglich re- 
prasentiert m drei Durchschnittspuncte der Curven c, d. Die Zahl der zu m analogen 
Puncte ist gleich der Zahl der scheinbaren Durchschnittspuncte der Curve (I) mit der Linie 
(v + ^). Die Curven (^)und (v) haben gemein: 

1. die Benihrungspuncte der a stationaren Ebenen; 

2. die j3 Cuspidalpuncte der Curve (v); jeder derselben zahlt fiir drei Durchschnitts 
puncte der beiden Curven, weil diese in ihm dieselbe Tangente haben (107); 

3. die X Cuspidalpuncte der Curve (^); jeder von ihnen zahlt fur zwei Durchschnitts- 
puncte, weU in ihnen die beiden Curven nicht dieselbe Tangente haben; 

4. die 6 Beruhrungspuncte der stationaren Tangenten; jeder derselben zahlt fiir drei 
Durchschnittspuncte, weU in ihnen die beiden Curven drei Puncte in gerader Linie 
gemein haben; 

5. Die 2(0 Beruhrungspuncte der Doppeltangenten; jeder derselben zahlt fiir zwei 
Durchschnittspuncte, weil in ihnen die beiden Curven (v) und (?) dieselben Tan- 
genten haben; 

6. Die b' Doppelpuncte der Curve (v), welche, als vierfache Puncte der Curve (?), 2.4. b' 
Durchschnittspuncten gleich gelten. 

Die Zahl der scheinbaren Durchschnittspuncte der Curven (?), (v) ist daher 
V? — a— 3p— 2X— 36— 4(0— 88'. 

Jede der 6 stationaren Geraden hat (100) mit der Curve (?) einen dreipunctigen Con- 
tact und ausserdem p — 6 gemeinschaftliche Puncte, von denen Jeder fiir die Curve (?) 
station^ ist und folglich zwei wirkliche Durchschnittspuncte darstellt. Die Zahl der 
scheinbaren Durchschnittspuncte der Curve (?) mit der station^en Geraden ist also 

e-2(p-6)-3, 

und folglich ist die Zahl der scheinbaren Durchschnittspuncte der Curve (?) mit der Linie 
(v-j-6) gleich 

v^-a— 3p— 2X— 36— 4®— 88'+6(?— 2p+9). 



202 


GBUNDZt'GE EINEB ALLGEMEINEN THEOEIE DEE OBEEFLICHEN. 


d. Die Puncte, iu deiieii die w Doppelgeneratrixen von F den Kegel (S) treffen. Wenn 
die von o naeh einem Puncte p der Curve ($) gezogene Gerade die Doppelgeneratrix t in 
ut trifft, so gilt ux fur zwei Durehsclinittspuncte von op> mit F und ist daher ein Punct 
der Curve c', des Ortes der harmonisehen Mittelpuncte. Ferner ist xn fur die Curve c ein 
Doppelpunct, weil diese in ihm zwei Tangenten besitzt, welehe die Durchsclinittsgeraden 
der Tangentialebene des Kegels (s) langs op mit den Tangentialebenen von F langs t sind. 
Die Gerade t bat mit der Curve (?) zwei dreipunetige Benibrungen und ausserdem noeh 
fj — 8 gemeinsame Puncte, die fiir genannte Curve Doppelpuncte sind; folglieb ist die Zahl 
der sebeinbaren Durcbscbnittspuncte dieser Curve mit den w Doppelgeneratrixen gleich 
co($ — 2(p — 8) — 2.3), das heisst <o(4 — 2p-|-10). Jeder dieser Puncte zahlt fur zwei 
Durcbscbnittspuncte der Curven c, c'. 

e. Die Doppelpuncte der Curve (v), welebe fur die Curve (i) vierfach sind. Ist m einer 
dieser Puncte, so ist ottt eine vierfache Generatrix des Kegels ($). Wir wollen diese Ge- 
rade so anseben, als sei sie durch Uebereinanderlagern von vier verscbiedenen Generatrixen 
erzeugt: in jeder derselben fallen zwei von den p — 2 Puncten der Curve emit m zusam- 
men, folglieb ist m aucb einbarmoniseher Mittelpunet, das beisst ein Punct von e'. Der Punct 
m reprasentiert fiir die Curve e und auf jeder der vier Generatrixen einen Doppelpunct mit 
zusammenfallenden Tangenten, wed die Tangenten die Durebsebnittsgeraden der Tangen- 
tialebene des Kegels (4) langs om mit den Tangentialebenen der Developpablen in m sein 
warden, und diese Geraden zusammenfaDen,.da diese drei Ebenen dureb eiu und dieselbe 
Gerade geben. (In der That ist die einzige Tangente der Curve (i) in m genau der Durcb- 
schnitt der beiden Tangentialebenen von F). Also gilt m fiir 3.4 Durcbscbnittspuncte der 
Curven c, d. 

111. Die Durcbscbnittspuncte der Curven c, c sind also dureb folgende Gleicbung 
ausgedruckt: 

S(p— 2)(p— 3)=p,(|— 2p-f-8)-{-4x-f3(v4— a— -3p — 2X— 36— 4(0— 88') 

-f36($— 2p+9) + 2(o(S— 2p-|-10)-hl28'. 

Aus der dritten Gleicbung der Nr. 97 erbalt man aber: 


p(p— 1)- p.—3(v-f 6)— 2(0 = 24, 

also: 

21(1— 2p-f3)=— 2iJ.(p— 4)-i-4x-3(a+3;5+2X)— 6e(p— 3)-4(o(p— 2)— 128'. 

Addiert man diese Gleicbung zu der mit 4 multiplicierten ersten Gleicbung iu Nr. 109, und 
setzt fur p den aquivalenten Ausdruck (97): 


so erbalt man: 


6p— 8(i.-j-3a — 20, 


4(4 — 1)— 2x — 2(o(p — 8) — 3X — 36(p — 6) — 6t — 188'=p([i — 3) — 3 a. 
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112. Daraus ergibt sich sogleich die Classe der Curve ( 5 ). Diese Curve hat % scheinbare 
Doppelpuncte, w(p — 8) wirkliche Doppelpunete, — 6) stationare Punete, z dreifache 

und s' vierfaehe Punete, von denen jeder sechs Doppelpuncten und zwei Spitzen gleich gilt 
(106, Anmerhing). Ausserdem hat die Curve (^) noch veeitere 7 ' Doppelpuncte entsprechend 
den Ebenen, welche F langs zwei verschiedener Generatrixen beriihren. 

Betrachten wir nahmlich eine solche Ebene, welche die Curve (v) in zwei Puncten m, 
m' oseuliert und F langs der beiden Geraden jtm, nm' beriihrt. Diese Ebene sehneidet F 
langs einer Curve I der (p — 4)-ten Ordnung und (p. — 2)-ter Classe, mit v + 0 — 6 Spitzen, 
also im Besitz von 

i((p-4)(p-5)-(p.-2)-3(v-f-e-6))=i-h«-4(p-5) 

Doppelpuncten. Der Punct tt ist fiir den voUstandigen Sehnitt vierfaeh und steUt also vier 
Durchschnittspuncte der Ebene mm'« mit der Knotencurve dar, und folglich fallen die 
iibrigen 4(p — 6) Durchschnittspuncte zu zwei und zwei auf die Durchschnittspuncte von I 
mit den Geraden mn, m'n; das heisst, jede von diesen Geraden beruhrt 1 in einem Punete 
(m Oder nt') und sehneidet sie noch in andern p — 6 Puncten. Die Ebene mm'n hat also mit 
der Knotencurve inn eine vierpunctige Beruhrung und noch 2(p — 6) andere zweipunctige 
Contacte, und jede der Geraden nm,nm' trifft nieht mehr als p — 6 andere Generatrixen. 
Schneiden wir also die Curve (^) durch eine Ebene, die dureh nm geht oder auch durch 
nm', so gilt n immer fiir zwei zusammenfallende Durchschnittspuncte; das heisst n ist 
em Doppelpunct fiir die Curve (6). Man sieht nun leieht, dass die beiden Tangenten dieser 
Curve m n in der Ebene mm'n enthalten sind und mit den beiden Generatrixen nm, nm' 
ein harmonisches Buschel bilden *). 

Dies vorausgesetzt, ist mit Eiicksicht auf die letzte Gleichung der Nr. Ill die Classe der 
Knotencurve, das heisst die Ordnung der Developpablen, welche von ihren Tangenten 
erzeugt wird, gleich 

• p(p, — 3) — 3a — 27 '. 

Gemass dem Dualitatsprincip ist dann die Ordnung der doppeltberuhrenden Developpa- 
blen der Curve (v) gleich 

p(v_3)— 3p— 28’. 

*) Die correlative Eigensehaft ist: Wenn die Curve (v) einen Doppelpunct m hat, so beruhrt 
die Ebene der beiden Tangenten die doppeltberuhrende Developpable (die von der Classe r; 
ist) langs zwei Geraden, welche durch ui gehen, und den beiden Tangenten der Cuspidaleurve 
harmonisch conjugiert sind. {^] Diese beiden Geraden sind die Spuren der Ebenen, welche in 
nt mit der Knotencurve einen siebenpunctigen Contact haben. 
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Capitel T. 

• Projectivische FlachenMsehel. 


IIS. Die Zahl 8 der Geraden, die dutch einen festen Punct c> gehen, und Jede die Durch- 
schnittscurve zweier Flachen F^j, Fv_. in zwei Puncten treffen, kann man auch direct, 
wie folgt, bestimmen. 

Wie es schon anderswo (77-79) gezeigt ist, bilde man fur Jede der beiden gegebenen 
Flachen die Reihe der perspectivischen Flachen F'vu F'^, und die Reihe der abgeleite- 
ten Flachen 3^—x entsprechend den versehiedenen Werthen eines gewissen 

Doppelverhaltnisses und zwar unter Benutzung des Poles o und einer willkurlichen Ebene 
P. Die so bestimmten vier Reihen von Flachen sind projeotivisch, wenn man nur als ent- 
sprechende Elemente diejenigen Flachen annimmt, die ein und demselben Werthe des Dop- 
pelverhaltnisses entsprechen. 

Die Ordnung und der Index der Reihen, die dutch die Flachen F'^i, F'v, gebildet 
werden, sind Vi, v^, und also ist *) der Ort der gemeinschaftlichen Curve zweier entspre- 
chender Flachen dieser Reihen von der 2viV»-ten Ordnung. In diesem Orte ist ferner die 
Ebene P VjVi-mal enthalten. Denn die Vi Flachen der ersten Reihe und die % Flachen 
der zveiten Reihe, velehe durch einen beliebigen Punct p von P gehen, fallen mit der E- 
bene P zusammen, veil aUe Flachen Jeder Reihe durch ein und dieselbe Curve, die in der 
Ebene P liegt, gehen. Der Punct p gehort daher Vj Flachen der ersten und Flachen der 
zweiten Reihe an, und Jede beliebige der letzten kann als Jeder beliebigen der ersten ent- 
sprechend angenommen werden; also ist auch p eiu (vi v^J-facher Punct fur den durch diese 
beiden Reihen erzeugten Ort. 

Dieser Ort ist, von der Ebene P abgesehen, aus einer Flaehe ViV^-ter Ordnung gebU- 
det, die nichts Anderes ist, als der Kegel K, dessen Scheitel in o liegt, und dessen Direc- 
trix die Curve (viVj) ist, welche beiden Flachen gemein ist; denn dieser Kegel geht durch 
die gemeinsame Curve irgend zwei entsprechender Flachen F„j, F^^. 

In ahnlicher Tfeise erzeugen die beiden Reihen der eine Flaehe S von 

der Ordnung (vi— l)(v,— 1). Nun gehort jeder den Flachen F„, und gemein- 

schaftliche Punct auch der entspreehenden Flaehe F',,i an, und ebenso Jeder den Flachen 
F,^ und ,5^—1 gemeinschaftliche Punct auch der entspreehenden Fv^, und so muss also 
Jeder Punct a', der auf dem Orte S liegt — und daher in zwei entspreehenden Flachen 
Mi- 1 , Mi -1 — und in der Curve F„,F,,j, auch in zwei entspreehenden Flachen F'„,, 

liegen. Der Strahl oa' enthaJt folglieh ausserdem noch einen Punct a, der F,,i und 


♦) Binleihtng, Nr. 83. 
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Fy, gemein ist, das heisst, dieser Strahl trifft die Curve in zwei getrennten Puncten. 
Ich sage getrennt, weil zwei homologe Puncte der Flachen F^ , FV nur zusammenfallen, 
wenn sie in der ersten Polarflache von o in Bezug auf Fy liegen; die beiden Puncte a, a' 
fallen daher nur dann zusammen, wenn Fy^, F»^ mit ikrer ersten Polarflachen einen ge- 
meinsamen Punct haben, oder aueh — wegen der WiUkiirlichkeit des Poles o — wenn Fy^ 
und Fy^ einen vielfachen Punct gemein haben. 

Halten wir also fest, dass o ein ganz beliebig gegebener Punct ist, und dass Fy^, Fy., 
keine gemeinschaftlichen vielfachen Puncte besitzen, wenn sie aueh Benihrungspuncte 
haben, so sind die ViV 2 (vi — l)(v 2 — 1) Durchschnittspuncte von S mit der Curve F.^F,.^, 
zu zwei und zwei mit dem Pole o in gerader Linie, das heisst, durch o gehen 

« = I Vi V2(Vi ~ 1) (V2— 1) 

Sehnen der Curve Fy^Fy,. 

119. Wenn die Flachen Fy^, Fy, einen gemeinschaftlichen Punct a haben, der beziig- 
lich TCi-fach, TCg-faeh ist, so ist im AUgemeinen a fiir die gemeinschaftliche Durchschnitts- 
curve beider Flachen ^CiTUg-fach. Da nun der Strahl oa die Flache Fy^ anderswo nur 
noeh in Vi — 'jzi und Fy^ nur noch in Vg — Puncten trifft, so werden in a 

(vi— 1)— (vi — 7ri)=^i — 1 

Flachen i mit der ersten Polarflache von o in Bezug auf Fy^ zusammenfallen und 
ebenso 

(Vg 1) — ( Vg — %) = % — 1 

Flachen mit der ersten Polarflache von o in Bezug auf Fy,. 

Fine beliebige von diesen — 1 Flachen i kann man als correspondierende 
Flache fiir jede beliebige der — 1 Flachen ansehen, und folglich ist a fiir S em 

— 1)(% — l)-facher Punct und steUt inFolge dessen — 1)(% — 1) Durchschnitts- 

puncte von S und der Curve Fy^Fy^ dar. Die Zahl der Sehnen dieser Curve, welche dtirch 
o gehen ist also 

8 = |(viV 2 (Vi — 1 ) (V. — I)— 5:11^2(5:1 — l)(Xs — l)j 

Unter derselben Voraussetzung, wie wir sie oben gemacht baben, ist der Punet a fur 
alle ersten Polarflachen in Bezug auf bezuglich ( 5 : 1 — l)-faeh und (i:* — l)-fach (85) 

und ist also fiir die Flache (vi-f-Vg — 2)-ter Ordnung, den Ort der Puncte, deren Polare- 
benen fiir die gegebenen Flachen sich auf einer festen Geraden schneiden (117), ein 
( 5 : 1 -}-% — 2)-faeher Punct. Die Tangenten der Curve F^jF., bilden also in diesem Falle 
eine Developpable von der Ordnung 

p=ViV 2 (Vi+V 2 — 2) — 2S — So — 5 : 15 : 2 ( 5 : 1 +% — 2). 
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• 

Haben die beiden Flachen (v,), (v,) einen gemeinschaftlicben Punct a, der fur die Fla- 
chen beziiglich “i-fach, ro-fach ist und 'j--faeh, 'f-faeli fur die Curven (f), {'{!), so dass also 
-L ist, so erhalten wir an Stelle der obigen Gleicbungen (120) folgende anderen: 

V, vj (y , — 1) (vj — 1) — K , zs (z, — 1 ) (zs — 1 ) = 2 (8 + 8' + %) , 

P='f('f—1)— 2(8 + 0)— 3a— <1'(^ — 1), 

p' =?'(?'- 1)— 2 (8' + 5' ) —3 a'- f (tp' - 1) , 

(Vj -|— Vj — 2)^=p+ 1 + 2S +3(3 + (zi + Zo 2) t]i , 

(vi+Va — 2)'f'=p'+i+25 +3(3' + (Zi t-Zj — 2)'^, 

'p(v, — l)(v,— 1 ) — <{i(z,— l)(z, — 1 ) = 28 + X, 

'f ' (v, — 1) (V2 — 1 )— (^ 1 — 1 ) (’^ 2 — 1) = 2 8 ' + X , 

Es hat keine Sehwierigkeit die analogen Gleiehungen fttr den Fall aufzusteUen, dass 
die beiden Flachen sich ISngs drei getrennter Curven schneiden ; u. s. w. 


Capitel YII. 

Projectivische lineare Flachensysteme dritter Stufe. [®®] 


141. Hat man funf Flachen bezuglich von den Ordnungen Vi, Vj, Va, V4, Vs, so bilden 
die ersten Polarflachen der Puncte des Raumes in Bezug auf jene Flachen funf lineare 
projectivische Systeme von den Ordnungen v,— 1, Vj— 1, V3 — 1, v^— 1, V3 — 1. Man hat 
also den Satz (140): 

Der Ort eines Punctes, dessert Polarebenen in Bezug auf fiinf gegeiene Flachen von den 
Ordnungen Vi, v^, V3, v^, v,, dureh denselben Punct gehen, ist eine Raumcurvevon der Ordnung 

'>'1 ■''a + '•'l '■^3 + +V4V3 4 (Vi + V2+ ... +V5) + 10 . 

Diese Raumcurve, die Jacobiana der funf gegebenen Flachen, liegt offenbar auf den Ja- 
cobianen der gegebenen Flachen zu vier und vier genommen. 

1st v=vj=vi=v3=v4=v5, so erhalt man eine Curve von der 10(v — l)®-ten Ordnung, 
den Ort der Puncte, deren Polarebenen in Bezug auf die Flachen eines linearen Systems 
vierter Stufe und v-ter Ordnung dureh den namliehen Punct gehen. Diese Curve Ira-nn 
man die Jacobiana des linearen Systems nennen. 

Ist V5=l, so erhalt man eine Curve von der Ordnung 

ViV*+ ... +VjV4 — 3(v2+ ... +V4 )+6, 
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Ort eines Punctes, dessen Polarebenen in Bezug auf vier gegebene Flachen auf einer gege- 
benen Ebene zusammenlaufen. Sind sie alle von derselben Ordnung v, so findet man dass 
der Ort eines Punctes, dessen Polarebenen in Bezug auf die Flachen eines linearen Systems 
dritter Stufe und v-ter Ordnung in einen Pimct einer festen Ebene zusammenlaufen, eine 
Raumcurve der 6(v — l)“-ten Ordnung ist. 

Fur V 4 ~V 5=1 erhalt man den Ort eines Punctes, dessen Polarebenen in Bezug auf 
drei Flachen sich auf einer gegebenen Geraden treffen. Sind die drei Flachen von der nam- 
lichen Ordnung v, so ist der Ort eine Curve der 3(v — l)^-ten Ordnung. 

Ware V 3 =V 4 =V 5 = 1 , so erhielte man den Ort eines Punctes, dessen Polarebenen in 
Bezug auf zwei gegebene Flachen durch einen festen Punct gehen, das heisst, wir erhal- 
ten den Satz: 

Die Curve der (v^ — l)(v 2 — l)4en Ordnung^ Durchschnitt der ersten Polarfldchen eines 
gegebenen Punctes in Bezug auf zwei gegebene Flachen ^i-ter und vAer Ordnung^ ist die 
Jacobiana folgender funf Flachen: der beiden gegebenen und drei beliebiger Ebenen, ivelche 
durch den gegebenen Punct gehen. 


143. Auch hier kann man als Anwendung dieses Satzes die Jacobiana von sechs gege- 
benen Flachen betrachten, die aus den 

V 1 V 2 V 3 -I- ViV2V4-f- ... — 4(viV2‘-f- ... )-|-l()(vi-4 “ ... ) — 20 

Puncten besteht, von denen jeder die Eigenschaft hat, dass seine Polarebenen in Bezug 
auf die sechs gegebenen Flachen der Ordnungen Vi, y 2 , ... ,V6 durch den namlichen Punct 
gehen. Hierin ist als Specialfall die Zahl der Puncte enthalten, deren Polarebenen in Be- 
zug auf je fiinf, vier und drei der gegebenen Flachen sich bezuglich auf einer gegebenen 
Ebene, einer gegebenen Geraden und in einem gegebenen Puncte treffen. Zum Beispiel 
findet man den Satz: 

Die (vi — l)(v 2 — l)(v 3 — 1) gemeinschaftliche Puncte der ersten Polarfldchen eines 
Punctes in Bezug auf drei gegebene Flachen bilden die Jacobiana folgmder seeks Flachen: 
der drei gegebenen und dreier Ebenen, die durch den gegebenen Punct gehen. 


Zusatz zu N.® 214-. 

Von den beiden cubischen Curven, welche der Hessiana und zwei conjugierten Ebenen 
der Involution gemeinschaftlich sind, enthalt die eine die Puncte c, b' und die andere die 
Puncte c', b (208); folglich sind die beiden cubischen Curven entsprechende Curven (168). 
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Dem ebenen Schnitte, der aus der ersten eubischen Curve und der Geraden besteht, ent- 
spricht (199) das durch die andere cubische Curve und die drei Geraden die im 

Puncte p zusammenlaufen, gebildete System. Folglieh: 

Die eubischen Gurven, die man aiis der Hessiana mittelst Ebenen sehneidet, welche durch 
die Oerade p gehen, sind zu zwei und zicei correspondierende Gurven. Zwei entsprechende cu- 
bische Gurven icerden torn Puncte p aus mittelst desselben Kegels gesehen, der folglieh die ge- 
mischte cubische Polarfliiche der Ebenen beider Gurven ist. 

1st die sehneidende Ebene eine der Doppelebenen der Involution, so entspricht die eu- 
bische Curve, welcbe dann als Durchschnitt mit der Hessiana resultiert, sich selbst; das 
heisst, ibre Puncte c, c' sind zu zwei und zwei entspreebend. Offenbar ist diese Curve die 
Hessiana der cubiseben Curve, langs deren die nambebe Ebene die Fundamentalflacbe 
sehneidet Die Polarebene von c berubrt die Hessiana in c' (183) und gebt folglieh durch 
p ; also Uegen (62) alle Puncte c auf der ersten Polarflache von p, Daraus sebliesst man, 
dass die erste Polarflache von p aus den Doppelebenen der Involution zusammengesetzt 
ist, von denen in 214 gesprochen wurde. 

IVir fiigen noch binzu, dass sammtlicbe gemeine und gemischte cubische Polarflacben 
der durch p gehenden Ebenen in peinen Doppelpunct und ausserdem drei andere Doppel- 
puncte besitzen, die in ein und derselben Ebene durch p und beziiglich auf den Geraden 
pi, Pi, Pii liegen. Eine solche Flache geht in einen Kegel fiber, wenn sie sich auf zwei 
conjugierte Ebenen der obengenannten Involution bezieht. 
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SULLE LINEE DI CURVATURA 
BELLE SUPERFICIE DI SECOKDO GRADO. 


M&morie delV Accademia delle Seieyize dell* Jstituto di Bologna^ eerie III, tomo I (1870), pp. 49-07- 


Consideriamo una superficie algebriea S, dotata della propriety d’essere rappresenta- 
bile ^unto per punto sopra un piano, e siano 7 |, £ le coordinate cartesiane di un punto 
qualunque della superficie, riferita a tre assi obliqui; x^ le coordinate trilineari 

del punto corrispondente nel piano rappresentativo, nel quale siasi formato il triangolo 
fondamentale con tre rette scelte ad arbitrio (purche non concorrenti in uno stesso punto 
a distanza finita, ne infinita). AUora si potranno riguardare i rapporti Xii x.^: come coor- 
dinate curvilinee pel punto di S; e le coordinate S, 73, C saranno esprimibili come segue: 


( 1 ) 




dove a, c, e siano funzioni (algebriche) intere d’uno stesso grado v ed omogenee nelle 

Fra le rette che toccano la superficie nel punto C), supposto che questo non sia un 
punto singolare, distinguiamo le sei seguenti: le due che si dirigono ai punti circolari all’in- 
finito del piano tangente (rette dcliehe); le due che in quel punto oseulano la superficie 
(rette oseulatriei^^ cioe gli assintoti dell’indicatrice di Dupin; e da ultimo i raggi doppi 
dell’involuzione quadratica determinata dalle due coppie precedentL Queste ultime due 
rette saranno le tangenti alle linee di curvatura incrociate nel punto che si considera. 

Formiamo da prima Fequazione che dk le direzioni delle rette cicliche. Dette r/, £ 
le coordinate correnti nello spazio, ed a, 7 i coseni degli angoli fra gli assi, Fequazione 
del cono che dal punto della superficie projetta il circolo imaginario all’infinito sar 4 

-j-2p(C'-C)(l'-S)-|-2T(e-5)(iQ'-7])=0, 
epperd, se questo cono contiene la retta che unisce i punti (i, Tj, C), + 

C-f-dC) della superficie S, aviemo 


Ortmonaf tomo III 


14 
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( 2 ) + 

Ma dalle (1) si eavano le d| , dr^ , dZ proporzionali alle espressioni seguenti 

dxi ( x. ( ae)3 — iC3{ae)^-{- dx^ ^*3 (ae)i — *1 ( + 
+da!3(a;i(ae)2 — x.2{ae)i'j, 
dxi[x2{be)-i — X2{'be)^-\-dXi{x3{lie)i — Xi{be)^ + 

+ da:3(a:i(5e)2— a^(6e)i^ , 

dxi[x.i(ce)2 — a^(ce)2j 4- da^|a:3(ce)i — X\{ce)^-\- 
dx^ Xi (ce ja I > 

dove per brevita si e scritto 

3a 3e 3g 3e 

dx^dx^' 

. da de 3a 3e 

“3®: 3:83’ 


(ae)3 


da de 3a 3e 

_ — - — 5 eec. 

3®j 9®, 3®2 9®i 


Dunque, posto: 

K,, —{ae),{ae), -\-{be),{be),-\-{ce)^{ce),-}r 

( 3 ) +a((ie).(ce),+(Je),(tfe),.) + p{( 8 e).{ae), + (ce),(ae),) + 

4 -Y^(ae),(&e), + (ae),(&e)^j , 


Ell = ^ ^[33 -f- 2J3 K22 2X2X2 K23 

E22 X2 Kix -f- flJi K33 — 2 Xi K31 
E35= CCl E22 “I” Kn 2 X-i X2 Kx2 

( 4 ] Eg 3 = — XI K23 -J- ajj Ki3 X1X2 Ki2 — X2 Xs Kn 

E 3 i = K31 -f“ E21-I" X 2 Xi^ 2 S %^iK22 


Ei 2 Kijg “j— ^32 — j— X^X^^^l — ^2^^33 3 

la (2) di^erri 

(5) -|- Eggdfll --j- Ess^rcl 4“ 

*4“2E23^2^^vC3“|” ^’Et^idx^dXi 4“ 2Ex2^iCi ^X2 ^=0 
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e questa sara pertanto Tequazione differenziale delle curve tracciate sulla superficie S, le 
cui tangenti incontrano il circolo imaginario all’infinito *). 

Notiamo che dalle (4) si ha 

1 ^2 Ei2 “H ^ Ei3 ===== 0 

(6) aJiE2i-f-i*^2E22-{-i2J3E23— 0 

E31 -j” E32 % E33 == 0 


(7) 


( 8 ) 


essendo 


Ell Ei2 Ei 3 

Egi E22 E23 

E31 E32 E33 


=0 


Ell Ei2 Ei 3 li 

E21 E22 Egs 

E32 E33 Z3 


( 9 ) 


E31 _ 

Zi Z2 


0= 




k 0 

Kii Ki 2 Ki 3 Xi 

Koi E22 E23 

K31 K32 E33 X-i 


Xi x^ 0 

In secondo luogo, formiamo requazione che d^ le direzioni delle rette osculatrici. Posto 


( 10 ) 


p,.. 


da 

da 

da 

d^a 

dxi 

dXi 

9*3 

9*r 9*s 

di 

dh 

db 

yb 

dXi 

dXi 

dXi 

dXr 9*J 

dc 

dc 

iL 

9*c 

dXi 

dXs 

9*3 

dXr dx. 

de 

de 

ii. 

^e 

dxi 

dXi 

dXa 

dXr dx. 


si ha evidentemente 


(11) 


a?lPgi -j- iCgP2g-j-iC3P23 = 0 

^iPsi "4“ •^P82“|“^P33^^9 


*) Queste curve imaginarie sono geodetiche stdla superficie S. II sig. Laguerre le chiama 
linee isotropc (vedi NouveUes Amuj^ss de MaihSm. 1870) — (Aggiunta; agosto 1870). 
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( 12 ) 


(13j 


Pn 

P31 

1. 


P« 

P 33 

P 32 

k 


Pll P 12 Pl3 

P 3 I P 22 P 23 

P3I Ps2 P33 

Pl3 

P23 4 

P33 4 

4 0 


(4^1 “I" 4^2 “1“ 4^) • 


E I’equazione per le direzioni assintotiche sar^ *): 


(14) Pll<iirj-j-P22^^2“|~P33^^”f" 

2'P~2zdx2dx;i-\-2'P^iidX:idXi-^2'Pi2dxidx2=0, 

L’integrale generale di quest’equazione differenziale rappresentera adunque il sistema delle 
curve assintotiche (Curven der Haupttangenten) della superfieie S; e I’equazione S = 0 (0 
un fattore di essa) dara la curm parabolica, la quale e eziandio situata suUa superfieie 
Hessiana della data, 

Le direzioni di due altre rette tangent! ad S nel punto (?, Tj, C) siano date dall’equazione 
differenziale 

(1^) Ag2da|‘-)--^33^^“h 

-\-2A.2sdx^dx2-^2k:^idx3dXi + 2Ai2dxidx2^0. 

Le condizioni perche questa quadratica si spezzi in due fattori corrispondenti a due rette 
incrociate nel punto x.,, x^) sono: 


(16) 

dalle quali 


AiiXi -j- Ai.2iC2 Ai 3 i &>=0 

Aoi + A22 a?2 + AgyiCy = 0 

A31 Xi -)- A32 ^2 + A33 = 0 , 


An Aij Ai3 

(17) ;A2, A 22 Assl-o. 

i A31 A32 A33 

Combinando queste relazioni coUe (6), si hanno le seguenti 


( E2a A33 -|- E33 A22 — 2 E23 Aos) : icf = 

( E33 All “h Ell A33 — 2 E31 Asi) : xl = 

(18) (Ell A 2 .+E 22 A 11 - 2 E 12 A 12 ) : 0^= 

(Ei2Ai3-f-Ei3Ai2 — E11A23 — E23An);iC2a:3= 

( E23 A21 “f“ E21 A23 — E22 A31 — E31 A22 ) : iTs iCi = 
( E31 A32 -)- Esj Asi E33 Ai2 Ei2 A33 ) 1X1X2 


*) CfLSBSCH, die Stemeracke Fldche (G-. di Ceelle-Borchakdt, t. 67 ). 
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e cosi pure, combinando nella stessa maniera le (16) coUe ( 11 ), si otterranno altre relazioni 
affatto analoghe, che si ricavano dalle (18) ponendovi P.* in luogo di . 

£ superfluo notare che anche fra le E, P hanno luogo relazioni analoghe, le quali si 
desumono dalle (18) ponendovi P,.^ in luogo di A,,,. 

Se le direzioni (15) sono coniugate armonicamente rispetto alle (5), si avranno le 
equazioni 

E22 A33 E33 A22 — 2 E23 A23 =0 

E33 An Ell A33 — 2 E31 A31 = 0 

(19) Ell A22“|~E22 Aii 2Ei2Ai2 = 0 

Ei 2 Aisi-'EisAig E 11 A 23 E23Aii = 0 

Eg3 Aoi Eol A23 — Eoo A31 — E31 A22 9 
E 31 A32-[-E32A3i E 33 A 12 Ei2A33 = 0 

una qualunque delle quali ha, in virtu delle (18), per conseguenza le rimanenti. 

Analogamente, se le direzioni (14), (15) formano un gruppo armonico, si avranno le : 

P 22 A 33 “f” P 33 A 22 2 P 23 A 23 = 0 

P 33 An-hPii A 33 — 2P3iA3i=0 

(20) Pii A 22 “h P 22 All — 2 Pi2Ai2=0 

PlsAis-^-PlsAis P 11 A 23 P23Aii=0 

P 23 A 21 "f" P2i A 23 P 2 SA 31 P3iA22 = 0 

P 3 I A 32 -I-P 32 A 31 P 33 A 12 Pi2A33 = 0 . 

Dalle (19), (20) si desume immediatamente 


All 

A 22 


(21) 


PiiEsi — P31E11 

PioEii — P11E12 

x^ 


P22E12 — P12E22 

P23E22 P22E23 

' nk 

x^ 

P33E23 — P23E33 

P31E33 — P33E31 






2 A23= 
2 A31 = 

2 Ai2 — 


- E 33 E 22 — P 22 E 33 

Xi 

- E11E33 — P33EII 
PjgEii P 11 E 22 
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Adottando questi valori per le A, la (15) sar^ I’equazione differenziale delle linee di 
curvatxira della superficie S. 

Si considerino ora le due rette ehe sono ordinaiamente coniugate alle (5) rispetto alle 
(14), e per esse siano 


(22) Qiidxt+Qoidxj+Qasd®! \-'2,Q^ix.2dXs-{-2Q,3idx3dxi-\-iQ,iidxidXi—Q, 

Q|2®2 ~j“ Qi3®3— 0 

(23) Q2ia:i + Q22a:i-f-Qj3»3==0 

Qsi^l Q32^2"}~ , 


(24) 


Qll Qi2 Qi3 I 
Q21 Q22 Q23 I 

Q 3 I Qs2 Q 33 I 


le equazioni analoghe alle (15), (16), (17). Per le Q si ottengono facilmente le espressioni 
che seguono 

^ _ E„P,r+E22P„^-2E.2PnP« 

Q„ ^ _ 

EiiPis^-j-EssPn* — 2 E 13 P 11 P 13 
Q _ E32P33^ + E33P22^-2E33P32P, 


23 


E«P3,*+EnP«»— 2 E 31 P 33 P 3 , 


(25 i 


^ _„E33P3.* + E„P33^-2E3iP 33P3I 
Vas — -5 

4 

E33P32^ + E33P33^- 2 E 33 P 33 P 32 

4 

0 Ea-jPosPss-j-EasPjsPja — E 23 P 83 ^ — E23P2JP33 

V 23 ^ j 


Q31' 


, EaaPsiPu + EuPaiPaa — Es^s^EsiPasPu 


xl 


A EiiPuP-jj-J-E^jPuPii — EiaPij® — EiaPiiPJ 


epperd, viste le (8), (13): 
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(26) 


Qu 

Qa 

Q31 

h 


Qi2 Qi3 
Qss Q23 
Q32 Q33 

I 2 Iz 


k 


k 

h 

0 




L’equazione (22) e subito integrata, ed invero U suo integrale e algebrico *). Infatti il 
completo sistema delle rette analoghe alle (5) costituisee i coni eireoscritti ad S ed aventi 
i loro vertici inpuntidel circolo imaginario all’infinito; dunquele rette (22) sono le tangenti 
delle curve di contatto fra questi coni e la superfieie S, vale a dire: I’integrale completo 
della (22) rappresenter^ il sistema delle curve secondo le quali S ^ segata dalle sue prime 
polari, i cui poli siano i punti del circolo imaginario all’infinito. 

In virtu deUe (1) la prima polare di un punto (io) rjo, Co)) situate all’infinito, e 


Ma dalle identit^l. 


si ricava 


dove 


(27) 


, 3 S, as,. as_„ 


3S 3a 9S 36 , 3S de . 3S 3e 
dadooi didxi^dedxi dedXi 

3S9a ,3S36 . 3S 3g . 3S de 
dadx^"^ dh dXz^^ dcdX 2 ^ de dXz 

d adX2^ db dXs^ dc dx^' dedoc^ 
3S 3S 3S ^ ^ _ 


j y, db de de 

'^^~"-dx,dx^dxs 

- y dc da de 

^^dXidx^dXz 


^ Y I 

SOHO ordinatamente le Jaeobiane delle terne di curve (6, c, e), {e, a, e\ (a, 6, e). Duiique 
rintegrale completo della (22) e 


*) Sotto Ptmica eondizione obe S sia una superfieie aJgebrica, 
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(28) SoJn~l“TQoJ(>“l"CoJc= 0) 
dove le costanti 4) : ijo : Co sono legate dalla condizione 

(29) So “l~ I/O ”f" Co - *iloC(,. ”1“ 2 p Co^o “h 2 Y 4oi]o=0 


esprimente che il punto (s,>, '/Jo, Co) e situate nel circolo imaginario airinflnito. 
E I’integrale singolare della stessa (22) sara 


1 T P 

Y 1 a Jb . 

? a 1 Jo 

J<r Ji Jo 0 

cioe 

(30) J*41_a^) + J|(l_p^) + 4(1_^^) + 

-|-2JsJo(^Y — *)‘ f'2JoJ„(Y ® — P)”j“2 J„ Ji,(ap — y) = 0. 

Ma d’altra parte e manifesto che rintegrale singolare della (22) deve dare la curva luogo 
dei punti ne’ quali S sia toccata da piani che siano tangent! al circolo imaginario all’in- 
finito. Dunque la (30) e Timagine ( sul piano delle x ) della curva comune ad S ed alia su- 
perficie *) luogo dei poli (relativi ad S) dei piani tangent! al circolo imaginario all’infinito. 
Differenziando la (28) si ha 

iudj„ -(“CodJj.^ 0 , 


da questa e dalla stessa (28) si ricavino i rapporti 4o : i]o • Co e si sostituiscano nella (29). 
Si otterra cosi I’equazione differenziale 


(J,(ZJ,-J,dJ,)*+(J„dJ„-J„^ZJ,)-^+(J,dJ,-Jo^?JJ^ + 

(31) +2a(J,dJ„-J„dJ,)(J„dJ,-J,dJ„) 

+2p(J„dJ,-J,dJ,) (J,dJ,— J,dJ,) 

+2Y(J.dJo— Jo^iJo) (Jo^^J„— J„d:Jo)=0 
la quale dovr^ coineidere colla (22). 

Ora, astrazion fatta da un fattore numerico, J e uguale a Xi ^ |-*e ^ — > 

dXi 3*2 8 x 3 

Btf 3 J 9 J 

e dJ 6 uguale a dunque, indicati eon 


*) D’ordine 2{n — 1), se B ^ d^ordme n. 
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Hal 9 H a3 

H.i, H,3 

i determinanti minori corrispondenti agli elementi del determinante 

1 aJ. 3J. aJ. I 


dXi 

dXi 

dXz 

aj. 

aj. 


a»i 

d(Ci, 

3:^3 

3J. 



dXi 

a»i/2 

3®3 


si avr4 

J j, d'tf ^ J ^ = 11^1 X^dX'j^ —|— 

~^B.a%{x^dxi—Xidx^)-\-B.az{^iAx.^—x^dxi) 

— |— ^1 — Xidx^ — 1“ £[53(3/1 dx2 — x^dxi^ 

d/J {x^dx^ — XzdX2 ') ~|~ 

— {— Hc2 (^^sdxi — Xidos^^ “1“ He3 (^Xidx^ x^dxi ^ 

e sostituendo nella (31) ne verra un’equazione che paragonata coUa (22) somministra 

Qii^= 3 ^Gr 22 H~^Cr33 ^X^X^^tz 

Q22^= 3 ^Gr 33 ^iCsiClGsi 

(32) Q33= 4Gn+aj?G22 — 2aJiaj2Gi2 

Q23^= — x^(^^'-\~XiX2Qfiz~\~ XiX^Q(i% — x^o^Q^ii 

Q31 = 3 !^G 3 i -\~XzXz G21 ”£■ X%X\ G23 X^i G22 

Qi 2^= 3!^Gi2"4^3%iCiG32“|“353aiJ2G3i 2JiiZJ2G33 

dove per brevita si e posto 

(33) G^S + H^r Hcs + 

a(H6^ He 5 "t- Her) “h P(Her Has “h H es Har ) “h T (Har Hfts -f- Has H^^). 


Formando colle Q date dalle (32) le equaziom analoghe alle (8) e paragonandole coUe (26), 
posto 
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(34) 


G„ 

Gi2 

Gi3 

Xi 

G2I 

G22 

G23 

X 2 

G31 

G32 

G33 

X2 

Xi 

Xi 

*3 

0 



si ha, astrazion fatta da un fattore numerico, 


(35) 




Ora, per una proprieta nota o faeOmente dimostrabile dell’involuzione, le due rette 
(15) che sono coniugate armonieamente fra loro rispetto alle (6) e rispetto alle (14), sono 
tali anche rispetto alle (22). In altre parole, se nei second! membri delle 21) poniamo Q,., 
in luogo di E„, le A non fanno ehe acquistare un fattore comune. Questo fattore e S. 

I valori (3) delle si possono scrivere anche cosi 


Kil= “I" 26263^23 

£22= “f" 26361 4>3 i 

K 33 ® 1^22 26162^12 

£ 23 = 61^23 ®2®3^11 4" ®1®3^12 

^31= 65^31 6361 <1*2* "i* 62^1 4>23 

Ki2 = 63^12 ®1®2^33 ~f~®3®1^32 4” ®3®2^31 

dove si faccia per brevity 


4>r. = a^a, 4- <>rC, -\-aip^c, + 5,6,.) -f- p(c„a, + 6,a,.) -f- y («,,&, 


Ne seguono le 


-Q.2J 

K,i 

h 


da 

' ecc. 

dXr 


®iKii -f- e2Ki2 -{- e3Ki3 = 0 


®1 K 21 -f~ 62 K 22 + 63 K 23 = Q 
®i K 31 -f- 62 K 3 . -}- 63 K 33 = 0 


K„ 

K 2 . 

Ksi 


K,2 Ki3 
K 22 E 23 

K32 K33 


=0 


Ki2 K.3 Z. 
^28 K 23 Zj 

K 33 Z 3 
Zj Z 3 0 


— (Zi Si 4“ 4“ Z 363 )* 


^21 

^31 


ei 


4>12 

^13 

ei 

^22 

<J>23 

62 

-1>38 

^33 

63 

«2 

^3 

0 
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e faeendo I = x, 

0 = v*e*r, 

ove 



<>12 

$.3 

61 


1 

T 

P 



^22 

^23 

62 


T 

1 

a 

3 , 

<J >31 


^33 

63 


P 

a 

1 

3 c 

Si 

62 

63 

0 


J. 

J. 

3 c 

0 


Le curye (28), costituenti I’integrale generale della (22), fanno parte di una rete: una 
curva qualunque di questa rete essendo Timagine della curva di intersezione fra la super- 
ficie data e la prima polare di un punto del piano all’infinito. Le curve di questa rete sono 
dell’ordine 3 (n — 1), ed hanno per Jaeobiana il sistema formato dalle due curve e = 0, 
E = 0. Infatti, e chiaro ehe la Jaeobiana in questione e I’iniagine del luogo di un punto 
in eui la superfieie data sia toccata da una prima polare avente U polo all’infinito. Questa 
propriety e posseduta dai punti della sezione all’infinito (il ehe e evidente), e dai punti 
della curva parabohca; perche un punto m di questa curva e doppio per la prima polare 
di un punto w'; le prime polari dei punti deUa retta mml si toccano adunque tutte 
in m, e siccome la prima polare di m tocca in m la superfieie data, cosi qualunque punto 
deUa retta mm', eppero anche il suo punto all’infinito, e polo di una prima polare toccante 
in m la superfieie data. 

Dunque 

V I 9Ja9Jft9Je ^ 

~dxi 3*2 3a% ^ ‘ 

Si assai facile di riconoseere in una superfieie qualsivoglia due partieolari linee di cur- 
vatura: Tuna delle quali e la sezione fatta nella superfieie dal piano all’infinito; I’altra h 
la curva di contatto fra la superfieie data e lasviluppabile cireoscritta simultaneamente ad 
essa e al cireolo imaginario all’infinito. La prima di queste curve e una linea di curvatura 
perche lungo essa tutte le normali della superfieie giacciono in un medesimo piano (il 
piano all’infinito). La seeonda curva ^ pure una linea di curvatura, perche, lungo essa, 
le normali della superfieie data sono generatrici deUa sviluppabile sopra menzionata *): 


*) Infatti, nn piano e tina retta diconsi perpendicolari fra loro, se sono conjngati rispetto 
al circolo imaginario all’infinito: ciofe se la traccia (all’infinito) del piano 6 la polare deUa 
tracoia della retta, rispetto al detto circolo. Di qui segue ehe, se il piano 6 tangente al circolo, 
la retta passa pel pxmto di contatto; dunque, se un piano tocca in un punto una superfieie e 
in un altro punto il circolo imaginario all’ infinite, la normals alia superfieie nel primo punto 6 la 
retta che unisce i due punti di contatto. 
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giaeehe questa sviluppabile e simultaneamente tangente e normale (lungo una medesima 
curva) alia superficie data. 

Queste due curve sono algebriche se la superficie e algebrica; dunque ogni superficie 
algebrica ha almeno due linee di curvatura algebriche *). 

Per la nostra superficie S, che si e supposta inoltre rappresentabile sopra un piano, 
rimagine della prima delle due curve anzidette e 

(36) e = 0 

e rimagine dell’altra 6 rappresentata dalla (30). Dunque le (36), (30) sono due soluzioni 
particolari dell’equazione differenziale (15). 

Le formole superiori sono state stabilite in vista di future applieazioni, che si riserbano 
ad altra oecasione. Per ora ci limiteremo a considerare I’esempio semplicissimo delle super- 
fieie di 2.® or dine. 

evidente che, se un piano sega una superficie sotto un angolo costante, la sezione sarh. 
una linea di curvatura: infatti, lungo essa, le normal! della superficie data formeranno una 
superficie sviluppabile. Se la superficie data e di 2.“ ordine, la propriety di cui si tratta e 
posseduta dai piani polar! dei tre punti all’infinito che formano il triangolo ooniugato si- 
multaneamente alia superficie edalcircoloimaginario; infatti, ciaseuno di quest! punti ^ver- 
tice di un cilindro circoscritto, le cui generatrici sono perpendieolari al piano della curva di 
contatto, epperS le normal! alia superficie lungo questa curva sono tutte eontenute nel piano 
medesimo. Per tal modo, conosciamo gia cinque linee di curvatura della superficie: vale 
a dire, le sezioni fatte dai tre piani prineipali; la sezione aU’ infinite; e la curva di contatto 
colla sviluppabile simultaneamente circoscritta alia superficie ed al circolo imaginario, 
ossia la curva comune alia superficie data ed al cono (concentrico ad essa) che, rispetto 
alia medesima, e polare reciproco del circolo imaginario aU’infinito. 

Dando all’equazione deUa superficie la forma 

S = + — C==0 

i suoi piani principal! saranno 

|4-tj = 0, i — iQ = 0, 2rC — 1 = 0. 

Le formole per la rappresentazione sul piano delle x possono esserejie seguenti: 

rxiXz + sa;| 

*) DaJla d eflnizi one di queste due cuive risulta cMaro che i punti ad esse comuni sono quelli 
in cui la prima di esse 6 toccata dalle tangenti comuni al circolo imaginario all’infinito. 
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onde 


71 = 


CC 3 X 1 

rXiXi -j- ^^3 


rx^x^ -f sxi 


a = x^^x^ 

b = X3Xi 


C = XiX^ 

e = rXiX2 + sx^. 

In questa rappresentazione, le rette passanti pel punto Xj_ = X 3 = 0 e quelle passanti 
pel punto = iC3 = 0 sono le imagini delle generatrici rettilinee; e le coniche passanti pei 
due punti suddetti sono le imagini delle sezioni plane. 

Siccome il piano C = 0 e perpendicolare aUa retta 4 = r| = 0, cosi a = p = 0; e 
il eono che dairorigine degli assi projetta il circolo imaginario all’infinito sara 

f + ?:' + 2 T i TQ = 0. 

Abbiamo quindi 

Ell : r- a:| + s (s — + s- (4 

1 ) = E22 : a:t -j- s (s — 2Yr) a;f a| -j- s® a:| 

= E,3 ; x\ *1 — rs (ccf + a^) + s- a:, ajj ® 3 + YS* 

Pii = 0, P 22 = 0, 

Qu • Q22 • Qi 2 = Ell • E22 : Ei 2 , 

All • ^22 Ell • E22> Ai2 ■ — 0 1 


Ne segue che I’equazione differenziale (22), posto dxs = 0, com’e evidentemente leeito, 
diviene pel ease attuale 

2) Ell ^*1 — 2 Ei 2 daii dx-z + E 22 da| = 0 , 

la (16) diviene 

3) Ell ds4 — Ezs ds4 = 0 

e la (14) si riduce alia semplieissima 

dxi dXi — 0. 

Quest’ultima, il cui integrale complete e 

aji = <0 iCs, Xi — tiJxs 

(o), w' costanti arbitrarie), dice che le curve assintotiche altro non sono che le generatrici 
rettilinee della superficie. 
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La 2) ha, in virth di ci6 che si e dimostrato in generale, I’integrale complete 
s io *3 + s T]u ajj + Co (»■ asi «2 — s a|) = 0 
ove le Co> ''loj Co sono costanti legate dalla relazione 

^0 + ' 1^0 "1“ Co ”t“ 2 Y Co "^0 = 0, 

cioe I’integrale complete e costituito dal sistema di coniche comuni alia superficie data ed 
ai piani tangent! del cono polare reciproco del circolo imaginario all’infinito. 

L’integrale singolare della stessa 2) sar^ I’intersezione della superficie data con questo 
cono, cioe la eurva gobba di 4.® ordine la cui imagine e 

4) s*(a^ + xl — — -f) {rxi x^ — sa|/ = 0 

e questa medesima curva sara anche ima linea di curvatura. 

Se ie linee di curvatura sono tutte algebriche, I’equazione generale deUe loro imagini, 
ossia I’integrale complete deUa 3), sara della forma 

5) (o®L-{-2oi>M'f-N = 0 

dove « e un parametro variabile da curva a curva; L, M, N sono tre funzioni algebriche 
intere, omogenee in XiX^x^-, e propriamente L = 0, N = 0 saranno le imagini di due 
linee di curvatura, ed M = 0 un’altra eurva *) determinante insieme con L = 0, M = 0 
la rete geometrica alia quale apparterranno le imagini di tutte le altre linee di curvatura. 
S chiaro che tutte le curve del sistema 5) saranno note quando siano date cinque **) fra esse 
appunto come sono note tutte le tangent! di una conica, quando ne sono date cinque. 
Siceome I’integrale singolare 

LN — M* = 0 

dev’essere, per la teoria generale, una curva dell’8.® ordine, eosi le curve del sistema 6) sa- 
ranno del 4.® Tale e appunto la eurva 4); invece le sezioni fatte nella superficie dai piani 
principal! e dal piano all’infinito sono coniche, le cui imagini sono le curve 

(aa + = 0 

ixi — £Bg) = 0 

rXiXi — sa|==0 
rsiflja -j-sa^ = 0 

tutte di 2.® ordine: eosi che queste per essere considerate quali curve del 4.° dovranno essere 
prese due volte. 

*) Imagine di qnella curva (non di cuirvatura) che passa pei punti ove le due linee di ourva- 
tura anzidette segano la curva dell’integrale singolare. 

**) Le quail devono essere curve dello stesso ordine e appartenenti ad una stessa rete. 
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Abbiamo dunque cinque linee di curvatura, le cui imagini sono : 

X = (aji -f = 0 
Y~(a;i — = Q 
Z ={rXiXi — s = 0 
T = (/ a;j aii + s a^)® = 0 

U = s® (a^ -j- a:i — 2 ^ 3:1 x^ a| + (1 — ’f) *2 — s = 0- 

Queste curve appaitengono tutte ad una medesima rete ; infatti si ha identicamente 

T = rs(X — T) + Z, 

2U = s^(l — t) X + s‘^(l H- y) Y + 2 (1 — f) Z. 

Ora, in luogo della 5), potremo scrivere 
6) co'X4-2a>(lX+mY+«Z)+Y=0 

ove I, m, n sono costanti da detenninarsi in modo che, dando inoltre ad w valori opportuni, 
I’equazione precedente possa identificarsi con eiascuna delle seguenti 

Z=0, T=0, U=0. 


Identificando la 6) con Z = 0, si trova 

(0= — 21, 4lm=l. 


La 6) coincide con T = 0 se (oltre a, ilm =1) si faccia 

(0 — — 2m, m — 1 -j- nrs = 0. 


E per ultimo la coincidenza della 6) con TJ = 0 richiede inoltre 

2 m (1 — y) + (1 y) — n s® = 0 


e eorrisponde ad 


<fl = 


2m (1 — y) 
“l + Y 


Eiunendo, abbiamo pertanto che, fatto 


4 72_!_±1i2iZZ1) 

s_2r(l + Y) 


4m*== 


s— 2r(l + T) 
s4-2r(l — y) 


2 

sV(s— 2f(l+Y))(s4-2r(l— y)) 
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la 6) si riduce 

a Z = 0 
a T = 0 

ad U = 0 


per CO = — 2 Z , 
per CO = — 2m , 


per 


l + T V s + 2r(l — y) 


Dunque la 6) diviene 


co^X -f- CO 



s + 2 r (1 — y) 
s — 2 r (1 + y) 


>. / s — 2r(l + Y) 
' V' s + 2 r (1 — y) 


+ 


+ 


s V s — 2 r (1 -j- y) V s + 2 r (1 — y) 


ZH-Y = 0 


ossia, cambiando co in — co 


V 


s + 2 r (1 — y) 
s — 2 r (1 + y) ’ 


7) 


co*X' — co(X' + Y + Z') + Y' = 0 


dove 

X' = s (s + 2 r (1 — y) ) (a!i -|- a| 
Y = s (s — 2 r (1 + y) ) (*1 — x,y xl 
Z = 4 (rXiXs — s i4f. 


L’equazione 7) rappresenta una serie di curve di 4.® ordine, aventi tutte gli stessi due 
punti doppi Xi = Xi = 0, = 0. Inoltre queste curve banno otto tangenti comuni, 

delJe quali quattro eoncorrono nel prime punto doppio, e le altre nel secondo. Infatti, for- 
mando i due discriminanti deUa 7), considerata prima come una forma di 2.° grade in 

— , e poi come una forma di 2.® grado in — , si banno le equazioni dei due gruppi di quat- 

tro tangenti 

8) r- a:J -|- s (s — 2 y r) a? «§ + s* = 0 

r® at s (s — 2 Y r) a| al = 0 


ossia, per le 1), 


Ejj — 0, El] = 0 


equazioni indipendenti dal parametro co. Siccorae i due discriminanti sene proporzionali 
alle funzioni E^, En, dalle quab non differiseono ebe per unfattore costante, cosi*)la 
7) ^ I’integrale complete dell’equazione differenziale 


*) Jacxjbi a pag. 1 del tom. 68 del Giomale Ceelle-Borchaebt. 
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dxx^J Ea ± dXi V E23 = 0, 
cioe della 3). L’integrale singolare e 

Ea E2.2 = 0 

che rappresenta il sistema delle otto tangenti. 

Le curve 7) sono adunque le imagiiii delle linee di curvatura della superficie data; 
queste linee sono tutte tangenti ad otto rette che sono le generatrici della superficie uscenti 
dai quattro punti che questa ha comuni col circolo imaginario all’infinito *). Oltre a questi, 
le otto generatrici si segano in altri dodici punti; i punti di contatto dei dodici piani tangenti 
della superficie data che passano per le corde comuni a questa ed al circolo imaginario 
all’infinito, vale a dire, i dodici ombelici della superficie. Questi sono adunque aJlineati a 
tre a tre sulle otto generatrici **). 

Nella rappresentazione, i due gruppi di quattro rette E^, — 0, E.^ = 0 hanno lo stesso 
rapporto anarmonico; perci5 esse rette si segheranno in sedici punti, situati a quattro a 
quattro in quattro coniche passanti per Xi = = Xo = = 0 ***). I sedici punti 

sono le imagini dei dodici ombelici e dei quattro punti circolari all’infinito; e le quattro 
c oniche sono le imagini delle sezioni fatte nella superficie dai tre piani principali e dal 
piano all’infinito. 

Milano, 3 maggio 1870. 


*) Sono otto rette situate contemporaneamente nella sviluppabile che 6 circoscritta alia 
superficie data e al circolo imaginario all’infinito. 

**) Hamilton, Elements of quaternions^ p. 661. 

***) Introd, ad una teoria geom. deUe curve ^iane [Queste Opere, n. 29 (t. 1.®)], 149, e. 
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NOTE A UN MEMOIRE DE R. STURM. [“«] 


Annali di Matematica pura ed applicata, serie II, tomo IV (1870-71), p. 85. 


Outre les huit droites triples signalees par TAuteur, la surface Z4 a une courbe cuspi- 
dale (de rebroussement) du 54 ^ ordre et une courbe nodale (double) du 165 ® ordre (ou des 
courbes multiples equivalentes a celle-ci?). La courbe cuspidale est couple par le plan Eqo 
aux 9 points stationnaires de Z3, dont chacun doit §tre compte deux fois, et aux 12 points 
de contact de Z., avec les droites I, R, dont chacun doit §tre compte trois fois. 

Au lieu de Z4 on peut etudier la surface reciproque du 4 ® ordre, douee d’un point 
triple 0, de 12 droites concourant en 0 et de 8 autres droites situ6es sur un hyperboloide. 
II sera tres-commode de representer cette surface sur un plan tc, en projetant les points 
de F* au moyen de rayons issus de 0. Alors nous aurons en tz une courbe cubique gen^rale 
K^, image du point triple 0 ; et deux quadrilateres complets circonscrits k une meme co- 
nique et inscrits a K3, dont les 12 sommets et les 8 cotes seront les images des 12+8 droi- 
tes de FL H y a 16 coniques, dont chacune est simultanement circonscrite a un triangle du 
premier quadrilatere et a un triangle du second; ces coniques correspondent a un nombre 
egal de coniques situees sur F\ Les sections planes de cette surface seront representees 
par les courbes du 4 ® ordre circonscrites simultanement aux deux quadrilateres complets. Les 
droites du plan tc (qui ne passent par aucun sommet des quadrilateres) sont les images des 
sections planes passant par 0. Les courbes du 3 ® ordre qui passent par 9 sommets des qua- 
drilatkes (exceptes 3 en ligne droite) sont les images de courbes planes du meme ordre 
appurtenant h la surface. La courbe de contact de F^ avec un cone circonscrit est repre- 
sentee par une courbe du 6® ordre circonscrite aux deux quadrilateres; cette courbe est la 
lacobienne d’un reseau de courbes du 4 ® ordre circonscrites aux m§mes quadrilateres. 
L’image de la courbe parabolique est une courbe de I’ll® ordre qui touche aux 12 som- 
mets des quadrilateres et passe par les points d’inflexion de cette meme cubique. Etc. etc. 


L. C. 
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SULLA SUPERFICIE DI QUART’ ORDINE 
DOTATA DI UNA CONICA DOPPIA. 

PEIMA NOTA. 


Rtndiconti del R. Istituto Lombardo, serie II, volume IV (187i), pp. 140-144. 


I geometri eonoseono assai bene questa superflcie, le cui piti important! propriety, fu- 
rono messe in luce dal prof. Glebsch *) mediante la rappresentazione della medesima, 
punto per punto, sopra nn piano. Ora, avendola io presa ad esempio, nelle mie lezioni del 
eorso normale presso il R. Istituto Tecnico Superiore, per Tapplicazione del metodo propo- 
sto dal sig. Nother **), m’§ occorso di notare che essa si rieava immediatamente da una 
superficie generale di 3 .° ordine, aUa quale si applichi una trasfonnazione di 2 .° grado, 
espressa dalle seguenti formole: 

sCi : CC8 : * 3 : * 4 = 2 /! : : *^1^3 : yiV^—yl , 

0 dalle reeiproehe: 

2/1 : 2/2 : ^3 : 2/4=«ia^ : : x^x^ -j-a| . 

Qui aji : *2 : iCs : *4 , : 2/2 : 2/3 • V* sono due punti corrispondenti di due spazj, che 

*) Ueber die Fldchen vierter OrdTmng welche eine Doppelcurve mjoeiten Grades hesitsen (Grior- 
nale Crbllb-Borchardt, t. 69), Veggasi inoltre: Kummer nel Monatsbericht 1 6 luglio 1 863 dell’ A- 
cad, d, s, di Berlino; La Gotjrneree nel Journal deTilcole Polytechnique, 40'^ caMer; Catoit nel 
Quarterly Journal of Mathematios 1. 10 e 11; Korndobfer nei Mathematisehe Annalen, t. 1 e 2. 

**) Ueber Mdchen, welche BcJiaaren rationcder Ourven hesitisen (Math. Annalen, t. 3). II metodo 
cui si allude, ha per iscopo la rappresentazione, punto per punto sopra un piano, di una super- 
ficie che possegga una serie di curve raziouali, ciascuna deUe quali nasca dall’intersezione di 
queUa con una superficie di un fascio; e consiste nel trasformare da prima la data superficie in 
un’altra d’ordine n, fomita di una retta multipla secondo n — 2. 
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tuttavia riguardansi come sdvrapposti I’uno all’altro; eosi ehe, a cagion d’esenipio, il punto 
X, : X, : : x^—ai : a,: a^: coincida col punto : 2/4 : t/s : 2/4 = • <*2 • «3 • ®4 • 

Due punti eorrispondenti sono sempre iu linea retta col punto 0, le cui prime tre coor- 
dinate sono nulle. II punto 0 e un punto fondamentale, 0 principale *) per entrambi 
gli spazj; inoltre la coniea (2/1 = 0, 2 /s 2/4 — 2/3 — 0 ) ® piano sono fondamentali 

per lo spazio (y), mentre la coniea (iCj = 0, a:, -j- = 0) e il suo piano sono fondamen- 

tali per io spazio (a:). A 1 punto fondamentale di uno spazio eorrisponde tutto il piano 
fondamentale deU’altro; e ad un punto della coniea fondamentale di uno spazio corri- 
sponde la retta ehe unisce questo punto al punto 0. Ai piani di uno spazio corrispondono, 
nell’altro, superficie di 2 .° grado passanti per la eonica fondamentale del seeondo spazio 
e toccanti in 0 il piano fondamentale del prime. Ma ai piani passanti per 0 corrispondono 
di nuovo i medesimi piani, ecc. ecc. **). 

Nello spazio (x) sia data una superficie generate f di 3 .° ordine, passante per la coniea 
fondamentale di detto spazio, ma non toccata in 0 dal piano fondamentale dell’altro. Ap- 
plieando a questa superficie la trasformazione in discorso, si ottiene una superficie gene- 
rate F di 4.0 ordine, dotata di coniea doppia; per essa la coniea doppia e 2/1 = 0 > 
2/22/4 — 2/1 = 0 ; e i piani tangenti in 0 sono il piano 2/2 = 0 e queUo che ivi tocca f. AUe se- 
zioni di F fatte con piani passanti per 0 corrispondono sezioni di f fatte coi medesimi 
piani; e in particolare alia coniea doppia di F eorrisponde la cubica comune ad / e al piano 
2/1 = 0, in mode che due punti di questa cubica allineati col punto 0 rappresentcino un solo 
e medesimo punto della eonica doppia di F. 

Cerchiamo ora ie rette di F. Evidentemente esse non possono eorrispondere che a rette 
di f, appoggiate alia eonica 

(®,== 0 , XiX4,-\-a^=0). 

Diciamo a la retta di f posta nel piano a:, = 0 ; e (61, of), (b^, c^), (63, C3), (b^, cf), (b^, Cg) 
le dieci rette di /, ineontrate da a, eioe situate a due a due nei cinque piani tritangenti che 
passano per a. 

F noto che f possiede altre sediei rette, nessuna delle quali incontra a, che per conse- 
guenza incontrano tutte la coniea 

(2:3=0, a:ia:4-f a^=0). 


*) Catlet, On the rcUiorud transformation between two spaces (Proceed. London Math. Soc., 
1870). 

**) Malgrado la grande analogia di questa trasforjDaazione con quella notissima che h lari- 
sultante di una trasformazione lineaie colla trasformazione per raggi vettori reciproci, pure non 
credo ch’eesa sia stata mai osservata o impiegata. 
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Esse possono indicajrsi come segue: 


^1 

che sega 


^2 


C2 &3 ijk 65 

(h 

» 

^1^2 ^3 ^4 ^5 


» 

t)i &2 C4 &5 


» 

&1&2&3&4C5 

h 


Cl Cg Cg C4 C5 

^12 

» 

bihoC^ C4 C5 

^13 

» 

61C363C4C5 

Cm 

s 

&1C2C3 64 C5 

^15 


hi C3 C3 C4 &5 

^23 

» 

h^ 63 C4 C5 

^$4 

» 

C\ h^c^ h^e^ 

^25 

» 

Cl &3C3C465 

^34 


Cl Cg S3 &4 C5 

^35 

» 

Cl C263C4S5 

^45 

» 

Cl Cg C3 &4 S5 * 


Soltanto a queste ultime rette corrispondouo rette di F; questa superfieie ha dun- 
que sediei rette, situate a due a due in quaranta pmni. Alia retta a corrisponde in 
F ilpunto o; piii precisamente, ai punti di a corrispondono i punti di F infinitamente 
vicini ad o e situati nel piano 0:2 = 0. AUe dieci rette (&, , Ci) corrispondono in F al- 
trettante coniche, tutte passanti per 0 ed iyi toccate dal piano a:, = 0. Per 0 passano 
altre dieci coniche di F (toccate in 0 dal secondo piano tangente), imagini delle coniche in- 
tersezioni di f coi piani condotti per 0 e rispettivamente per le dieci rette (6,- , c,- ) . 

*) Questa notazione ^ ricaTata da quella clie si usa comnnemente per le 27 rette della su- 
perficie di 3® ordine (cfr. Rendiconti Tst. Lomb. 24 marzo 1870) [Queste Opere, n. 84], col trala- 
soiare I’indice 6. La notazione medesima fa subito evidente cbe, se dai trentasei DoppelsecTise 
di ScHAEFU format! colie 27 rette della superfieie di ordine (veggasene il quadro a pag. 78 del 
mio MSmoire de gSomStrie pure mr les surfaces du 3^ ordre, Griomale Crelle-Borchabdt, t. 68 
[Queste Opere, n. 79]) si tolgono i sediei Doppelsechse ne* quali entra la retta Uq ossia a, rimangono 
i venti Doppelvieren ebe Glebs CH ba mostrato potersi formare coUe sediei rette deUa superfieie 
di 4^ ordine. 
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La superficie F possiede Meei serie di coniche, corrispondenti a quelle che si ot- 
tengono segando f coi dieci fasci di piani aveuti per assi le rette {bi, c,). Dieiamo 
conjugate le due serie corrispondenti a fasci i oui assi &,• e, siano in uno stesso piano 
tritaugente condotto per a. Due eoniehe appartenenti a serie conjugate sono sempre situate 
in una medesima superficie di 2.° grado, passante per la conica doppia; e il piano di una co- 
iiica contiene un’altra conica deUa serie eonjugata. Tutti i piani contenenti le coppie di 
coniche appartenenti a due serie conjugate sono tangenti ad uno stesso cono di 2.° grado: 
si haiino cosi i vingue coni guddnci di Kummer, ciTCOSCfitti ad F, i quali sono indivi- 
duati daUe cinque radici dell’equazione di 5.° grado, che da i cinque piani tritangenti 
di f, passanti per la retta a. 

Quando suppongansi note le cinque radici, la risoluzione di quattro equazioni quadra - 
tiehe fara conoscere le coppie di rette (Z>,,c,), {b. 2 ,c.i), cj), (&<, c^) situate in quattro 
piani tritangenti. Indi, se prendiamo una retta da ciascuna deUe predette quattro coppie, 
p. es. 6, Cj ij, queste quattro rette, avendo gi^ la trasversale eomune a, saranno incoiitrate 
siniultaneaniente da un’altra retta, a>, unica c individuata: la quale, avendo cosi quattro 
punti CO muni eon f, giacera per intero su questa superficie. Le sedici quaterne analoghe a 
c.^ hi 64 daranno adunque senz’alcuna nuova irrazionalith- le sedici rette di f, e per conse- 
guenza le sedici di F; il che coincide coi risultati ottenuti per altra via dal sig. Clbbsch. 

Rappresentando f sopra un piano II, avremo a un tempo rappresentata anche F. Sce- 
gliamo a, a,, c^, ck, a^, ck come quelle rette di f che sono rappresentate dai sei punti fonda- 
mentali 0, 1, 2,3, 4, 5 di II; allora i cinque punti 1, 2, ..., 5, le dieci rette 12, 13, ... , 45 
e la conica 12345 saranno le imagini delle sedici rette di F, che indicheremo con 
, (a5),(c.2), (cia),... ,(%), W- D panto 0, imagine deUa retta a di f, rap- 
presenterS, i punti di F, prossimi ad 0, e situati nel primo piano tangente *2 =0; se po* 
sia O' il punto di II eorrispondente al punto 0 6if, sari, 0' il rappresentante dei punti di F , 
prossimi ad 0 e situati nel secondo piano tangente, che e anche il piano da cui I toccata f 
neUo stesso punto. Ne segue che U punto 0 di F sara rappresentato in 11 dalla coppia di 
punti 0, O'. 

L’imagine deUa conica doppia, dovendo corrispondere alia sezione fatta in f dal piano 
a:i=0, sari una cubica S passante pei punti 0012345; neUa quale ogni punto m della conica 
doppia Sara rappresentato da due punti mm' che diremo conjugati. La retta mm' 
rappresenterl una cubica di F, avente un punto doppio in m e situata in un piano pas- 
sante per la retta (&). Sia q la terza intersezione di S coUa retta mm'; e q' la sesta in- 
tersezione di S colla conica 12345; la coppia qq' sari rimagine del punto g' in cui la conica 
doppia e simultaneamente ineontrata dalla retta (b) e daUa cubica predetta. Variando 
mm', varia la cubica n cui piano girerl intorno alia retta (5); dunque g, eppero anche q, 
rimane fisso, doe la retta mm' passa per un punto fisso di S, che e il conjugato deUa sesta 
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intersezione di questa eubica eolla conica 12345. Ne segue inoltre che la retta qq' e tangente 
in q alia cubiea S. 

Di qui si ricava subito che le imagini delle sezioni piane di F sono le cubiche che, oltrc 
al passare pei cinque punti fondamentali 12346, segano la cubiea S in due punti conju- 
gati mm'; che le died serie di coniche in F sono rappresentate dai cinque fasci di rette 
uscenti da uno dei cinque punti fondamentali, e dai cinque fasci di coniehe aventi per base 
quattro punti fondamentali; eec., eec. 

Siceome la teoria deUe superficie di 3.“ ordine ^ ormai molto divulgata, mi pare di poter 
ragionevohnente asserire, che il metodo qui proposto per lo studio deUa superficie di 4.° 
ordine, dotata di una conica doppia, sia H piu semplice che si possa desiderate. 
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SULLA SUPERFICIE DI QUART’ ORDINE 
DOTATA DI UNA CONICA DOPPIA. 

SECONDA NOTA. 


Bendiconti del R, Istitnio LomhardOy aerie II, volume IV (1871), pp. 169-162. 


Nella preeedente comunicazione ho indieata una trasformazione razionale di 2.° grado 
che, applicata ad una superficie generale di 3.° ordine, conduce alia superficie generale di 
4.° ordine dotata di una conica doppia. Inveee, se si appliea la medesima trasformazione 
ad una superficie di 2.° grado, comunque situata rispetto agli elementi fondamentali, si 
giunge ad un easo speciale, assai interessante, della superficie di 4.° ordine dotata di 
una conica doppia; caso ch’io credo non ancora osservato, e che qui mi propongo di 
esplicare *). La superficie F di eui si tratta, e rappresentata dall’equazione: 

( 1 ) = 0 

dove per brevity si e posto 

? = ? ( y ) = «u2/i+ 0222/1 'I- «332/i +^ as 3 yiy 3 + 203, 2/32/ 1 + 2 0132/12/2. 

P = P ( 2 /) = 014^1 + «242/2 + O 342 / 3 . 

K=K(y)=2/2*/4 —2/1. 
essendo 

(2) ^ (a;) -f- 2 {x) + a 4 iO ^=^0 

la superfie di 2.° grado sulla quale si e operata la trasformazione. 

*) II sig. Korndorpeb iia esposto con molti particolari (Math. Annalen^ t. I, p. 592) la 
teoria della superficie di 4° ordine clie, oltre alia conica doppia, possiede tin pun to conico si- 
iuato fuori della cimic u Se s’imagina che questo punto s’accosti indefinitamente alia conica 
fine a cadere in essa, si ottiene la superficie che io considero in questa Nota, preferendo di ri- 
cavame k propikt^ immediatamente da quelle delta superficie di 2.® grado. 
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La superfieie F ha la conica doppia 

2/i=0, K=0 

e in essa il punto singolare yi — y 2 = ya—O, che rappresenta dice punii doppj infinita- 
mente vidni per la curva di 4.° ordine risultante dal segare F con un piano eondoUo ad 
artitrio pel detto punto: donde segue che questa eurm ^ razionale. La superficie ha nel 
punto singolare un solo piano tangente ^.> = 0, il quale sega F Ivmgo quattro rette Ui, 
« 2 > « 3 J ^* 4 ) tutte useenti dal punto singolare e dirette ai quattro punti dati dal sistema: 

^2=0, yiy^-^yl=0, <p+2^4P4-o44t4=0. 

Questi quattro punti sono i vertiei di un quadrangolo eompleto, i eui punti diagonaJi uniti 
al punto singolare d^nno tre rette, ehe dird «!, oj, ag. 

La superficie ha due altri punti cuspidali; essi sono le intersezioni della conica doppia 
coUe tangenti condotte dal punto j/j = ^2 = ^3 = 0 alia conica 

yi=0, <p+22/4P+a44y|=0. 

La superficie F d VinvUuppo deUa serie di superficie di 2.° grado (toccate nel punto 
singolare dal piano y.. = 0) 

(3) a44(^ + 2(oK)— (P— =0, 

che, oltre al cono 

®44<P — P^=0 

avente il vertice inyi = y 2 — y 3 = 0, contiene altri tre coni dreoscritU ad F. I vertiei di 

m 

questi coni sono situati rispettivamente nelle tre rette a. 

Di qui segue die F possiede otto serie, conjugate a due a due, di coniche; le coniche 
di due serie conjugate giacciono nei piani tangenti di uno stesso cono quadrico eircoscritto. 
Oltre le quattro rette ai, a^,la superficie contiene otto rette 

^15 ^3> ^4? 

^l5 ^25 ^35 ^4 j 

formanti un cosi detto Doppelvier; cioe due rette i, c si segano se hanno indici diversi; 
mentre due rette b, ne due rette c, non s’incontrano» Inoltre una retta a incontra la i e 
la c dello stesso indice. 

Diro 1/, 2.® e S.'' cono i tre coni circoscritti ad F, i cui vertiei sono nelle tre rette 
a ; e com quello il cui vertice e il punto y^ — y^ — y^ = 0. Le dodici rette di F forma- 
no venti paja, situate in altrettanti piani tritangenti, e costituenti altrettante coniche 
che appartengono alle otto serie suaccennate. Giacciono nei piani tangenti al 1.^ cono, 
epperd appartengono alle prime due serie conjugate le paja 
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(^ 1^4 9 

cosi pel 2.° cono 

&1C3), 

(62 C4, 64^2)9 

e pel 3.° 


(63 ^ 4 , 64^3!. 

Da ultimo, pel 4.° 





(Z3C3, Oj ^ C ^. 


Di qui segue che, se s’Lndieano cogli stessi simboli 6, c i punti in eui queste rette incon- 
trano il piano y^ — O (cosi che la retta passera pei punti e e^), le rette 

SsCj, biC^, h^Ci 

si segheranno in uno stesso punto di aj, ciofe nel vertice del 1.® cono; cosi le rette 

^3®i> biCg, t-iCif bt^t 

passeranno per uno stesso punto di o^, cio^ pel vertice del 2.® cono; e le rette 

ijCj, b^Ci, btC^f 

avranno in comune un punto di as, cioe Q vertice del 3.® cono *). 

Per conseguenza, la risoluzione dell’equazione di 8.® grado che d^ le otto tette b, e 
(ossia gli otto punti b, c), e ridotta a risolvere: l.° I’equazione biquadratica delle rette b 
(owero I’equazione cubica delle tre rette a); 2.° I’equazione quadratica che d^ le due rette 
6, e che incontrano la retta a, corrispondente ad una radice dell’equazione biquadratica. 

La rappresentazione della superficie F sopra un piano 11 si ottiene assai facilmente 
projettando la superficie (2) di 2.° grado, di eui quella ^ la trasformata, da un suo punto 
e quindi operando su questa projezione un’ordinaria trasfonnazione di 2° grado. Nella 
rappresentazione cosi ottenuta, si hanno cinque punti fondamentali, 1, 2, 3, 4, 6, de’ quali 
gli ultimi tre in linea retta: le rette a sono rappresentate dalla retta 12 e dai punti 3, 4, 5; 
le rette b, e dai punti 1, 2 e dalle rette che li uniscono agli altri tre. La retta 345 h I’ima- 
gine del punto singolare = t/j = t/s = 0; mentre la eonica doppia e rappresentata da 

*) Detti »j, f>j, ©4 ivertioi dei quattro coni, i tre grnppi di pnnti 6,5.26364, c^e^e^c^, 

formano nn sistema identieo a qnello dei dodici pnnti di contatto delle tangenti di nna onbioa, 
nscenti da tre pnnti di essa allineati in nna retta (vedasi la mia l7iirodas)ione ad wna teortd geo- 
metriea delle cwne plane, n.° 149 ) [Queste Opere, n. 29 (t. 1 .°)]. 
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una conica S passante per i punti 1, 2: ad ogni punto della eonica doppia corrispondono 
due punti di S, ehe diremo eonjugati, allineati con un punto fisso 0, posto nella retta 
345; cosi che le intersezioni di S coUa retta polare di 0 sono le imagini dei due punti cuspi- 
dali. Le sezioni fatte in F dai piani passanti pel punto singolare yi — y^ = y^ — Q sono 
rappresentate dalle coniehe di una rete deUa quale fanno parte anche S e il sistema 
(12, 346). Invece alle altre sezioni piane di F corrispondono le cubiche passanti pei cinque 
punti fondamentali e seganti S in due paja di punti eonjugati. Le coniche passanti per 1, 2 
e per le imagini de’ due punti cuspidali rappresentano le curve di contatto di F coUe 
superficie di 2.° grade della serie (3); le quali curve banno tutte un punto doppio in 
y^ = y^ = y^ = 0. Fra esse vi e anche la conica doppia; ed altre due si risolvono, cia- 
scuna, in due coniche passanti pel punto suddetto. 

Le due serie di coniche relative al l.° cono circoseritto sono rappresentate dalle rette 
passanti pel punto 3 e dalle coniche del fascio (12 4 5); cosi le rette (4) e le coniche 
(12 5 3) rappresentano le coniehe deUe due serie conjugate relative al 2.° cono; e le rette 
(5) e le coniehe (12 3 4) sono le imagini delle coniehe delle serie relative al 3.“ cono. 
Finalmente, i fasei di rette useenti dai punti 1, 2 rappresentano le coniehe poste nei 
piani tangenti al 4.° cono, cioe a quello il cui vertice e U punto yi=yi — yz — 0. 
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OBSERVATIONS OfiOilETRIQUBS A PROPOS DE LA NOTE 
DE ]\Ir. BRIOSCHI “SUR LES TANGBNTES DOUBLES D’UNE COURBE 
DU 4.« ORDRE AVEC UN POINT DOUBLE [®^] 


Mathematische Annalen, Band IV (1871), pp. 99-102. 


En supposant que p ne soit pas une racine de l’6quation (4), mais plutCt un paramfe- ■ 
tre arbitraire, on d6duit des Equations (3) et (5) la suivante 

4 F( 62 'w — M) = ®(24fc*3* + (E — p*)?;+2pe — 4fcw)4-4ft*f. 

Done quelque soit p, la eonique 

(6) 24F3= + (E — p*)v + 2pe — 4^w==0 

est tangente d, la courbe biquadratique donn^e 

6 2® » — u=0 

en quatre points, situ6s par couples dans les deux droites f=0. L’6quation (6) repre- 
sente un systeme de coniques quadritangents: il contient quatre coniques qui se d^compo- 
sent en deux droites (tangentes doubles), et ces quatre coniques particuli^res correspon- 
dent aux quatre valeurs du paranietre p qui satisfont liquation (4). En effet, le premier 
membre de ceUe-ci ne differe du discriminant de la forme ternaire (6) que par un facteur 
indIpendant de p. 

L’ interpretation geomitrique du resultat obtenu par Mr. Brioschi est done la sui- 
vante: « Une courbe homologique-harraonique *) du 4.® ordre avec un point double 
possede deux systemes de coniques quadritangentes, qui ont mime centre et axe d’bo- 


*) C’est-a-dire que la courbe possMe un centre x^y-=Oetun axe «=0 de JiomologieJiarmoni- 
que: propriltl g6om4trique qui correspond h. I’absence du terme linlaire en 0 dans Tlquation 
de la courbe. On sait d’ailleurs que toute courbe hyperelliptique pent dtre trausformle ration- 
nellement en une courbe bomologique-bamaonique. 
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mologie harmonique (c’est-^-dire que le point x —y — 0 est le pole de la droite z — 0). 
L’equation de Tim de ces systemes est (6), on p designe le parametre; en permutant E 
avec D, on obtient le second systeme. Dans chaque systeme, les couples de droites me- 
nses du point double aus points de contact de la courbe donnee avec les coniques qua- 
dritangentes forment une involution: ce qui resulte de la relation (5). Chaque systeme 
comprend quatre couples de fangents doubles; et les valeurs correspondantes du para- 
metre sont les racines de I’equation (4). » 

En designant par o la forme qu’on deduit de 6 par la permutation de E avec D, on 
voit tout de suite que les trois groupes de quatre droites 

^.0 = 0 , ?;. o ) = 0 , ( 0 . 6=0 

sont barmoniques. Les formes biquadratiques w = 0, (o 6 = 0 sont aussi liees liarmo- 
niquement entre elles, selon la denomination proposee par Mr. Battaglini *); done 
les formes 6, (o sont determin^es par les conditions que les invariants quadratiques 

(v . {v . co)’^ . co)^ ('8' CO . ny 

soient tons 6gaux k z6ro. 

On pent aussi presenter le theoreme ci-devant sous la forme algebrique qui suit: « On 
donne deux formes binaires u et biquadratique la premiere, quadratique Tautre; et 
on demande h satisfaire k Tequation 

u = v — f. 

H 1 / a deux systemes de solutions, dont Pun est contenu dans les formules 

2kf = Q — pv, 4:¥x — {p^ — E) — 2 p 6 + 4 ft ic;, 

p 6tant arbitraire. La permutation de E avec D donne I’autre systeme ». 

On obtient tres rapidement le 16 tangentes doubles de la courbe proposee, en lui ap- 
pliquant le precede ingenieux que Mr. Geisee **) a indique pour la courbe g6n6rale 
du 4.® ordre, En supposant donnee une surface gen6rale du 3.® ordre, si Ton place Foeil 
sur une des 27 droites, la projection plane du contour apparent de la surface sera pr6- 
cisement une courbe du 4.® ordre avec un point double. Je conserve pour les 27 droites 
la notation de Mi. Schlafli, omis seulement Findex 6; si a est la droite choisie pour 
y placer Foeil 0, la trace de a sur le plan de projection sera le point double; les traces 
des deux plans bitangents contenant les coniques touchees par a seront les tangentes 
au point double; les cinq plans tritangents qui passent par a et le plan tangent en O au- 

*) SuUe forme binarie di grade qualunque (Atti della E. Accademia delle Scienze di Napoli, 
voL III, pag. 11). 

**) Mathem. Annalen, t. 1, p. 129. 
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ront pour traces les six tangentes issues du point double. Enfin, les 16 tangentes dou- 
bles seront les projections des 16 droites 

ffij, Ot^, Wi, O5, h, C12, C135 Ci4, Cjs, C23, C24, C25, C34, C35J C45 

de la surface, qui ne sont pas rencontr§es par a. Or, il suit de la theorie tres connue de la 
surface du 3.'^ ordre, que ces 16 droites se determinent lin^airement, des qu’on connait 
les restantes; par ex. o, est la droite commune aux hyperboloides Cj &2 &3, Ci 62 64 qui 
ont dejii en eonmun e,, et a. 

Si Ton veut que le contour de la surface donne une courbe homologique-harmonique 
U faut supposer que la surface, au lieu d’etre tout-Mait g6n6rale, pr6sente cette singu- 
larite que, dans deux des plans tritangentes qui passent par a, les deux droites y conte- 
nues se coupent sur a. Nous supposerons que cela arrive pour les plans a C4, a C5. 
Soit done 1’ equation de la courbe proposee 

(I) xy^ — (y + X^x){y+X\x){y+Xtx){y + Xlx)==0, 

I’equation de la surface J3 sera 

(II) io-(y + X-x) + 2(fX^x + ey)zw + {fX‘^x+ e^y)^ 

— X- (e — f/ {y + Xi x) (y + Xi x) {y + Xj a:) = 0, 

oil w — 0 est le plan de projection : e, f sont deux constantes arbitraires, in6gales. La dro- 
ite a est x — y — Q-, les droites (Ci, Ji) (Cj, Jo) (cg, J3) sont donn^es par 

y + XI x — 0, X{w + f z) ±X,. (w + e z) — 0 
(r==l,2,3); les droites (C4, J4,) par 

a: = 0, w + e3±X(e — f)y — 0 

et les droites (e^, 63) par 

y — 0, w + fz±XiX,Xi(e~f)x — 0. 

Coupons la surface J3 par un hyperboloide 

(III) z (A a; + B «/) + M) (C a: 4- D ^) = 0 

men4 par les droites a; = y = 0, s = w = 0, la deuxieme desquelles peree Jj aux trois 
points c, Ji, c.b., En eliminant w eatre (II) et (III), on a I’equation de la projection 
de I’intersection des deux surfaces: Equation qui repr^sentera une courbe du 5.® ordre, 
ayant un point triple en a;==^ = 0 et tangente la courbe (I) aux points Ci&i, c^b^, 
Cib^ et en quatre autres points allign6s avee x = y~0 sur les droites 

(t/ 4- X* a:) (A a: 4- B I/) — (e ^ 4- f X® a:) (C a; 4- D i/) = 0. 
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Or, en 4 crivant que r 4 quatioii du 5 .® degr^ contient les trois facteuxs y -‘r'k\x, on 
a les trois conditions 

x(a — fC — X* 4 B — /D)) + X,(A — eC — X* (B — eD ))=0 

qui donnent huit systemes de valeurs pour A : B : C : D correspondant aux combinaisons 
de signes de Xi, Xo, X3. La combinaison (+ + +) donne ainsi Phyperboloide 

(w 6 0) ^(Xj + X2 “1“ X3) y Xi X2 X3 

+ (^ + f 2!) X ^2/ (X2 X3 + X3 Xi + Xi X2) x^ — 0 

lequel, ayant d 4 j^ quatre droites Ci, C3 communes avec J3, coupera cette surface 
suivant deux nouvelles droites 6, C45, dont les projections sur le plan w? = 0 seront 
deux tangentes doubles de la courbe (I), savoir 

+ 2 + (X Xi + X2 + ^3) 2/ — X Xj X2 X3 ^ ^ a; = 0. 

Analoguement, les autres combinaisons de signes (-1 ), ( 1 ), ( h), 

( ( [_ ) donnent les autres 7 couples de droites 

(^1 ^23)9 (^2 ^31)9 (^*3 ^12)9 (^4^)9 (^14^15)9 (^24^25) 9 (C34 C35). Les premieres quatre couples et 
les quatre derni^res appartiennent respectivement aux deux systemes de coniques qua- 
dritangentes, dont j’ai deja pari A 

J’observe encore que la section de J3 par le plan w = 0 est la cubique homologique- 
harmonique 

if'k^x+ e’y)z" — \^(e — ff{y + Xlx) (y + Xlx) {y + Xlx) = Q 

ayant un point d’inflexion en x—y=0, et pour tangentes issues de ce point les trois droites 
y -{~\lx = 0. Les trois points de contact de ees tangentes, situ6s dans 2 = 0 , etdeux 
autres points allign6s avec x = y = 0 sur la droit e fX^x ey — 0 sont autant de points 
de tangence entre la cubique et la courbe (1). Les traces des 27 droites de J3 sont distri- 
butes dans la cubique de la maniere suivante: le point x — y — 0 est la trace de a; les 
traces de 1 4^ sont dans ic = 0; cedes de ^5,65 dans = traces de &ietCi, de 
&2 et C29 de 63 et C3 coincident deux a deux avec les points de contact des tangentes is- 
sues du point d’inflexion. Enfin, les traces des autres 16 droites sont, par couples, alli- 
gnees avec x = y = 0 sur les 8 droites 

(Xi + X2 -|- X3) + / x] y ^2 ^3 “H fX (X2 X3 -j- X3 Xi + Xi X.2)j x — 0 

correspondant aux combinaisons de signes de Xi, Xg, X3. Ces 8 droites sont les traces 
des 8 byperboloides, qui ont tous en commun les droites x — y = 0, z = w = 0. 

Si Ton place Foeil au point commun a trois droites a, J4, de J3, la projection du 
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contour apparent de la surface sera la cubique homologique-harmonique 

y{w + ezf — X^{e — f)Hy + \lx){y + Xlx)(y + llx) = 0. 

Le point x — y = 0 est la projection des droites a, c^; les droites &<, C4 se projetent 
en deux points sur x = 0 ; les trois tangentes issues du point x — y = 0 reprfeentent 
les couples Ci et &i, c.> et C 3 et b^ ; et les huit tangentes de la courbe, issues de ces deux 
points seront les projections des autres seize droites, coincidant deux A- deux: 

Hi et 0^4 , ct-i et £04 9 H 3 et , ^45 et ci^ 
b &t 0/4 , C23 et Ci5 , ^31 et , Cjg et C35 . 

D’ici, et de la propriety anharmonique des quatre tangentes issues d’un point d’une cu- 
bique, on eonclut immediatement r 6 galit 6 des rapports anharmoniques des trois formes 
biquadratiques consider4es par Mr. Brioschi. 


Milan, avril 1871. 
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SULLE TRASFORMAZIONI RAZIONALT NELLO SPAZIO *). 

NOTA 1.® 


Bendiconti del JR. Istituto JDamhardo, serie II, volume IV (1871), pp. 269-279. 


Quattro variabili omogenee indip endenti siano legate ad altre quattro varia- 

bili analoghe yxyiyzy^ mediante le relazioni: 

( 1 ) Xx\x.\x.^'.X 4 ^ = 'Si : 'S. 2 : 93 : 94 

dove le 9 siano funzioni (algebriche razionali) intere omogenee di imo stesso grado 7i delle y. 

Considerando le x e le y come coordinate di due punti corrispondenti in due spazj a 
tre dimensioni, le ( 1 ) esprimono cbe ad un piinto qiialsivoglia dello spazio (y), purche non 
comune alle quattro superficie 9 = 0 , corrisponde iin solo e determinate punto dello spa- 
zio (cc), e che ai piani 

( 2 ) ai Xi + ^2X2+ as Xs + a 4 X4 — 0 

dello spazio (x) corrispondono le superficie d’ordine 7i 

( 3 ) 9i + a. 92 + 73 93 + a 4 94 = 0 
formanti un sistema lineare triplamente infinito. 

Suppongasi ora che dalle ( 1 ) si possano desumere le y espresse razionalmente colle x^ 
cioe le formole inverse delle (1) siano 

( 4 ) Vi : 2/0 : 2/3 : 2^4 = 

essendo le ^ funzioni intere omogenee delle a;, di un medesimo grado m. 

*) Yeggasi intomo a questa argomento la Memoria del prof. Caylet, On the rational tran- 
sformation between two spaces nel t. 3 dei Proceedings of the London Math. Society. Cfr. anche 
ISTother, Zur Theorie de$ eindeutigen Entspreehens algebraiseher Gebilde von beliebig vielen JDimen- 
sionen (Math. Annalen, t. 2). La medesima quistione per le figure piane ^ stata trattata da me 
(Memorie dell’Accademia di Bologna, 2.^ serie, t. 2, 1863 e t. 5, 1865; owero Giomale di Mate- 
matiche di Napoli, t. 1 e 3) fQueste Opere, n. 40, £2 (t. 2.^ ) ], da Clifford e Cayley (loco citato) 
da Notheb (Math. Annalen, t. 3, p. 164) e da Rosanes (Giornale Crelle-Bouchardt, t. 73). 


Oremonar tomo III. 


16 
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SULLE TEASFOEMAZIONI BAZIONALI HELLO SPAZIO. 


Ci5 equivale a supporre il sistema (3) tale che tre superficie prese arbitrariamente da 
esso abbiano un unico punto comune, che non appartenga a tutte le superficie del sistema 
medesimo: eosi che anche ad un punto qualsivoglia dello spazio (x), purche non comune 
a tutte le superficie 4 = 0, corrisponde un solo e determinato punto dello spazio («/). 
Dalle (4) segue inoltre che ai piani 

(5) P, +hy3 + H3 2/3 + ^4 2/4 = 0 
corrispondono le superficie 

(6) ?4'^+?2<!*4H-?3'}'3+P4<|'4=0 

formanti un sistema lineare triplamente infinite ; tre qualunque delle quali, in virth delle 
(1), si segano in un solo punto non comune a tutto il sistema. Le (1), (2) significano 
eziandio che ciascuna superficie dei sistemi (3) e (6) e rappresentabile punto per punto 
sopra un piano. 

Analogamente a cio che accade per le trasformazioni nel piano *), ai punti ed alle 
linee fondamentali o frincipali d’uno spazio, p. e. dello spazio ( 2 /), vale a dire ai punti ed 
aUe linee comuni a tutte le superficie f, corrispondono superficie costituenti la Jaeohiana 
delle superficie 'f. In particolare ai punti di una curva r-pla comune aUe f corrispondono 
curve razionali d’ordine r, il luogo delle quali fa parte deUa Jacobiana deUe (j). La stessa 
curva che e r-pla per tutte le tp e (4r — l)-pla per la Jacobiana di queste superficie; ecc.**). 

Per brevita di diseorso diremo omaloide ***) una superficie quando sia rappresenta- 
bile punto per punto sopra un piano ; e otnaloidale un sistema di superficie algebriche il 
quale, come i sistemi (3) e (4), sodisfaccia aUe due condizioni: l.° d’essere lineare e tripla- 
mente infinito, 2.° che tre superficie prese ad arbitrio nel sistema si seghino in un solo 
punto non comune a tutto il sistema medesimo. Le superficie di un sistema omaloidale 
sono necessariamente omaloidi. 

Queste denominazioni possono valere anche per le figure plane (e per le figure deseritte 
in una superficie omaloide); eosi che una curva omaloide sara una curva razionale cio& 
una curva di genere zero; ed una rete omaloidale di curve sarh un sistema lineare dop- 
piamente infinito di curve (razionali), due qualunque deUe quali si seghino in un solo 
punto non comune a tutte. 

Sia ora 'pt una superficie omaloide di grade n, della quale si eonosca una rappresenta- 
zione (punto per punto) sopra un piano II, Tutte le altre superficie omaloidi d’ordine n, 


*) Vedi la Nota 2.®, gia citata. Suite traeformaeioni geometriche delle figure piane (Bologna, 
1866). 

**) Vedi la citata Memoria di Nothee nei Math. Annalen, t. 2, p. 293. 

*♦*) Cfr. Sylvestee nel Cambridge and Dublin Math, Journal, t. 6. pag. 12. 
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aveiiti gli stessi punti multipli e le stesse linee multiple di 94, segheranno inoltre 'f secondo 
curve le ciii imagini su II formeranno un certo sistema I. Ora assiimasi in 11 una rete 
omaloidale di curve K, in mode die eiascima di queste insieme eon un luogo iSsso L (un 
complesso di linee, anche prese piu volte) costituisca una ciirva del sistema S. Una curva 
Ki , f ormando insieme con L rimagine dellintersezione di 'f 4 con un’altra superficie ana- 
loga 'pi, individua un fascio 'f 4 + analogamente, se Ko, K- sono due altre curve 
della rete, non appartenenti con Ki ad uno stesso fascio, saranno individiiati i fasci 
^4 + ao^p2 5?4 + ^3?3; e siccome i tre fasci hanno una superficie comune cosi essi 
individuano e costituiscono un sistema lineare triplamente infinito 

1 “h ^2 fs 4" ^'4 7^4 == 0- 

Questo sistema e omaloidale, epperd pud servire di iase ad una irasformazione razionale d'or- 
dine n; cioe le superficie del sistema, considerate nello spazio (y), si possono far corrispon- 
dere ai piani d’un altro spazio (x) punteggiato projettivamente al primo, e cio 
col porre le formole ( 1 ), daUe quali seguiranno le ( 4 ). H grado delle 6, ossia il grado della 
trasformazione inversa, non e altro die I’ordine delle curve di ^4 aventi per imagini le K. 

La Jacobiana della rete K e, come si sa *), composta di piu linee Ic; e queste sono ap- 
punto le imagini delle curve che, insieme coUe curve fondamentali dello spazio (y), costi- 
tuiscono Fintersezione di ^4 colla Jacobiana delle superficie p Vale a dire, le k sono le 
imagini deUe curve dello spazio (y) corrispondenti ai punti ne’ quali le curve fondamentali 
dello spazio (x) sono incontrate dal piano che corrisponde a p4 [^®]. Se le p hanno in comune 
una curva semplice, una curva doppia, una curva tripla , . . . , queste prese ordinatamente 
1 . 3 , 2 . 7 , 3 . 11 volte fanno parte della intersezione di p4 colla Jacobiana delle p; 
e la residua intersezione di queste due superficie e esclusivamente rappresentata dalle 
curve k costituenti la Jacobiana delle K (tenuto conto di quelle linee di p4 che corrispon- 
dono a punti di II) [^‘^]. Percio, se le k sono le imagini di li rette, L coniche, cubiche (ra- 
zionali) , . . . , le superficie avranno in comune una curva semplice d’ordine Zj, una curva 
doppia d’ordine L, una curva tripla d’ordine Z.,... E daU’esame delle relazioni fra i 
diversi elementi della data rappresentazione di p4 si potranno senza difficolta desumere 
eziandio le relazioni fra le curve fondamentali dello spazio (x), cioe il genere di ciascuna, 
i punti in cui s’incontrano a due a due; ecc., non che le proprieta della Jacobiana delle 
la quale del resto si compone delle superficie che corrispondono ai punti e aUe linee fon- 
damentali deUo spazio (y). Cosi il sistema deUe superficie (e con esso la trasformazione 
inversa) verr^ ad essere completamente conosciuto. 

Ogni rete in TI analoga a queUa delle curve K, condurr^ per tal modo ad una trasfor- 
mazione neUa quale e impiegata la data superficie 94, 

*) Vedi la citata Nota 2.®, Sulle trasforrnazioni geometriche delle figure plane. 
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Ora mi sta a ciiore di porre in chiaro la facilitd e la feconditd del metodo che propongo ; 
a questo iutento gioveraniio aleiiiii esempi. 

1.0 Sia 'f 4 nna superficie di 2 .o grado, rappresentata mediante projezione da un suo 
pimto sopra il piano 11 : cosi die il sisteina S sara formato dalle curve di 4 .o ordine do- 
tate di due punti doppj iBssi 1, 2. Allora le K possono essere: 

a) Le rette del piano 11 ; il luogo L e composto della retta 12 e di ima conica per 
1 2 ; il sistema omaloidale e dunque costituito dalle superficie di 2 .° grado aventi in co- 
mune una conica ed iin piinto, e la trasformazione inversa e di 2 .o grado *). La Jacobiana 
delle K rappresenta due rette; dunque le 4 ^, oltre ad avere un punto comune (corri- 
spondente al piano della conica comune alle 9 ) passeranno per una conica fissa. Si ottiene 
la medesinia trasformazione assumendo per le K le coniclie descritte per 1 2 e per un altro 
punto fisso 0 ; nel qual caso L sara una conica per 1 2. Se anclie L passa per 0 , si ottiene 
una trasiormazione speciale, della quale io ho gia trattato altra volta **). 

h) Le coniche per 1 eper due altri punti fissi 0 Oi; il luogo L e composto dalla retta 12 
e di un’altra retta per 2 . Il sistema omaloidale e costituito dalle superficie di 2 .° grado 
aventi in comune una retta e tre punti, e la trasformazione inversa e di grado ***). La 
Jacobiana delle K rappresenta una conica e tre rette; dunque le (Jj hanno in comune 
una retta doppia ed una linea semplice di 3 .^ ordine (il sistema di tre rette semplici). 
Si ottiene la medesima trasformazione se le K sono cubiche 1^ 2 passanti per altri tre punti 
fissi ooiO.; sepoi a questi punti si danno posizioni special!, p. e, assumendoli in linea 
retta [‘^], ovvero infinitamente vicini, si giunge a trasformazioni particolarL 

c) Le coniche per tre punti fissi ooi il luogo L riducesi allora aUa retta 12 con- 
tata due volte. Le superficie del sistema omaloidale sono circoscritte ad un tetraedro fisso, 
in un vertice del quale hanno un piano tangente fisso. La trasformazione inversa e del 
4.0 grado f). La Jacobiana delle K rappresenta tre coniche e due rette; dunque 

*) E questa Vordinaria trasformazioiie conica, stata studiata dal prof. Schiaparelli, 
{SicUa irasfonnadone georneinca delle figure iielle Memorie delFAccademia di Torino, 1862) e 
da altri. Il prof. G-eiser nel Giornale Crllle-Borchardt (t. 70, p. 249) Tha adoperataper de- 
dtuTe la superdcie di 4.^" ordine con una conica doppia dalla superficie generale di 3.° ordine. 
Faecio qui questa citazione espressamente per riparare ad una involontaria ma poco scusa- 
bile omissione, nella quale sono incorso quando ho trattato il medesimo argomento con un me- 
todo assai somigliante, benclio non ideutico (Rendiconti di questo R. Istituto, 9 marzo 1871) 
[Queste Opere, n. 88]. 

**) Rendiconti di questo R. Istituto, 9 e 23 marzo 1871 [Queste Opere, n. 88, 89]. 

***) Questa trasformazione e giii stata indicata dal sig, Cayley (1. c.). 
t) Le superficie 6 sono superficie di Steiner (4.o ordine e 3.^ classe) aventi in comune le 
tre rette doppie e una conica. Se si parte dalla rappresentazione di una superficie di Steiner 
(Rendiconti di questo R. Istituto, 24 gennajo 1867) [Queste Opere, n. 71 (t. 2.^)], per ottenere 
1 attuale trasformazione basta assumere come line© K! le rette del piano rappresentativo; il 
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le hanno in coimme im Iiiogo doppio di ordine ftre retie doppie) e ima conica sem- 
plice. Si perviene al niedesimo risultato se le K sono curve di 4.^^ ordine 1’ 2" aventi un 
altro punto doppio fisso o e tre punti semplici pure fissi Oi o, o-; e anche qui si possono di 
nuovo fare ipotesi special! siiUa giacitura seambievole di quest! piintL 

2,^ Sia 94 una siiperficie generale di 3.^ ordine, rappresentata in [I nel modo consueto, 
cosi che il sistema 1 sara formato dalle curve di 9.° ordine 2" 3^ 4'’ 5^' 6" dotate di sci 
punti tripli fissi. 

a) Le K siano le rette del piano 11, ovvero le coniche 12 3, ovvero le cubiclie 
1" 2 3 4 5, ovvero le curve di 4.^ ordine 1" 2- 3H 5 6, o quelle del 5.^ ordine 1" 2' 3" 4' 5" 6'^; 
le quali tutte rappresentano cubiclie gobbe. H luogo L sara rimagine di una ciirva A di 
6,0 ordine, tutt’al piii del genere 3. Le siiperficie di 3.o ordine passanti per A f ormano aduu- 
qiie il sistema omaloidale, e la trasformazione inversa e di nuovo del 3.° grado, cioe le su- 
perficie sono pur esse di 3.o ordine e tutte passanti per una curva fissa A', analoga a A; 
infatti, la Jacobiana delle K ['^^]rappresenta sei rette. Questa trasformazione finche si siip- 
ponga A affatto generale, e quella notissima che serve alia rappresentazione piana delle 
superficie di 3.° ordine; ma essa comprende sotto di se un gran numero di trasformazioni 
special!, corrispoiidenti a casi particolari della curva A e a spezzamenti della medesima 
in linee distinte; delle quali trasformazioni special! alciine soltanto vennero sin qui prese 
in considerazione *). Tali trasformazioni special! sono assai important! e possono ofeire 
anche maggiori vantaggi che non la trasformazione generale, quando si tratti di appli- 
carle alia rappresentazione di una superficie su di un’altra **). Questa applicazione 
conduce a riconoscere Fesistenza e le proprieta di iiii’estesissima serie di superficie omaloidi: 
e ei5 s’intenda detto anche dei casi eompresi in tutte le altre trasformazioni generali, sia 


Inogo L (del 7.° ordine) sara composto delle tre rette imagini delle rette doppie, contate due vol- 
te, e di un’altra retta. Di questa trasformazione, la quale si trova gia accennata in una mia eo- 
municazione alia E. Societa delle scienze di Gottinga (Nachrichten 3 maggio 1871) [ Queste Opere 
n. 93], ho anche fatto applicazione aUo studio ed alia rappresentazione piana di una certa su- 
perficie di 4.0 ordine dotata di 4 punti doppj, in una Memoria presentata all’Accademia di Bo- 
logna [Queste Opere, n. 94], Cfr. Eete, Geometrie der Lage. 2. Abth. pp. 246 e seg., dove la rap- 
presentazione della superficie di Steiner e di alcune altre e ricavata da una conispondenza 
fra due spazj, della quale e un caso particolare la trasformazione nostra attuale. Perd la corri- 
spondenza imaginata dal sig. Eete non conduce ad una trasformazione la cui inversa sia ra- 
zionale, giacche le superficie delle quali egli fa uso non formano nn sistema omaloidale. 

*) Vedi per es. Geiser, Zurikeorie derFldchen zweiten uiid dritten Grades (Giornale Ceelle- 
Borchardt, t. 69), Sturm, Ueher das Fldckennetz sweiter Ordming (d. G. t. 70), Cayley 1. c. 

**) E ci6 perchd qnando A consta di varie linee, si pu5 far passare anche soltanto per al- 
cune di queste la superficie che si vuol trasformare. Per le applicazioni delle quali qui si discorre, 
veggasi la menzionata comunicazione nelle Nachrichten di Gottinga. 
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del 3.0 grade, sia de’ gradi superior!. Le medesime trasformazioni speciali hanno anchela 
notevole proprieta che non in tutte lo spezzamento della curva A' e analogo a queUo di A. 

b) Le K siano coniche 1 2 o (dove o indica un punto fisso, diverse dai punti fonda- 
mentali), o eubiclie 2 3 4 o, o curve di 4.° ordine l='2 3 45 6o, o curve di 4.° ordine 

-2- 3= 4 5 0 , 0 curve di 5." ordine 2- 3’ 4'^ 5 6 o, o curve di 6.» ordine 1' 2^ 3* 4^ 5^ 6* o, 
tutte rappresentanti curve gobbe di 4.° ordine e 2.^ specie. D luogo complementaie L saia 
[I’iniagine di] una curva A gobba di 5.° ordine, in generale del genere 1, incontrante in 
10 punti ciascuna delle predette curve gobbe di 4.° ordine. H sistema omaloidale e dunque 
costituito daUe superficie di 3.° ordine cbe passano per A e per un punto fisso 0 dello 
spazio. La trasformazione inversa e di 4.° grade. La Jacobiana delle K [ ] rappresenta 
due coniche e cinque rette; dunque le ']) sono superficie di 4.° ordine aventi in comune 
una conica doppia ed una curva semplice di 5.° ordine (p = 1). La Jacobiana delle f e 
composta deUa superficie di 3.° ordine (per la quale 0 e un punto doppio) luogo deUe co- 
niche passanti per 0 e seganti in cinque punti la curva A, e della superficie di 5.° grade 
formata dalle rette trisecanti A. La Jacobiana delle e composta del piano della conica 
doppia, contato due volte, e della superficie di 10.° grado formata daUe corde deUa curva 
di o.° ordine che ineontrano la conica doppia. 

c) Le K siano coniche 1 o Oi, o eubiche 2 3 o o„ o curve di 4.° ordine 1® 2 3 4 6 o Oi, 
0 curve di 4.® ordine r2'3®4 0 0 i, o curve di 5.° ordine 1® 2® 3® 4® 5 o Oi, o curve di 
6.° ordine 1® 2®3® 4® 5 6 o Oi, o curve di 6.° ordine 1' 2® 3® 4® 5® 6 o o curve di 7.° or- 
dine 1‘ 2® 3® 4® 5® 6® o o,, o curve di 8.° ordine r2®3®4®6®6®0 Oi, che rappresentano 
curve gobbe razionali del 5.° ordine. II luogo L e I’lmagine d un luogo di 4.° ordine 
composto di una retta e di una cubica gobba, o di due rette e di una conica, o di quattro 
rette; e le superficie di 3.° ordine passanti per questo luogo e per due punti fissi sono gli 
element! del sistema omaloidale. La trasformazione inversa e del 5.° grado. Nel caso piu 
generale di questa trasformazione, cioe quando le 's hanno in comune una retta ed una 
cubica gobba, non segantisi in alcun punto, la loro Jacobiana e composta dei due piani 
passanti per la retta fissa e risp. pei punti fissi, dell’iperboloide passante per la cubica gob- 
ba e pei due punti fissi, e della superficie di 4.° grado formata dalle corde della cubica 
gobba incontrate dalla retta fissa. La Jacobiana deUe curve K [’'®] rappresenta una cubica 
gobba, due coniche e cinque rette; eppero le ^ sono superficie di 5.° ordine aventi in comune 
una retta tripla A, due rette doppie B, C non segantisi fra loro ma segate entrambe da A, 
e una curva semplice D di 5.° ordine (p = 0) che incontra A in due punti, B e C in tre 
punti *). La Jacobiana delle e composta dei piani A B, A C contati due volte, della su- 


*) Non credo sia ancora stata studiata questa interessante superficie P 5 di 5.° ordine, do- 
tata di una retta tripla A e di due rette doppie B e C. Essa pud dedursi da una superficie P '4 
di 4 .® ordine dotata di un punto triplo O', mediante rma trasformazione di 3.“ grado, nell^ 



SULLE TRASFORMAZIONI RAZIONALI NELLO SPAZIO. 247 


perficie di 4,° grado formata dalle rette che incontrano B, C e D, e della siiperficie di 
grade, luogo delle corde di D incontrate da A. 

d) Le K siano cubiche 1 2 3 4 o curve di 4.° ordine 1^ 2^ 3 4 5 o curve di 6.° 
ordiue 1^2^3H5 6o^ o curve di 5.® ordiue 1^2’3H-5^o% o curve di 6.^ ordine 
13 23 32 ^2 52 0 ^2^ Q curve di 7.^ ordine 2^ 3^ 4? 5® 6- rappresentanti curve gobbe ra- 
zionali di 5.° ordine, dotate di un punto doppio fisso. II luogo L rappresenter^ una curva 
gobba A di 4.^ ordine e 2.^ specie, incontrante in 10 punti ciascuna delle curve predette. 
H sistema omaloidale sara formato dalle superficie di 3.° ordine che passano per A ed inol- 
tre hanno fra loro un contatto di 1.® ordine in un punto fisso 0. La trasformazione in versa 
e di grado. La Jacobiana delle 9 e costituita daU’iperboloide passante per A e dalla su- 
perficie di 6.0 ordine luogo delle coniche che toccano in 0 le 9 e incontrano A quattro vol- 
te. La Jacobiana deUe curve K rappresenta cinque coniche e due rette; dunque le ({j 
sono superficie di 5.° ordine aventi in comune una curva doppia (razionale e dotata di un 
punto triplo) di 5.° ordine e una conica semplice (che incontra la curva doppia in quattro 
punti). n punto triplo della curva doppia e triplo per tutte le La Jacobiana delle ^ 
comprende la superficie di 10.° grado, luogo deUe corde della curva doppia segate daUa 
conica semplice, e il cono di 2.° grado (contato tre volte) che projetta la curva doppia 
dal punto triplo. 

e) Le K siano cubiche 1® 2 0 Oi 02, 0 curve di 4.° ordine 2 3 4 0 Oi Oo, 0 curve di 5.° 
ordine 2 3 4 5 6 0 0i 0 curve di 6.° ordine 2^ 3H^ 5 0 Oi 0 curve di 7.° ordine 
15 2^3*4^ 5® 6® 0 OjL 02, 0 curve di 7.^ ordine 1^2^3®4®5 6ooi02, 0 curve di 8.° ordine 
15 23 33 43 52 02 Q rappresentanti curve gobbe razionali di 6.° ordine. nkogo L sara 
rimagine di un luogo di 3.° ordine costituito da due rette non segantisi, una deUe quali 
contata due volte. Dunque il sistema omaloidale si compone delle superficie di 3.° ordine 
toccantisi lungo una retta e segantisi lungo un’altra retta (non appoggiata alia prima) 
e in tre punti fissi. La trasformazione inversa e di 6.° grado. Le ^ sono superficie di 6,® 
ordine aventi in comune una retta quadrupla, tre rette doppie e una curva semplice di 
ordine. 

f) Le K siano curve di 4.<^ ordine 1 2 3 4 5 6 0^, 0 curve di 5.® ordine 1® 2* 3^ 4 5 6 0^, 
0 curve di 6.° ordine 2® 3® 4® 5® 6 0^, 0 curve di 7.«> ordine 1® 2^ 3® 4® 5® 6® 0^, 0 curve di 
8.0 ordine 2® 3^ 4? 5^ 6® 0^, le quali rappresentano curve gobbe razionali di 6.® ordine 


quale le superficie cp abbiano in O' un punto doppio e passino per una curva di ordine e 
l.a specie, descritta per O' su F'^ e per due corde di questa curva, uscenti da O', La superficie 
F- possiede 10 rette semplici, 4 delle quali incontrano B e C, mentre le altre 6 sono appoggiate 
ad A. NeUa rappresenta2ione minima di F5, la quale si ottiene projettando F4 da O', le imagini 
deUe sezioni piane di quella superficie sono curve di 3 .° ordine passanti per quattro punti fissi, 
i quali sono le intersezioni di due coniche cbe rappresentano le rette doppie. La retta tripla h 
rappresentata da una retta. 
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aventi tutte uno stesso punto triple. II luogo L rappresenta ora una cubica gobba A; e le 
superficie del sistema omaloidale passano per A e hanno tutte fra loro un contatto di 
2° ordine in un punto fisso. La trasformazione inrersa e di 6 .° grado. Le ij) sono superficie 
di 6 .° ordine aventi in comune una retta tripla ed una curva doppia di 6 .° ordine. 

o.® Sia ora una superficie di 3.° ordine, dotata di un punto doppio 0; rappresentan- 
dola su n mediante projezione dal detto punto, I’iniagine dell’intersezione con un’altra 
superficie di 3 .® ordine, che abbia lo stesso punto doppio, sara una curva di 6 .® ordine 
segante in sei punti fissi 123456 la conica dalla quale e rappresentato il punto 0. 

a) Siano le K eoniehe 1 o, , cbe rappresentano curve gobbe razionali di 6 .® ordine 
con un punto triplo in 0. 11 luogo L sara una cubica 23456, che rappresenta una curva 
gobba A di 4.® ordine e l.“ specie, passante per 0 e segante ciascuna deUe predette curve di 
5.® ordine in altri sei punti. H sistema omaloidale sara percio formato daUe superficie di 
3.® ordine che passano per A, hanno in 0 un punto doppio ed inoltre due punti semplici 
fissi comuni Oi, Oj. La trasformazione inversa e del 5.® grado. La Jacobiana delle <p 5 
costituita daUe superficie di 2 .® grado OiA, OjA, dal piano OOiOj e dal cono cubico OA. 
Le '\f sono di nuovo (come nel caso 2 .®, e) superficie di 6 .° ordine aventi in comune una retta 
tripla A e due rette doppie B, C (non segantisi queste ultime fra loro, ma segate entrambe 
da A) ; ma oltre a cid le passano per una curva fissa D di 5.® ordine (j>—l) che sega A in 
tre punti, B e C in due punti. La Jacobiana delle & formata dalla superficie di 6 .® grado, 
luogo delle rette appoggiate a B, C, D, dai piani AB, AC contati due volte, e daUa super- 
ficie di 3.® grado, pur contata due volte, che e il luogo deUe corde di D incontrate da A. 

h) Le K siano coniche Oi o.> Oj, epperb rappresentino curve gobbe razionali di 6 .® 
ordine, con un punto quadruple in 0. Il luogo L sara una cubica 123466 che rappresenta 
una curva piana A di 3.® ordine. Le superficie di 3.® ordine costituenti il sistema omaloidale 
passano per A ed hanno tutte in comune il punto doppio 0 e tre punti semplici Oj, Oj, 
O 3 . La trasformazione inversa e del 6 .® grado. La Jacobiana delle comprende H piano di 
A, da eontarsi due volte, i piani OOjOj, OO 3 O 1 , OOiOj, ed il cono cubico OA. Le (fi 
sono superficie di 6 .® ordine, aventi in comune tre rette triple (concorrenti in un punto) e 
una curva sempliee di 6 .® ordine 0 ^= 1 ) sega ciascuna retta tripla in tre punti. 

c) Le K siano cubiche o-OiO, 12 , che rappresentano curve gobbe razionali di 7 .® or- 
diiie, aventi un punto quadruple in 0 ed inoltre un punto doppio e due punti semplici 
fissi. H luogo L sara una conica 3456, che rappresenta una conica appoggiata in sei punti 
a ciascuna delle curve gobbe di 7.® ordine. H sistema omaloidale e ora formato dalle super- 
ficie di 3.® ordine passanti per la detta conica ed aventi il punto doppio 0, le quali inoltre 
abbiano tre punti semplici comuni, e in uno di questi siano toecate da un piano fisso. La 
trasformazione inversa e del 7.® grado. Le superficie ^ hanno in comune una retta quadru- 
pla, due rette triple, una conica doppia ed una curva sempliee di 4 .® ordine, 
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d) Le K siano curve di 4.° ordine o^l2345oi, che rappresentano curve gobbe razio- 
nali di 7.o ordine, aventi due punti tripli ed un punto semplice fisso. H luogo L sara ima 
retta pel punto 6 e rappresentera una eonica passante per 0 ed incontrante in altri quat- 
tro punti ciascuna delle curve di 7.° ordine, II sistema onialoidale si eompone delle super- 
ficie di 3,^ ordine che, oltre al passare per questa conica e ad avere il punto doppio 0, 
posseggono due punti semplici eomuni, in uno de’ quali hanno fra loro iin contatto di 2,^ 
ordine. La trasformazione inversa e del 7.^ grado. Le superficie hanno in comune una 
retta quadrupla, una retta tripla, una curva doppia di 5.^^ ordine e una retta semplice. 

e) Le K siano curve di 4.° ordine 0“0il^234, alle quali corrispondono curve gobbe di 
7.® ordine con un punto triplo e due punti doppi fissi. Qiii il sistema omaloidale e costituito 
dalle superficie di 3.^ ordine che hanno il punto doppio 0, passano per due rette fisse (Fu- 
na rappresentata dal punto 1, Faltra dalla retta 56) che non si segano, ed inoltre si toecano 
in due punti dati. La trasformazione inversa e del 7.® grado. Le superficie hanno in co- 
mune una cubica tripla, [una retta tripla], due rette doppie ed una eonica semplice. 

f) Le K siano curve di 4.^ ordine o"o^oA234:, che rappresentano curve gobbe razio- 
nali di 8.^ ordine, dotate di un punto quadruple 0 e di un punto triplo. Il luogo L riducesi 
qui alia retta 56 che rappresenta una retta appoggiata in quattro punti a ciascuna delle 
curve gobbe di 8.^ ordine. H sistema omaloidale e costituito dalle superficie di 3.*^ ordine 
passanti per questa retta, aventi in 0 un punto doppio, ed inoltre tre punti semplici co- 
muni, con un contatto di 2.^ ordine in uno di questi. La trasformazione inversa e deU’8.'^ 
grado. Le t}> hanno in comune una retta quintupla, due rette triple, una curva doppia 
di 4.® ordine e una conica semplice. 

g) Siano le K curve di 5.® ordine 0^0i02l23456, alle quali comspondono curve 
gobbe razionali di 9.^ ordine, aventi due punti quadrupli e due punti semplici fissi. D 
luogo L qui scompare affatto, Le superficie di 3.*" ordine costituenti il sistema omaloidale 
hanno in comune il punto doppio e tre punti semplici, con un contatto di 3.® ordine in uno 
di questi. La trasformazione inversa e del 9.® grado. Le ^ hanno in comune una retta 
sestupla, due rette triple, una curva doppia del 6.^ ordine, 

4:,^ Sia ^4 una superficie gobba di 3."* grado, la cui retta doppia indichero con D. £ 
noto *) che essa puo essere rappresentata in un piano H, in modo che le imagini delle sue 
sezioni plane siano coniche passanti per un punto fisso 1 e seganti armonicamente un dato 
segmento. L’imagine dell’intersezione con un’altra superficie gobba di 3.^ ordine, dotata 
della medesima retta doppia D, sara una curva di 4.® ordine con un punto triplo in 1. Se- 
condo che si assumono per le K le rette del piano II, ole coniche loOi, o le cubiche 
VoOiO^o^, 0 le curve di 4.^ ordine si ottengono trasformazioni le cui inverse sono 

ordinatamente di 2.° 3,° 4.’" 5.*^ grado. Il sistema omaloidale e formate da superficie gobbe 


*) Eendiconti di questo K. Istituto, 24 gennajo 1867 [Queste opere, n. 71 (t. 
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di S.® grade clie haiino in coimiiie la retta doppia D ed inoltre; nel I." case tre genera- 
triei *); nel 2.“ due generatrici e due punti; nel 3.'’ una generatrice e quattro punti ; 
nell’nltimo sei punti fissi. In tutti questi casi le -Jj sono pur esse superficie gobbe dotate 
di una eomune retta, inultipla ordinataniente secondo i numeri 1, 2, 3, 4; le quali banno 
dippiu, in eomune, nel l.° caso tre punti; nel 2.“ due generatrici e due punti; nel 3.° quattro 
generatrici ed un punto; neU'ultuno sei generatrici. 


*) E questa la tra?formazione giii ottenuta (l.°, ft). 
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NOTA 2.®' 


Bendiconti del JR. Istituto LombardOj Serie II, volume IV (1871), pp. 315-324, 


5.® Sia ft una superficie di 3.® ordine eon due punti doppj (coniei) Pi, P 2 ; essapuo essere 
rappresentata snl piano 11 in modo che de’ sei punti fondanientali 1234:56, ciascuno de’ 
gruppi 123, 145 sia in linea retta. L’imagine dell’intersezione conun’altra superficie di 
3.® ordine, dotata dei medesimi punti doppj Pi, P^, sar^ una curva di 5.® ordine 23456®. 

a) Le K siano rette, owero coniche 246, ovvero cubiche 23456®, che rappresentano 
cubiche gobbe per Pi, Pa. II luogo L sar^ Fimagine di una curva gobba razionale di 5.® 
ordine A, che ha due punti doppj in Pi, Pg, e incontra ciascuna eubica gobba in altri. 
quattro punti II sistema omaloidale e dunque formato dalle superficie di 3.® ordine f che 
hanno in comune i punti doppi Pi, Pj (epperb la retta P 1 P 2 ) e la curva A. La trasforma- 
zione inversa e di 3.® ordine; cioe le <{) sono superficie di 3.® ordine, passanti per due coniche 
C, C’ (non aventi punti comuni), per la retta comune ai loro piani e per un’altra retta R 
appoggiata in un punto si a C si a C'. La Jacobiana delle f e composta dei due coni eu- 
biei Pi A, PgA e della superficie di 2.° grado, luogo deUe rette trisecanti A. La Jaco- 
biana delle tj) e composta dei piani di C, C', contati due volte e deUa superficie di 4.® gra- 
do, luogo delle rette appoggiate a C, O', R. Le cubiche gobbe corrispondenti alle rette 
deUo spazio (y) incontrano in tre punti C, in tre O', in due R. 

1) Le K siano coniche 236, che rappresentano cubiche plane con un punto doppio 
in P 3 ; H luogo L sarh, una cubica 456® e rappresenterb una curva gobba razionale A di 5.® 
ordine che ha in Pi un punto triplo, passa semplicemente per P^ e incontra in altri quattro 
punti ciascuna di queUe cubiche piane. Le f sono adunque le superficie di 3.® ordine dotate 
de’ punti doppj Pi, P 2 , che hanno in comune, oltre la retta PiPg,’ la curva A; e la loro 
Jacobiana e eostituita dal cono quadrico Pi A preso due volte e dal cono di 4“ ordine P^ A. 
La trasformazione inversa 5 di S.® ordine. Le superficie cubiche hanno un punto doppio 
Q, si toecano lungo una retta che passa per Q, e si segano seeondo una curva A' di 4® or- 
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dine e 2.“ specie, appoggiata alia retta nominata in tre punti. La Jacobiana delle f|) b for- 
mata dal cono di 4.° ordine Q A' e dalla superficie di 2.® grade (contata due volte) che passa 
per A'. AUe rette dello spazio (?/) corrispondono cubiche piane per le quali Q b un punto 
doppio. 

c) Le K siano coniche 2 6 o, owero cubiehe 2346'0, che rappresentano curve gobbe 
di 4." ordine passanti per due punti fissi Pi, 0 ed aventi un punto doppio pure fisso, Pg. 
La curva gobba A, corrispondente al luogo L, e anch’essa di 4.® ordine, passa per P^, ha 
un punto doppio in Pi e incontra in altri quattro punti ciascuna delle anzidette curve 
rappresentate dalle K. Ne segue che il sistema omaloidale e costituito dalle superficie di 

3. ® ordine che hanno in comune i punti doppj Pi, Pa, il punto semplice 0, la retta Pi Pj e 
la curva A; la Jacobiana delle quali comprende la superficie di 2.® grado OA, il piano 
OPiPg, il cono quadrieo Pi A ed il cono cubico PjA. La trasformazione inversa e del 4.® 
ordine; e le superficie hanno in comune due rette doppie D , D' che si segano, due rette 
semplici R, R' poste in uno stesso piano con D', ed una cubica gobba A' che incontra D 
ed R' in due punti, D' in un punto. La Jacobiana deUe '|) b composta della superficie di 

4. ® grado D*D' A'R (luogo delle rette appoggiate a D, R, A'), della superficie di 2.® grado 
DD'AR' (luogo delle rette che incontrano D, A, R'), e dei piani DD', D'RR': dove le 
ultime tre superficie sono da contarsi due volte. AUe rette deUo spazio (?/) corrispondono 
cubiche gobbe che incontrano A' in tre punti, R e D in due, D' in un solo. 

d) Le K siano coniche 6 OiOj, o cubiche 246®0i02, o curve di 4.® ordine 23456^0i0j, 
alle quali corrispondono neUo spazio curve gobbe di 5.® ordine con due punti doppj Pi, 
Pj e due punti semplici pure fissi 0, , Oj. Le rp sono in questo caso le superficie di 3.® or- 
dine, aventi in comune i punti doppj Pi, Po, i punti semplici Oi, 0^, la retta Pj Ps e una 
cubica gobba A che passa per Pj, P^, e incontra in altri quattro punti ciascuna delle accen- 
nate curve di 5.® ordine. La Jacobiana delle ip comprende la superficie di 2.® ordine Oi O3 A, 
i piani OiPiPj, O.PjPj, edi coni quadrici PiA, PjA. La trasformazione inversa b di 5.® 
grado; e le sono superficie di 5.® ordine aventi in comune una retta tripla A, due rette 
doppie Bi, Bj (appoggiate ad A, ma non segantisi fra loro), due coniche H, K (che fra loro 
non s’ineontrano, ma ciascuna delle quali ha un punto comune con A, Bi, Bj) ed una retta 
semplice R, appoggiata alle Bi, Bj, H, K. La Jacobiana delle <{) b composta deUa superfi- 
cie di 4.® grado, luogo delle rette appoggiate ad A, H, K; dei piani ABi, AB^; e delle su- 
perficie di 2.® grado BiB^H, B1B3K: gli ultimi quattro luoghi essendo da contarsi due 
volte. Alle rette dello spazio {y) corrispondono cubiehe gobbe che incontrano A in due 
punti, H e K in due, Bi e in uno solo *). 

c) Le K siano cubiche 26^010203, owero curve di 4.° ordine 2346®0i0203, rappre- 


*) Questa trasformazione b ua caso partioolare di quella gib, considerata, 3.°. a). 
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sentanti curve gobbe di 6.° ordine, per le quali il punto triple Pg, il punto doppio Pi ed i 
punti semplici Oi O2 O3 sono fissi. Le <p sono superficie di 3 .° ordine, dotate de’ punti 
doppj Pi, P2 e segantisi ne’ punti (semplici) fissi Oi O2 O3 ed in una conica A, paiimente 
data, ehe passa per Pi ed incontra in quattro altri punti ciascuna delle predette curve 
di 6.0 ordine. La Jacobiana delle 9 e eostituita dal piano di A, dai tre piani OiPiPj, 
O2P1P2, O3P1P2, dalla superficie di 2 ° grade O1O2O3P2A e dal couo quadrico P-A. La 
trasformazione inversa e di 6.° grado; eioe le 41 sono superficie di 6.° ordine, che hanno 
in eomune una retta quadrupla A, tre rette doppie Bi B2B3, una cubiea gobba C e due 
altre rette (semplici) D, R. Le rette Bi Bj B3 a due a due non s’ineontrano, ma sono se- 
gate tutte e tre dalle A, D, R. La cubica gobba C ha due punti comuni con A, ed uno 
eon ciascuna delle Bi, Bj, B3, R. La Jacobiana deUe '4 6 composta deUa superficie di 

4.0 ordine, luogo delle rette appoggiate ad A, D, C; della superficie di 3 .° ordine luogo 
di coniche che incontrano due volte C ed una volta A, Bi, Bj, B3; della superficie di 2.° 
ordine, luogo deUe rette appoggiate a Bi, B2, B3; e de’ tre piani AB,, AB;, AB3: ove 
quest! luoghi, ad eccezione del primo, siano contati due volte. Alle rette dello spazio (y) 
corrispondono cubiche gobbe ehe incontrano A e C due volte, le B e D una volta *). 

/) Le K siano cubiche e-OiOoOsO, 0 curve di 4 .° ordine 2 46*0102030, 0 curve di 

5.0 ordine 234 : 56 * o^OiOsO , imagini di curve gobbe del 7 .° ordine, che hanno in eomune 
i punti tripli Pj Pj e i punti semplici Oi O2 O3 0 . Le superficie di 3 .® ordine 9, oltre ai 
punti doppj Pi P2) si punti semplici O1O2O3O ed alia retta Pi Pa, hanno aneora 
un’altra retta eomune A, aUa quale le predette curve gobbe si appoggiano tutte in quat- 
tro punti. La Jacobiana delle 9 consta de’ sei piani PiPaOi, P1P2O3, PiPaOs, P1P2O, 
Pi A, PjA e della superficie di 2.° grado O1O3O3OP1P2A. La trasformazione in- 
versa e di 7.0 grado, e le superficie (di 7.® ordine) 4 hanno in eomune una retta quin- 
tupla A, quattro rette doppie Bi B3 B3 B (che a due a due non si segano, ma che sono tutte 
incontrate da A), una retta sempliee R (seconda trasversale eomune alle B) e due coni- 
che semplici Ci, Cj (che tra loro non si segano, ma ciascuna deUe quali ineontra in un punto 
ciascuna delle A, B). La Jacobiana delle (]) e composta della superficie di 4 .® ordine, luogo 
delle rette che incontrano A, Gi, C^; de’ quattro piani ABi, AB^, AB3, AB, e di due 
superficie gobbe di 3.® ordine, la prima luogo di coniche che incontrano AB1B2B3BC1, 

*) Di qui si cava una rappresentazione piana asaai sempliee della superficie di 6.® ordine, 
dotata di una retta quadrupla A e di tre rette doppie B, situate comA detto sopra. Nel piano 
rappresentativo si tracci una conica A, come imagine della retta quadrupla; in essa prendansi 
due punti 1, 2, e fuori di essa quattro punti 0 , a, b, c. Le coniclie descritte per oabc deter- 
minano su A un’involuzione di 4.® grado. Le imagini delle sezioni plane saranno allora le cu- 
biche passanti per o 1 2 e per quattro altri punti di A formanti un grupppo dell’involuzione. 
Alle tre rette doppie oorrisponderaimo i raggi oa, ob, oc. 
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r altra luogo di coniehe che incontrano A Bj Bo B3 B Ca : oye queste superficie, ad 
eccezione della prima, siano contate due volte. AUe rette dello spazio {y) corrispondono 
cubiclie gobbe che incontrano due volte A, ed una volta eiascuna delle B, C. 

6.° Sia 'f4 una superficie di 3 .° ordine con tre punti doppj Pi, Pj, P3; i sei punti fon- 
damentaJi della sua rappresentazione piana possono essere assunti in modo che tre di 
essi, 4 , 5 , 6 giaceiano nei lati 23 , 31 , 12 del triangolo formato dagli altri tre. Allora 
rimagine dell’intersezione di if 4, con un’altra superficie f , dello stesso ordine e dotata de’ 
medesuni punti doppj, sara una curva di 3 .° ordine passante pei punti 4 5 6. Tale interse- 
zione e una curva gobba di 6.° ordine (per la quale Pi, P2, P3 sono punti doppj); giacchb 
le due superficie hanno necessariamente in coniune le rette P2P3, P3P1, Pi Pa- Di qui 
consegue che, partendo dalla superficie f4, si giunger^ a trasformazioni le cui inverse sa- 
ranno tutt’al pih di 6.° grade. 

a) Le K siano rette, ovvero coniehe 456 , che rappresentano cubiche gobbe passan- 
ti pei punti Pi P^ P3 e seganti in altri due punti una cubica gobba fissa A, che contiene pur 
essa i tre punti dati. Questa cubica gobba A e eomune alle f del sistema omaloidale; la 
cui Jacobiana comprende i coni quadriei Pi A, P2A, P3A e due volte U piano P1P2P3. 
La trasformazione inversa e del 3 .° grade; e le superficie cubiche <{) hanno in eomune un 
punto doppio Q, tre rette Ai, A2, A3 uscenti da Q e tre altre rette Bi, Bj, B3, che a due 
a due non si segano, ma eiascuna deUe quali incontra due rette A. I piani A2A3B1, 
A3A1B.,, A1A2B3, presi due volte, e I’iperboloide B1B3B3 costituiscono la Jacobiana 
deUe '1. Le cubiche gobbe eorrispondenti alle rette dello spazio {y) passano per Q e ineon- 
trano in due punti eiascuna delle rette B. 

1) Le K siano coniche 45 0, che rappresentano curve gobbe di 4 .° ordine, passanti 
per tre punti fissi 0 , P2, P3 ed aventi un punto doppio in Pj. La curva A eomune alle 
superficie f e in questo caso una conica che passa per Pa, P3 e incontra in altri due 
punti eiascuna di quelle curve gobbe. La Jacobiana delle f comprende i piani PjPjO, 
P1P3O, n cono quadrico PiA, e due volte il piano P1P2P3 e quello di A. La trasfor- 
mazione inversa e di 4 .° grade; e le superficie (J) hanno in eomune un punto triple Q, un 
punto doppio Q', due rette doppie A,, Aa (concorrenti in Q), la retta QQ', due altre 
rette Ej, (concorrenti in Q', Tuna nel piano AiQQ', 1 ’ altra nel piano A^QQ') e 
una conica C incontrata dalle rette Ai A^ Ej E^. La Jacobiana delle tj) e composta del 
cono QC, della superficie di 2° grade AiAoEiEaC e dei piani AiAj, AiEi, AgEj: 
dove gli ultimi quattro luoghi siano presi due volte. Le cubiche gobbe eorrispondenti alle 
rette deUo spazio (y) passano per Q e Q', incontrano in un altro punto eiascuna delle rette 
Ai, Aj e in due punti la conica C. 

e) Le K siano coniehe 601O2, imagini di curve gobbe del 6.° ordine, per le quali 
Pi, P* sono punti doppj e P3, Oi, Og punti semplici fissi; esse segano poi in altri due 
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punti una retta fissa A, che passa per P3 e che e comune a tutte le superficie (f del sistema 
omaloidale. La Jacobiana delle quali coinprende il cono quadrico che ha il vertice in 
P3 e passa per Oj 0 ^ Pj P^ xV, i piani O^PiPg, OxPjP,, Pi*V, P...A e due volte il piano 
Pi PjPs- La trasformazione inversa e del 5 .° grado. Le superficie (di 5 .° ordine) hanno in 
coniune un punto doppio Q, una retta tripla A, due rette doppie Bi e (segate da A, nia 
non situate in uno stesso piano), due rette semplici Ci e C, appoggiate alle Bi Bj, e tre 
altre rette semplici uscenti da Q (I’una E appoggiata alle BiBj, la seconda Ej alle A Ci, 
la terza E^ alle A Cj). La Jacobiana delle '{) e costituita dalla superficie di 2.° grado 
AC1C2B1B2 e da altri cinque luoghi da contarsi due volte, i quali sono i tre piani ABi, 
ABj, AE1E2 e le due superficie di 2.° grado ABiB,CiEEi, x^BiBaCjEE^. Alle rette 
dello spazio (y) corrispondono cubiche gobbe che passano per Q e segano due volte x\ ed 
una volta ciascuna delle rette BiB^CiCo. 

d) Da ultimo le K siano cubiche o'4560i, aUe quali corrispondono curve gobbe di 
6.° ordine dotate di quattro punti doppj 0, Pi, Pj, P3 e passantiper un altro punto fisso 
Oi. In questo caso le superficie 9 del sistema omaloidale, oltre ai punti doppj P,, Pj, P3, 
hanno due punti semplici comimi 0, 0,, nel primo de’ quali toccano un piano dato; ma, 
oltre alle rette che eongiungono fra loro i punti doppj, non hanno alcuna linea comune. 
La Jacobiana delle 'f comprende queUa superficie del sistema che ha un punto doppio 
anche in Oi, i piani OPsPs, OP3P1, OPiPg e due volte il piano PjPjPa. La trasforma- 
zione inversa e del 6.° grado. Le superficie di fi.” ordine '|i hanno in comune un punto dop- 
pio Q e un punto triple Q', ima conica tripla A, tre rette doppie Bi, B^, Bj (che concor- 
rono in Q' e segano A), e tre rette semplici Ei, E^, E3 uscenti da Q, appoggiate tutte ad 
A ed inoltre rispettivamente segate da Bi, B^, B3. La Jacobiana deUe '{j comprende tre 
volte il cono quadrico Q'A, e due volte il piano A e le superficie di 2 .° grado A BjBj E, Eg, 
AB3B1E3E1, AB1B2E1E2. Le cubiche gobbe corrispondenti alle rette dello spazio (y) 
passano per Q e incontrano tre volte A, ed una volta ciascuna delle rette B. 

7 .° Suppongasi che 94 sia una superficie di 3 .° ordine con un punto uniplanare P; la 
rappresentazione piana che si ottiene dalla projezione centrale ha tre punti fondamen- 
tali 1 , 2 , 3 in Imea retta. Qualunque altra superficie di 3 .° ordine, dotata del punto uni- 
planare P collo stesso piano tangente TI, mterseca secondo una curva di 9 .° ordine, 
per la quale P e un punto sestuplo, e la eui imagine e una cubica descritta ad arbitrio nel 
piano rappresentativo. 

Se le K sono rette, imagini di cubiche piane eon un punto doppio in P, le superficie 
del sistema omaloidale hanno in comune una curva gobba (razionale) A di 6.® ordine, 
per la quale P e quadruple. Il piano U, eontato due volte, e il cono quadrico che projetta 
A da P, eontato tre volte, costituiscono la Jacobiana delle ». La trasformazione inversa 
e del S.° grado; e le sono superficie di 3 .° ordine, dotate di un punto doppio Q , eon uno 
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stesso cono osculatore C, le quali si toccano lungo una sezione piana comune, passante 
per Q, La Jacobiana delle e costituita dal piano della curva di contatto, preso sei volte, 
e dal cono C. Alle rette dello spazio (y) corrispondono cubiehe plane con un punto doppio 
in Q. 

Partendo dalla medesima superficie 94 di 3 .° ordine col punto uniplanare P, si possono 
ottenere altre trasformazioni, le eui inverse sono del 4 .®, 5 .^,.., , 9 .° grado. 

8,*^ Sia 'f4 una superficie (di Steiner) di 4*° ordine con tre rette doppie concorrenti 
nel punto triple 0 . Adottando il noto metodo di rappresentazione, secondo il quale le se- 
zioni piane hanno per imagini le coniclie coniugate ad un quadrilatero fisso, una conica 
descritta ad arbitrio nel piano 11 corrispondera aU’intersezione di f4 con un’altra super- 
ficie di Steiner, dotata delle medesime rette doppie. 

Assumendo per le K le rette del piano 11 si ottiene, come ho gia detto sopra, una tra- 
sformazione di 4.® grado { 1 ,^, c), la cui inversa e del 2 .^. Se invece le K sono coniche Oi_ 
il sistema omaloidale sara fonnato da superficie di Steiner clie (oltre al possedere le me- 
desime rette doppie) passano per tre punti fissi 0^,02, O3; la Jacobiana delle quali 
comprende due volte i piani determinati dalle rette doppie prese a due a due, ed inoltre 
i tre coni quadiaci che passano per le rette doppie e pei punti fissi, combinati a due a due. 
Alle rette dello spazio (x) corrispondono le curve gobbe di 4 .® ordine e 2 .^ specie passanti 
pei tre punti Oi O2 O3 e segate due volte da ciasciina delle rette doppie. Il sistema delle 
e affatto analogo a quello delle 'f , purclie i tre punti Oj Os siano distinti. Ma se le coniche 
K si toccano in un punto Oi e si segano in un altro Oo, ovvero se si osculano in un punto 
le saranno superficie di Steiner appartenenti a quelle forme particolari *), nelle quali 
due rette doppie ovvero tutte e tre sono coincidenti, 

9.0 Se al sistema omaloidale delle 9 in (5.®, f) si applica opportunamente la trasfor- 
mazione (l.o, 5 ), si ottiene un nuovo sistema omaloidale di superficie di 4.o ordine, 
aventi in coniune una retta doppia D, tre rette semplici E3 appoggiate a D, due 
punti doppj Pi P2, un punto semplice 0, e per conseguenza anche la conica che passa per 
Pi P2 e incontra D Ei E3. Si giunge cosi ad una trasformazione di 4 .® grado, la cui 
inversa e del 7 .o, perche alle rette dello spazio (x) corrispondono curve gobbe di 7.o ordine, 
che hanno due punti tripli Pj P^, un punto semplice 0 , e sono appoggiate a D in quat- 
tro ed a ciaseuna E in due punti. La Jacobiana delle 9 comprende i piani OP1P2, 
PjD, P.D, gli iperboloidi DPiPoE^Eg, DPiP^EiE^ e la superficie di 

3.0 grado D'^EjE.EaOPiP^. Le t{) sono superficie di 7.o ordine, aventi in eomune una 
retta quadrupla A, una retta tripla B, tre rette doppie Bi B^ B3, due coniche semplici 
Cl, C2, ed un’altra retta doppia R: dove queste linee giacciono fra loro come le omo- 
nime in (5,o, f). La Jacobiana di questo sistema comprende due volte il piano A B e le 


=**) Rendiconti di questo R. Istituta, 24 gennaio 1867 [Queste Opere, n. 71 (t. 2.^)]. 
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superfleie ciibiche A'SEiB^BsCi, A'BBiBoBoCs, ed iina volta gli iperboloidi B B2B3, 
BB3B1, BBiBo e la siiperficie di 4.^ ordine A' B~Bi B^B^Ci Co. Alle rctte dello spazio 
{y) eorrispondono curye gobbe di 4.° ordine e 2.» specie, die incontrano B in tre, ciascima 
delle Bi Bo B3 in due, e ciascima delle A Ci in un solo piinto. 

lO.o Sia ^4 iina superficie di 5.^ ordine, dotata di xina cubiea gobba doppia OA Impie- 
gando la rappresentazione d’ordine minimo, additata dal signor Clebsch V interse- 
zione di con un altra superficie di 5.° ordine, dotata della medesima curva doppia, avra 
per imagine una curva di ordine descritta per gii undid punti fondamentali 12345... 

a) Assumendo per le K le rette del piano rappresentativo, le vengono ad avere 
in comune, oltre la curva doppia, una curva gobba A di 9.o ordine 0^=6), che incontra 
in tredici punti. Alle rette dello spazio (ar) eorrispondono curve gobbe di 4.” ordine e 
2.^ specie die segano in sette e A in cinque punti. La Jaeobiana delle e costituita 
dalla superficie di lO.ogrado, luogo delle corde di segate da A, e dalla superficie di 
ordine (contata due volte) luogo delle cubiche gobbe che incontrano in quattro 
e A in sette punti. La trasformazione inversa e del 4.o grade; e le superficie (di 4. ordine) 
hanno in comune un punto triple Q ed una curva gobba A' dell’ll.^ ordine (p==6), per la 
quale Q e un punto sestuplo. Alle rette dello spazio (y) eorrispondono curve gobbe di or- 
dine, che hanno in Q.un punto triplo e segano A' in dieci punti. La Jaeobiana delle e co- 
stituita dal cono di 5.° ordine che projetta A' da Q, e dalla superficie di 7.° ordine, luogo 
delle coniche che passano per Q e incontrano A' in cinque punti, per la quale A' e una 
curva doppia e Q un punto quintiiplo. 

6) Le K siano curve di 4.*^ ordine 1'2'3“456; le superficie f a^Tanno allora in comune, 
oltre alia curva doppia una cubica gobba (semplice) A segante in quattro punti, e 
tre rette E3, corde della curva doppia. Alle rette dello spazio (x) eorrispondono curve 

gobbe di 7.° ordine, eiascuna delle quali ineontra 0^^ in dieci, A in otto e ciascima retta 
E in due punti. La Jaeobiana delle 's comprende le tre superficie quadriche C^^E.E.!, 
0^^ E3 Ei , El Eo, la superficie di 4.° grado che e formata dalle corde di segate da A , e 
la superficie 616 .^ ordine, luogo delle cubiche gobbe che incontrano A e C'^' in quattro e 
eiascuna E in un punto. La trasformazione inversa e adunque del 7.° grado; e le superfi- 
cic (di 7,^ ordine) hanno in comune una cubica gobba tripla A, tre rette doppie Bi B^, B3 
(corde di A) ed una curva semplice (razionale) di 5.® ordine, che sega A in sei e cia- 
scuna B in due punti**). La Jaeobiana delle e composta delle tre superficie quadriche 


*) Mathem. Annalen, t. 1. p. 284. 

**) Nella rappresentazione d’ ordine minimo di nna superficie le imagini delle sezioni 
plane sono curve di 4.° ordine con nove punti fissi aj a.^a^ &i ^ 2^3 ^ 3 5 curva tripla, 

alle tre rette doppie ed alia curva A' eorrispondono ordinatamente una curva di 6.° ordine 
at a| at hi hi le rette ed una conioa h.^h.^ . 


CremonUj tomo III. 


17 
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AB2B3, AB3B1, ABiBo; della superficie di grado A'^BiB^BfA, luogo delle corde di 
A segate da A'; e della superficie di 10,^ ordine A^BiBIB^A'^ luogo delle eoniclie che 
incontrano A e A in due e eiascuna retta B in un punto. Alle rette dello spazio {y) corri- 
spondono curve gobbe di 5.° ordine, che incontrano la curva tripla in sei, eiascuna retta 
doppia in due e la curva A' in quattro punti. 

Credo che quest! esempj possano ormai bastare a dimostrare il mio assunto; cioe che 
la rappresentazione piana di una data superficie (omaloide) sia un mezzo singolarmente 
pronto ed efficace per giungere ad ottenere in tutt’i suoi particolari qualsiasi trasforma- 
zione (razionale), il cui sistema omaloidale contenga la superficie data *). 

Le proprieta qui enunciate si diniostrano facilmente, quando si consideri che una curva 
razionale d’ordine n (nello spazio a tre dimensioni) e determinata da 4^^ condizioni; che, 
se essa deve passare con r rami per un punto date, cio assorbe 2r condizioni; ma che, se 
deve avere un punto r-pio in un punto 0 semplice per tutte le superficie cp del sistema oma- 
loidale **), il numero delle condizioni assorbite sara r(f+l). A1 punto 0 corrisponde nello 
spazio (x) una superficie omaloide d’ordine r (segante tutte le 6 esclusivamente in curve 
fisse, fondamentali, e faciente parte di eiascuna delle ^ di una rete contenuta nel sistema), 
la quale nel primo caso e compresa due volte nella Jaeobiana delle ma nel secondo vi 
e compresa r+1 volte. Ad una curva A d’ordine i, la quale sia f-pla per tutte le 9, corri- 
sponde una superficie (da contarsi una volta nella Jaeobiana delle cjj), il cui ordine e uguale 
al numero delle intersezioni non fisse di A colla curva razionale che corrisponde ad una 
retta arbitraria dello spazio (x), e che sega qualunque secondo alcune curve fisse ed i 
curve razionali d’ordine r. 


*) Colgo qnest’occasione per aggiungere aJle citazioni gia fatte al principio della Nota 
[Queste Opere, n. 9J] quella di una nnova Memoria del sig. Noether, Ueher die eindeutigen Haum- 
transformationen (Math. Annalen, t. 3, p. 547), della quale ho ricevuto un esemplare separate 
il di 7 maggio. In questa Memoria del sig. Noether e nella mia Nota, Ueher die Ahhildung al- 
gehraiseher Fldchen (Nachrichten di Gottinga, 3 maggio) [Queste Opere n. 93], che trattano il 
medesimo argomento (U applicazione delle trasformazioni di 3.° grado alia rappresentazione 
di superficie algebriche) e che sono state pubblicate precisamente negli stessi giorni, il lettore 
troyera le piu singolari coincidenze anebe in minuti particolari. La qual cosa non dee recare 
meraviglia ad alcuno, ed a me e cagione di compiacenza: tanto piu che sono appunto le belle 
ricercbe del sig. Noether, insexite ne’ suoi lavori precedenti, che mi banno invogliato a ripren- 
dere questi studj, e cbe, combinate coi risultati gia da me ottenuti per le figure piane, mi condus- 
sero finalmente alia completa determinazione delle trasformazioni generali nello spazio: scopo 
di questa e della l.» Nota (4 maggio) eomunicata al it. Istituto. 

**) Le quaJi avranno ivi un contatto d’ordine r — 1, cosi cbe rappresentando una delle due 
superficie omaloidi cbe determinano la curva, I’imagine di questa ayr^ un punto r-plo in o, 
imagine di 0. 
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Puo accadere, come nei casi 5.° 6.° e 9.°, ehe le s , oltre alle curve fondamentaK neces- 
sarie per individuare il sistema, abbiano ancora in comune una Imea R, determinata da 
quelle, la quale suppon’o d’ordine i e multipla secondo r per le 'f. Allora a tutt’i punti di 
R corrispondono linee coincident! in una linea unica R' d’ordine r, che e multipla secondo 
i per le 'Jj. La linea R (e analogamente R') non e ineontrata dalla curva razionale che cor- 
risponde ad una retta arbitraina dello spazio (x), ed e multipla sceondo 4r per la Jaeobiana 
delle Ecc., eee. 



UEBER DEE ABBILDUNG ALGEBRAISCHER FLACHEN. 
Von L. Cbemona in LIailand *). 


Mathematische Annalen, Band IV (1871), pp. 213-230. 


Unter den rerschiedenen Hulfsmitteln, deren man sich bedienen kann, um zur geome- 
trischen Abbildung algebraiseber Flaohen auf einer Ebene zu gelangen (falls sie mbglich 
ist), scheinen mir He raiionalen Transforniafionen des Ramies eines der einfacbsten und 
scbneUsten. Rationale Transformationen nenne ich solcbe, welche einen (dreifach ausge- 
dehnten) Raum auf einem anderen Eaume eindeutig abbilden (gleiehgultig ob man auch 
die zwei Eaume als sich de kende fasst), so dass den Ebenen des ersten Raumes rationale 
Flachen Ordnung entsprechen, die ein lineares dreifach unendliches System bilden. 
Natiirlich, um eine eindeutige AbbUdung zu erreichen, mussen jene Flachen eine solche 
Zahl von gemeinsehaftlichen Fimdamentalpunkten und Curven haben, dass Je drei von 
ihnen in einem einzigen veranderlichen Punkte sich schneiden; unter dieser Vorausse- 
tzung -wird das System homaloUisch genannt **). Einige solcher Trasformationen sind 
sehr bekannt; namentlich der Fall n=2, wenn die Flachen Ordnung des linearen Sy- 
stems einen Fundamentalkegelschnitt und einen, nicht auf dem Kegelschnitte gelegenen, 
Fundamentalpunkt haben; und der Fall «=3, wenn eine Fundamentalraumcurve sechster 
Ordnung vorhanden ist. Der erste Fall stimmt mit der Methode der reciproken Radien 
uberein ; der zweite fuhrt zur bekannten AbbUdung einer aUgemeinen Flache dritter 
Ordnung auf einer Ebene. Fur diese letzte Transformation hat man nur vorausgesetzt, 
dass die Fundamentalcurve nicht in TheUe, oder sofort in zwei zusammenfallende Eaum- 


*) Aus dea Nachrieliten der kgl Gesellsehaft der Wissenschaften 2 ra Gottingen, (1871, Nr. 5), 
mit Zusatzen des Verfassers. p'’'] 

**) Dieselbe Benennung raoge fiir Netze von ebenen raiionalen Curven gelten. Homalotd 
moge eine Maehe beissen, wenn sie auf einer Ebene abbildbar ist. 
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curven dritter Ordnung oder in sechs Gerade zerfalle *). Fiigen wir diesem noch hinzu, 
dass Herr Cayley **) eine besondere merkwiirdige Transformation gefunden hat, wobei 
den Ebenen des ersten Ranmes ein System von vrindschiefen cubischen Flachen entspricht, 
welche die doppelte Gerade und drei Erzeugende gemein haben, indem die den Ebenen 
des zweiten Ranmes entsprechenden Flachen nnr zweiter Ordnung sind und in einer 
Geraden und drei festen Punkten sich durchschneiden. 

Sehon die Transformation zweiten Grades bietet einen Fall dar, welcher, so weit mir 
bekannt, unbemerkt geblieben ist: nS,mlich den Fall, dass der Fundamentalpunkt auf 
dem Fundament alkegelsehnitte liegt. Dann entsprechen den Ebenen jedes Ranmes 
Flachen zweiter Ordnung, welche durch einen festen Kegelschnitt gehen und in einem 
Punkte dieser Curve eine feste Ebene beriihren, Wenn man diese Transformation auf 
eine allgemeine Flache dritter Ordnung ***) anwendet, erhalt man auf eine ungemein 
einfache Weise alle die Eigenschaften der mit emejn BofpeTkegehchnitte hehafteten Flache 
vierter Ordnung, deren Kenntniss man Herrn Clebsch verdankt f). 

Setzt man aber im Falle n = 3 voraus, dass die Fundamentalraumcurve sechster Ord- 
nung in Theile zerfallt (was auf sehr viele verschiedene Weisen geschehen kann), so 
geiangt man zur Abbildung einer sehr ausgedehnten Reihe von algebraischen Flachen 
auf der Ebene, Ich erlaube mir, hier einige Beispiele mitzutheilen. 

Sei K die Fundamentalcurve des ersten Raumes, sodass eine cubische Raumcurve, 
welche K in 8 Punkten begegnet, K zur voUen Durchschnittscurve zweier cubischen Fla- 
chen erganzt; und sei K' die analoge Fundamentalcurve fiir den zweiten Raum, Dann 
entsprechen den Punkten von K die Geraden, welche K' dreimal schneiden, und deren 
Ort eine Flache Ic achter Ordnung ist, auf welcher K' eine dreifache Curve ist. Analoger- 
weise entsprechen den Punkten von die Erzeugenden einer Flache h achter Ordnung, 
auf welcher K eine dreifache Curve ist. Zerfallt K in Theile, so geschieht eine ahnliche 
Zerlegung fur K, fc, fe'. 

Geht man nun von einer Flache F aus, welche einen Theil von K einfach oder mehr- 
fach enthalt, so geiangt man zu einer auf F eindeutig abbildbaren Flache F, deren Ord- 


*) Geisee, Borghabdt’s Journal Bd. 69., Stijem, ebenda Bd. 70. Yon einigen anderen 
Fallen der cubiscben Transformation bat Herr Noether in seiner reichbaltigen Abhandlung 
(Math. Annalen, Bd. 3, pp. 199, 205) Anwendungen auf Abbildungsaufgaben gemacbt. 

**) On the rational Transformation between two spaces (Proceedings of tbe London Mathema- 
tical Society, v. Ill, 1870, p, 171). 

***) Ich babe schon anderswo diese Anwendung ausgefuhrt (Eendiconti del E. Istituto Lom- 
bardo, 9 u. 23 marzo 1871) [Queste Opere, n. 88, 89]. Herr Geisee hatte bereits (Borchardt’s 
Journal, Bd. 70) die eindeutige Beziehung zwischen denselben Flachen aus der gewohnlichen 
Transformation zweiten Grades abgeleitet. 
t) Boechaedt’s Journal, Bd. 69. 
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muig (Icr Anzahl der Punkte gleich ist, in deneii eine beliebige von Iv aclitraal geschnit- 
tcne culjische Raumciirve der Flilehe F aiisserlialb K nocli begegnet. Eine Curve, wcl- 
che ein Bestandtheil von K' ist, wird so oi't von F' entlialten, als eine beliebige Erzeiigeude 
des entsprecheiiden Bestandtheils von b und die Flache F nicht aiif K gclcgene Punkte 
geniein haben. Xach dieser Methode ergeben sich auch Fllicheii mil Riiclckehrcun'en ; deim 
man braucht nur eine Fliiche F anzunehmen, welche in eiiien Tlieil v'on k eingeschrieben ist. 

Efstes Beifspiel — K besteht aus einer Geraden Ci und einer Raumeurve C., fiinfter 
Ordnung vom Geschlechte 1, welclie Ci in drei Punkten sclineidet. Dann zerfallt K' in eine 
Curve C'j vierter Ordnung und erster Species, und in einen Kegelschnitt C'^, dor sich auf 
C .1 in drei Punkten stiitzt. Betnichtet man nun eine Flache F.^ zweiter Ordnung, die 
durch C, gelit, so wird ihr im andern Kaunie eine Flache F's fiinfter Ordnung entspreclu-n, 
die C 4 ah Doppelcurce besitzl und C. einfacli enthalt. Hieraus entspringt die ganze Theo- 
rie dieser letztern Flache, welche Herr Clebsch zuerst dargelegt hat *). Dio 7 Punkte a, in 
denen C 5 der Fliiche F, ausserhalb C, noch begegnet, und die 7 Geraden von F^, welclie 
von Cl und C:. geschnitten werden, bilden sich auf F'j als Gerade ab ; und man hat somit 
die 7 Paare von Geraden dieser Flache. Das System der Erzeugenden von Fo, welclie C| 
treffen, entspricht der Schaar von Kegelschnitten, die entstehen, w'enn man Ft mit dem 
Busehel zweiter Ordnung sclineidet, dessen Grundcurve C'^ ist. Die 7 Punkte a werden von 
einem achten Punkte voii lA zu einem Schnittpunktsystemo von drei Flachen zweiten 
Grades ergaiizt; dieser achte Punkt entspricht der Spitze des Kegels zweiter Ordnung, 
welcher F 5 umgeschrieben ist. Die einzige Raumeurve vierter Ordnung und zweiter Species 
weiche durch die 7 Punkte n und dreimal durch Ci gelegt werden kann; die 21 cubischen 
Raumeurvon, welche durch fiinf Punkte a und zweimal durch Ci gehen; die 35 Kegel- 
schnitte, welche auf F^ liegen und durch je 3 Punkte a gehen; endlich die 7 Geraden von 
F.^, die durch je einen Punkt a gehen, ohne C, zu schneiden, bilden sich auf F 5 als die 64 
Kegelschnitte ab, welche der oben angefiihrten Schaar nicht angehoren. Analogerweise 
bestinimen auch die 7 Punkte a die 64 Schaaren von cubischen Raumeurven, welche 
auf F '5 liegen. Jedem Punkte von C 4 entsprechen die zwei Punkte gleichzeitig, in denen 
F 3 von einer sich auf C 5 dreimal stiitzenden Geraden geschnitten wird; die ganze Doppel- 
curve von F '5 entspricht also einer Raumeurve neunter Ordnung, welche durch Ci fiinf- 
mal und durch jeden Punkt a zweimal geht — Projicirt man F 2 von einem auf ihr belie- 
big gewahlten Punkte auf eine Ebene, und wendet man auf das so entstehende ebene 
Gebilde eine Transformation zw'eiten Grades an, so werden wir die niedrigste AbbOdung 
der Flache F '5 erreichen, wobei die ebenen Schnitte durch Ciurven vierter Ordnung mit 
einem doppelten und sieben einfachen Fundamentalpunkten dargestellt werden. 


•) Abhandlungen der Gottinger Societat, 1870, Bd. 15. 
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Durch die umgekelirte Transformation erhalt man aus einer eubischen Flache F'j, 
welclie die Eaumcurve C'l enthalt, cine Flache F^ vierter Ordnung mil der Doppelgeraden 
Cl. Die 3 SehnittpunktP a von F'g mit Cg (ausserbalb C'l); die 10 Geraden b von F'a, welche 
C '4 zweimal sckneiden, und die 3 Kegelsehnitte von F'3, velehe durch je einen Punkt a 
gehen und mit aiif je einer Flache z-weiten Grades liegen, sind die Bilder der 16 Gera- 
den von F<. Der Doppelgeraden entspricht die Durchschnittscurve von F 3 mit der Ebene 
von C' 2 ; und den ebenen Schnitten von Fi entsprechen Raumcurven fiinfter Ordming 
(vom Geschlechte 2 ), velche von den durch C\ und die Punkte a gehenden eubischen Fla- 
chen ausgeschnitten verden. BUdet man demnach F '3 auf einer Ebene so ab, dass fiinf 
Gerade b durch funf Fundamentalpunkte 1 , 2 , 3 , 4 , 5 dargestellt werden, so wird 
sich sofort die niedrigste AbbUdung von P 4 ergeben. — 1 st, in der Darstellung von F' 3 , 0 
der sechste Fundamentalpunkt, und 6 , 7 , 8 die Bilder der Punkte a, so werden die 
ebenen Schnitte von F 4 durch Curven vierter Ordnung, 0 -. 1 . 2 . 3. 4. 5. 6 . 7. 8 , abge- 
bddet *). 

Benutzt man dieselbe Transformation, um eine durch den Kegelschnitt C, gehende 
cubische Flache F '3 umzugestalten, so wird sich eine Flache F^ sechster Ordnung ergeben, 
welche He Doppeleurve C 3 {vom OescJilecMe 1) besiM. Auf dieser Flache liegen 10 Gerade, 
welche die Doppeleurve dreimal treffen; und 16 Kegelsehnitte, welche sich auf C 5 in fiinf 
Punkten stiitzen. Um zur niediigsten ebenen AbbUdung von Fc zu gelangen, reicht es bin 
die Flachen F '3 so abzubUden, dass ein Fundamentalpunkt der Geraden entspricht, die 
mit C '2 zu einem ebenen Gesammtschnitte von F 3 erganzt: dann werden die ebenen 
Schnitte von Fe durch Curven sechster Ordnung dargestellt, welche 5 zweifache und 10 
einfache feste Punkte haben. Das Bild der Doppeleurve wird eine Curve funfzehnter 
Ordnung mit 5 fiinffachen und 10 dreifachen Punkten sein. 

Geht man von einer Flache F 3 dritter Ordnung aus, welche die Gerade Ci enthalt, so 
fiihrt dieselbe Transformation zu einer Flache aehter Ordnung F'g mit der dreifachen Curve 
C'4 und dem doppelten Kegelsehnitte C'g. Die Flachen zweiten Grades, welche durch C'4 
gehen, schneiden noch aus F'g Curven vierter Ordnung und zweiter Species aus: unter 
diesen giebt es 5, die in zwei Kegelsehnitte, und 12 andere, die in eine Gerade und eine cu- 
bische Raumeurve zerfallen. Jeder der 10 Kegelsehnitte bildet, zusammen mit C '4 und C'g, 
die Grundcurve eines Buschels von eubischen Flachen, welche ausserdem aus F'g ratio- 
nale Raumcurven sechster Ordnung ausschneiden, von denen 4 aus zwei eubischen Raum- 
curven bestehen: somit hat man 16 Raumcurven dritter Ordnung, ausser den oben er- 
wahnten 12. — In der niedrigsten ebenen Abbildung entsprechen den ebenen Schnitten 
von F'g Curven siebenter [^®] Ordnung, welche einen dreifachen (1), fiinf zweifache 


*) Matliematisclie Annalen, Bd. 1, S. 261. 
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(2, 3, 4, 5, 6 ) und zwolf einfaehe (7, 8 , 9, 18) feste Pimkte besitzen. Die dreifache 

Curve bildet sich als eiiie Curve dreizehnter Ordnung 1^ 2'. 3‘... 6 b T. 8 ^.. 18' ab, 
und der doppelte Kegelscbnitt als eine Curve ftinfter Ordnung lb 2. 3... 18. 

Zweites Beispiel. — Die BestandtheOe der Fundainentalcurve K seien eine Eaumcurve 
Cs fiinfter Ordnung vom Geschlechte 2 und eine Gerade C,, die Cj Z'weimal trifft, dann 
wird auch K' sich in zwei Linien C';, C'l derselben Art zerlegen. Wendet man diese 
Transformation auf eine Flache F, zweiten Grades an, die durch Ci geht, so wird eine 
Fldrhe F '4 vierfer Ordnung entstehen, icehhe die doppelte Gerade C', lesitzt. Die 8 Paare 
von Geraden, welche auf dieser Flache vorhanden sind, entsprechen den 8 Punkten, in 
welcheii C, der Flache F. ausserhalb C, noch begegnet, und den 8 Geraden von F,, die 
durch diese Punkte und durch C. gehen. 

TJntervirft man dieser Transformation eine cubisehe windsehiefe Flache F 3 , deren 
Doppelgerade C. sei, so werden wir eine Fldche F 5 filnfteT Ordnung mit der dreifacJien Oe- 
raden C\ finden. Die 11 Punkte, in denen F^ von C 5 ausserhalb Ci noch getroffen wird, 
und die aus diesen Punkten ausgehenden Erzeugenden von F 3 liefern sofort die 11 Paare 
von Geraden, die auf F '5 existiren. Der dreifachen Geraden Cb wird die Durchschnitts- 
curve von F 3 mit der Flache zweiten Grades entsprechen, welche der Ort der die Curve 
C's dreimal schneidenden Geraden ist *). 

Mittelst derselben Transformation fuhrt cine allgemeine, durch Ci gelegte, eubische 
Flache F 3 zu einer Fl'dche F^ siebenter Ordnung mit der dreifachen Geraden C 1 und der Doppei- 
carve Cb- Diese Flache enthalt 13 Gerade, die von CA geschnittene Sehnen von Cb sind. 
Riehtet man die ebene Abbildnng von F^ so ein, dass die Gerade Cj von einem Kegelschnit- 
te dargestellt wird, so ergiebt sich die niedrigste Abbildung von F 7 , woliei den ebenen 
Schnitten dieser Flache Curven siebenter Ordnung mit einem dreifachen (1), fiinf zwei- 
fachen (2, 3, 4, 0 , 6 ) und dreizehn einfaehen (7, 8 , ...,19) festen Punkten entsprechen. 
Die dreifache Gerade wird durch eine Curve sechster Ordnung 1*. 2 '... 6 b 7. 8 ... 19, 
und die Doppelcurve durch eine Curve zwolfter Ordnung lb 2b 3®... 6 b 7b 8 ' .. 19® 
dargestellt. 

Drities Beispiel. — K besteht aus zwei cubischen Raumeurven C 3 , Kj, die vier gemein- 
same Punkte haben: dann ist auch K' ein ahniiehes System von zwei Raumeurven Cb, 
Kb. SteEt man sich nun eine durch C 3 gehende aUgemeine cubisehe Flache F^ vor, so wird 
das entsprechende Gebilde im zweiten Raume eine FldeJie Fb fiinfter Ordnung mit einer 
imebenen Boppeleurre Cb dritkr Ordnung sein. Den 5 Punkten a, in welchen K 3 die Flache 
Fa ausserhalb C 3 noch trifft, und den 6 Geraden h von F 3 , welche die Curve C 3 zweimal 
schneiden, entsprechen die 11 Geraden von Fb; uad die Doppelcurve Cb entspricht einer 


*) Math. Annalen, Bd. 3, S. 186, 
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Curve neunter Orduung, welche der Ort der Begegnungspankte von F 3 mit den Geraden 
ist, die K 3 zweimal und Gj einmal treffen. Ordnet man die ebene Abbildung von F 3 so an, 
dass die Geraden I durch sechs Punkte 1, 2, 6 dargestellt werden, und sind 7, 8 , , 11 

die Bilder der fiinf Punkte so wird man obne weiteres die niedrigste Abbildung von F'., 
erhalten, wobei die ebenen Schnitte sich als Curven vierter Ordiiimg 1 . 2 . 3... 11 
abbilden, und die Doppelcurve durch eine hyperelliptische Curve siebenter Ordnung mit 
eilf Doppelpunkten dargestellt wird *). 

Vieries Beispiel. — K besteht aus einer Curve C4 vierter Ordnung und erster Species, 
und aus zwei vindschief liegenden Sehnen A, B derselben. Diircliaus alinlicli wird claim 
die Zerlegung von K’ sein. "Wenn man durch A und B eine allgemeine eubische Flache F 3 
Iiindurehlegt, so wird ilir im andern Raume erne Flache fioiftey Onlnung, F 5 , entsprechen, 
die zwei sich nichi schneidende Doppelgerade A', B’ besitzi. Diese Flache eiithalt 13 Gerade: 
sie entstehen aus den 8 Punkten, in welchen C 4 die Flache F^ ausserhalb A und B noch 
trifft, und aus den 5 Geraden von F 3 , die A und B sehneiden. Den zwei Doppelgeraden von 
F's entsprechen zwei Raumcurven funfter Ordnung (vom Geschlechte 2), die beziiglich mit 
A, B den Gesammtdurchschnitt von F 3 mit zwei durch C 4 gehenden Flachen zweiten 
Grades bilden. Nimmt man nun die Fundamentalpunkte 1, 2, ..., 6 der ebenen Abbildung 
von F 3 so an, dass den Geraden A, B die Kegelschnitte 1.3. 4. 5. 6 , 2. 3. 4. 5 . 6 entsprechen, 
so wird sich aueh die niedrigste Abbildung von F 5 ergeben : die Bilder der ebenen Schnitte 
dieser Flache werden Curven funfter Ordnung sein, die zwei Doppelpunkte 1, 2 und zw’olf 
einfache feste Punkte 3, 4, ..., 14 haben: wo die Punkte 7, 8 , ..., 14 den Durchschnitts- 
punkten von F 3 und C 4 entsprechen **). 

Legt man F 3 nicht durch A und B, aber durch C 4 hindurch, so erhalten wir wieder eine 
Flache F\ funfter Ordnung^ mit der Doppelcurve C\ (erster Species). Die 14 Geraden dieser 
Flache entsprechen 1, den 2 Punkten a, in welchen A, B die F 3 ausserhalb C 4 noch treSen ; 
2. den 10 Geraden 6 von F 3 , welche Sehnen von C 4 sind; 3. den 2 Kegelschnitten, die 
durch einen Punkt a gehen und C 4 viermal begegnen. Um zur niedrigsten Abbildung von 
F 5 zu gelangen, wird man ftini Fundamentalpunkte 1, 2, . . . , 5 der Abbildung von F 3 so 
annehmen, dass sie funf Geraden I darstellen. Ist 0 der sechste Fundamentalpunkt 
dieser letzten Abbildung, und sind 6 , 7 die Bilder der zwei Punkte u, so werden die 
Curven vierter Ordnung 0^.1. 2. 3... 7 den ebenen Schnitten von F 5 entsprechen. 

Dieselbe Transformation bietet eine unmittelbare und ungemein leichte Behandlung 
einer Aufgabe dar, die von Herrn Clebsch vorgelegt und von Herrn Lueoth gelost 
wurde ***). Die Aufgabe lautet: «Die Anzahl der Kegelschnitte zubestimmen, welche 


*) Math. Annalen, Bd. 1, S. 284, 

Math. Annalen, Bd. 1, S. 306. 

***) Math. Annalen, Bd. 3, S. 124, 
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eine Curye vierter Ordnung, erster Species, in drei imd fiinf ihrer Sehnen in je einem 
Punkte treffenn. Sei C, die Raumcurve: A, B, C, D, E ihre gegebenen Sehnen. Ich nehme 
das System (Cj, A, B) als FimdamentalcurTC eines dutch eine cubische Transformation 
unizuformenden Raiimes an; so wird der zweite Raum ein ahnliches Eundamentalsystem 
(C'o A', B') besitzen. Dann entsprechen den Sehnen C, D, E drei Gerade C', D', E', welche 
ebenso Sehnen von C'^ sind, und es entspricht hgend einem Kegelschnitte, welcher C4 
dreimal, A und B je einmal trifft, eine Gerade, ttelche C'4 nut einmal begegnet. Die vorge- 
legte Aufgabe gestaltet sich also in die folgende um: « Die Anzahl der Geraden zu bestim- 
men, welche eine Curve C\ (vierter Ordnung und erster Species) und drei ihrer Sehnen 
C, D', E' in je einem Punkte treffen ». Der Durchsclinitt des Hyperboloids (C' D' E') 
mit der Curve C'^ giebt dann ohne weiteres die zwei Losungen der Frage. 

Es versteht sich von selbst, class man viele andere, die Kegelschnitte und die unebenen 
cubischen Curven im Raume betreffenden Aufgaben in ahnlicher Weise vereinfachen und 
auflosen kann. 

Funfte$ Beispkl — Die Bestandtheile von K sind eine Curve vierter Ordnung und 
zweiter Species, C^, und ein Kegelschnitt C.., der sich auf C4 in vier Punkten stiitzt; 
dann wird K' ein ahnliches System (C'4, C'j) sein. 

1st eine durch C, gehende cubische Flache F3 gegeben, so liefert die Transformation 
eine Flache siebenter Ordnung F'7 mit dem dreifaehen Kegelschnitte C!« und der Doppelcurve 
C'4. Diese Flache enthalt 9 Gerade und 16 (einfache) Kegelschnitte: eine Gerade ist eine 
Sehne von C'j; die anderen 8 Geraden sind Sehnen von C'4, welche noch C'a treffen. In der 
niedrigsten Abbildung werden die ebenen Schnitte durch Curven sechster Ordnung darge- 
steUt, die funf feste Doppelpunkte 1 , 2 , 3 , 4 , 6 und neun einfache gleichfaUs feste 
Punkte 6, 7 , 8, . . . , 14 haben. Der dreifache Kegelschnitt bildet sich auf einer Curve 
sechster Ordnung l'.2h 3 ^ 4 % 5 h 6-. 7 . 8 ... 14 ab, und die Doppeleurve C4 auf einer 
hyperelliptischen Curve neunter Ordnung H. 2 *. 3 ®. 4 ®. 6*. 7 ^. 8^... 14 ®. 

Legen wir durch Co eine Flache zweiten Grades, so werden wir eine Flache vierter Ord- 
nung mit dem Doppelkegelschnitte C'o erhalten. 

Einer durch C4 gelegten Flache F4 vierter Ordnung, welche eine von C4 dreimal ge- 
schnittene Doppelgerade besitzt, entspricht eine Flache sechster Ordnung , welche C'2 ein- 
fach, C'4 ziceifaeh enthalt und einen auf C'o gelegenen dreifaehen PunM 0 hat. Dieser Flache 
gehoren die drei von 0 ausgehenden Sehnen von C4 an, und ausserdem vier andere Ge- 
rade, welche C'4 dreimal sehneiden. In der niedrigsten Abbildung von P'g werden die ebe- 
nen Schnitte durch Curven siebenter Ordnung abgebildet, die neun Doppelpunkte und 
sieben einfache Punkte gemein haben. Das BUd des dreifaehen Punktes 0 ist eine Curve 
dritter Ordnung, welche die neun doppelten und drei einfachen Fundamentalpunkte ent- 
hSlt. Der Doppeleurve C'4 entspricht eine hyperelliptisehe Curve vierzehnter Ordnung, 
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welche viermal dureh jeden doppelten, zweimal durch die oben erwahuten drei einfaehen, 
und dreimal durch die ubrigeii einfaehen Fundainentalpunktc geht. 

Seclistes Beispkl . — Drei Kegclschnitte A, B, C machen die Fundamentalciirve K 
aus: A hat zwei Punkte gemein mit Jeder der beiden andoren, und diese schneiden sich nur 
in einein Punkte. Die Fundanientalcurve im anderen Raunie wird dann aus einer Rauni- 
curve C'4 vierter Ordnung und zweiter Species, und aus zwei sich kreuzenden Sehneii der- 
selbeii R', S' ausanimengesetzt. 1st ini ersten Raunie eine cubische Fliiche F^ gegebeii, 
welche durch den Kegelsehnitt C geht, so wird ihr eine Fliiche seehder Onhiuinj F',; ent- 
sprechen, welche eine Doppelcurce C'4 und eine DoppehjenuJe R' hf'sifzt. Diese Fliiche enthalt 
10 Gerade, von denen 4 die Doppelcurve dreimal schneiden. dagegen schneiden die iibri- 
gen C'4 zweimal und R' einmal. — In der niedrigsten Abbildung von F's werden die ebe- 
nen Schnitte durch Curven sechster Ordnung mit 5 zweifachen und 6 4-4 einfaehen fe- 
sten Punkten dargestellt. Der Doppelgeraden entspricht eine cubische Curve, welche die 
5 zweifachen und 6 einfaehen Fundamentalpunkte enthalt.: und der Doppelcurve C 4 eut- 
spricht eine Curve zwolfter Ordnung, welche durch die 5 4- C 4 4 Fundamentalpunkte 
bezuglich 4,2, 3mal geht. Uebrigens ist diese Flache ein besonderer Fall der oben im 
ersten Beispiele betrachteten Flache sechster Ordnung, welche eine Doppelcurve funfter 
Ordnung vom Geschlechte 1 besitzt. 

Die vorliegende Transformation fiihrl wieder zi.i einer Flache vifiier Ordnung mit ei- 
iwn DoppeTkegdschnitte, wenn man von einer dureh die Geraden R', S' gelegten Flache 
zw’eiten Grades ausgeht. 

Siehentes Beispiel. — K besteht aus vier windschief liegenden Geraden C , D , E , F 
und aus ihren Transversalen A , B; im zweiten Raume werden wir ein ahnliches System 
(C, D' , E' , F' , A', B') haben. Wendet man diese Transformation auf eine durch 
A , B , C gehende cubische Flache F3 an, so wird man eine mit drei dreifachen A' , B' , 
C und drei zweifachen Oeraden D' , E' , F' behaftete Fliiche siebenter Odnung F', ablei- 
ten. Diese Flache enthalt noch 9 einfache Gerade. In der niedrigsten Abbildung haben 
die ebenen Schnitte zu Bildern Curven vierter Ordnung, die neun einfache feste Punkte 
1, 2,. .,9 haben. Den vielfachen Geraden A' , B' , C , D' , E' , F entsprechen die 
Kegelschnitte 1.2. 3. 4. 5, 1.2. 3. 4. 6, 5. 6. 7. 8. 9 und die Geraden 8.9, 9.7, 7.8. 

Achtes Beispiel. — Setzen wir nun voraus, dass K aus einer ebenen cubischen Curve 
K3 und aus einer cubischen Raumeurve C* bestehe, wobei C3 und Kj drei Punkte gemein 
haben; dann wird K' eine mit einem dreifachen Punkte 0 behaftete Raumeurve K's sechs- 
ter Ordnung, vom Geschlechte 1. Legt man dureh K3 eine Flache F3 dritter Ordnung, so 
wird der umgeformte Ort eine Fliiche Fg sechster Ordnung sein, welche K'g zur Doppelcurve 
und 0 zum dreifachen Pwnlde hat Diese Flache enthalt 6 sich nicht schneidende Gerade, 
welche den 6 ausserhalb K3 fallenden Durehschnittspunkten a von F3 mit C^; und 27 Kegel- 
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schnitte, welche den 27 Geraden von F3 entspreelien. Die ebenen Schnitte von F'e werden 
auf F;j durch Curveu sechster Ordnung dargestellt, -welclie von den die sechs Punkte a ent- 
haitenden Fldehen zweiten Grades ausgeschnitten iverden. Handelt es sich also daruin, 
die cubisehe Flacbe Fjin die Flache sechster Ordnung F'saberzufuhien, so kann man statt 
der cubiscben Transformation, deren Grundcurve aus K3 und besteht, eine quadrati- 
scbe Transformation anwenden: das beisst, ein dreimal unendliches lineares System von 
Flachen zveiten Grades als den Ebenen des anderen Eaumes entsprecbend annehmen. 
Alle diese Flachen gehen durch die sechs festen Punkte a; folglich ist diese Transforma- 
tion nur unter der Bedingung rational umkehrbar, dass man sie mit der Gleichung der 
Flache verkniipft, die transformirt v'erden soil. In der That schneiden sich je drei jener 
Flachen zweitea Grades noch in zwei Punkten; und die Flache F3 wird nur von einem 
derselben durehlaufen. — Die gewohnliche Darstellung von Fs giebt unmittelbar die 
niedrigste ebene Abbildung von F's ; den ebenen Schnitten entsprechen Curven sechster 
Ordnung, welche sechs doppelte und sechs einfache feste Punkte haben. Das BUd des 
dreifachen Punktes 0 besteht aus drei Punkten, die in der Abbildung von F* den drei 
Begegnungspunkten von Cj und K3 entsprechen. Die Doppelcurve K'^ wird durch eine 
Curve funfzehnter Ordnung mit sechs fhnffachen, sechs dreifachen und drei doppelten 
Punkten dargestellt. 

Geht Fa durch C3, nicht durch Ks, so wird eine Flache P'4 vierter Ordnung mit dem drei- 
facJien Pitnlde 0 entstehen; den 6 auf F3 liegenden Sehnen von C3 und den 6 Punkten, in 
welchen F3 und Kg ausserhalb C3 sich treffen, entsprechen 12 Gerade von F'4, welche durch 
0 gehen. Die niedrigste Abbildung fallt hier mit der Centralprojection aus 0 zusammen. 

Bei dieser Transformation entsprechen den windschiefen Flachen, deren Erzeugende 
Sehnen von C3 sind, die Kegel mit der Spitze 0. Insbesondere entspricht der von Tangenten 
von C3 gebUdeten Flache der von 0 an die FlSehe gelegte Beruhrungskegel (zweiten Gra- 
des), welcher der Ort der die Curve K'g dreimal treffenden Geraden ist. 

Sei C3 das System von drei Geraden A , B , C , von denen die beiden ersten wind- 
schief liegen, wahrend beide von der dritten gesehnitten werden. Dann wird K' aus einer 
Raumeurve C4 (vierter Ordnung und erster Species) und zwei ihrer Sehnen A ! , B' be- 
stehen, welche einen Punkt 0 der Curve gemein haben. Hehmen wir nun eine windsohiefe 
Flache (m -f- u)**'' Ordnung an, auf welcher A eine ?K-fache, B eine w-fache Directrix, 
und C eine einfache Erzeugende sein moge. Der entsprechende Ort im andern Raume 
wird dann ein Kegel (w-f n — 1)*“ Ordnung mit der Spitze 0 sein: dieser Kegel besitzt 
eine («i — 1) faehe und eine (« — 1 ) fache Kante, A', B'. 

Geht man von einer durch C'4 gelegten und mit dem dreifachen Punkte 0 behafteten 
Flache F'4 vierter Ordnung aus, so fuhrt dieselbe Transformation zu einer Flache fiinfter 
Ordnung P5, auf welcher A und B doppelte, C eine dreifache Qerctfde ist, Diese merkwiirdige 
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Blache besitzt 10 Gerade, von denen 4 A und B schneiden, wahrend die ilbrigen zu zwei in 
drei durch C gehenden Ebenen liegen. Die Projection von F'<, aus deni dreifachen Punkte 
0 giebt sofort die niedrigste ebene Abbildung von Fj, in -welcher den ebenen Schnitten 
Curven dritter Ordnung entspreehen, die vier Punkte 1, 2, 3, 4 gemein baben. Sind a, p 
die Mittelpunkte der Geradenbiischel, welehe die ebenen durch A, B resp. gehenden Schnitte 
darstelleu, so ist die Gerade das Bild von C; den Doppelgeraden A, B entspreehen aber 
zwei in 1 2 3 4 sich schneidende Kegelschnitte (a), (b). Seien a' a", p' die Durchsehnitts- 
punkte von (a), (S) mit der Geraden ap; dann treffen die Bilder der ebenen Schnitte 
von Fs den Kegelschnitt (a) in zwei mit p, den Kegelschnitt (b) in zwei mit a geradlinig 
liegenden Punkte, und die Gerade ap in drei Punkte, welche eine Gruppe der cubi- 
sehen Involution (a a' a", PP’P") bUden. 

Neuntes Beispiel — Seien nun die Bestandtheile von K eine cubisehe Eaumcurve C 3 , eine 
Gerade Ci, und ein Kegelschnitt Cj, welcher C 3 dr eimal und Ci zweimal begegnet. Dann 
besteht K' aus einer rationalen Curve C '5 funfter Ordnung mit einem dreifachen Punkte 0 , 
und aus einer Sehne C'l derselben Curve. Mittelst dieser Transformation geht eine durch C,, 
gelegte Flfiche Fj zweiten Grades in eine Flache Ft funfter Ordnung mil dem dreifachen 
Punlcte 0 und der Doppelcurve G's uber. Diese Flache enthalt ausser C i noeh 9 Gerade, welche 
den drei (nicht auf C 2 liegenden) Begegnungspunkten a von Fo mit C 3 , und den sechs aus 
den Punkten a ausgehenden Geraden von Fj entspreehen: und diese 10 Geraden bilden 10 
Doppelireien *). Auf Fg liegen funf Schaaren von Kegelschnitten: und die AuflSsung der 
Gleichung funften Grades, welche diese funf Schaaren giebt, liefert ohne weiteres die 
Auflosung der zwei Gleiehungen zehnten Grades, von denen die zehn Geraden und 
die zehn Doppeldreien abhangen. — Den ebenen Schnitten von Fg entspreehen auf 
Fj Curven vierter Ordnung und erster Species, so dass eine quadratische Transformation 
existirt, welche, mit Hulfe der Gleichung von Fj, von dieser Flache zu Fg fuhrt. — Aus 
der Centralprojection von Fg und einer darauf folgenden quadratisehen ebenen Transfor- 
mation ergiebt sich die niedrigste Abbfldung von F'g, wobei die Bilder der ebenen Schnitte 
Curven dritter Ordnung sind, die durch vier feste Punkte gehen. Der Doppeleurve ent- 
spricht eine hyperelhptisehe Curve sechster Ordnung mit 7 Doppelpunkten, welche mit 
den 4 Elindamentalpunkten und 3 anderen, das Bild des dreifachen Punktes 0 ausma- 
chenden, Punkten zusammenfaJlen. 

Durch die umgekehrte Transformation fQhrt eine den Punkt 0 und die Gerade C'l enthal- 
tende cubisehe Flache F's zu einer Flache seehster Ordnung Fg, welche eine doppdte Baum- 
curve dritter Ordnung C 3 und eine diese nicht schneidende Doppelgerade Oi besitzt. Diese 


*) Mathem. Annalen, 3. Band, S. 75, Anmerkung. 
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Flache enthalt 10 Gerade, welche den Punkten entsprechen, in welcliem F 3 und C '5 sick 
ausserhalb 0 und C', noch treffen; 12 Kegelschnitte, \velche den 10 von G\ geschnittenen 
Geraden von F's, dem in der Ebene oC', liegenden Kegelschnitte von F 3 und dem Punkte 0 
entsprechen ; 32 cubische Raumcurven, ■welche den 16 von C'l nicht getroffenen Geraden 
von F ’3 und den 16 dutch 0 gehenden und von C'l geschnittenen Kegelschnitten von F 3 
entsprechen ; u. s. w. — ilan bilde F ’3 auf einer Ebene so ab, dass die Gerade C'l dutch den 
Kegelsehnitt 1. 2. 3. 4. 5 dargestellt werde; sei 0 der sechste Fundamentalpunkt dieser Ab- 
bildung; 6 das Bild des Punkteso(von F 3 ); und 7, 8, 16 die Bilder der Begegnungs- 
punkte von Fs und C'5. Dann haben wir die niedrigste Abbildung von F,,: die ebenen 
Schnitte werden dutch Curven siebenter Ordming 0 ®. 1 ^ 2 '... 617.8... 16; die Doppel- 
gerade dutch eine hyperelliptische Curve sechster Ordnung 0*. 1®. 2 ^ ... 6 “. 7. 8 ... 16; und 
die cubische Doppelcurve dutch eine ebenfalls hyperelliptische Curve eUfter Ordnung 
0^. F. 2®... 6 ^. 7“. 8 ’... 16* dargestellt *). 


Es schien mir nicht uberflussig, eine grossere Anzahl von Beispielen anzufuhren, um die 
l!^utzlichkeit dieses Verfahrens moglichst gut zu be'weisen; denn es sind nicht nur alle 
schon von Herrn Clebsch und NSthee untersuchten Flachen, sondern aueh manche a.n- 
dere auf die leichteste IVeise entstanden **). Die oben angewandten Transformationen sind 
soleher Art, dass ihnen uingekerte Transformationen gleicher Ordnung entsprechen ; os 
giebt aber noch andere, welche bei der Umkehrung ihre Ordnung andern. Z. B. giebt es 
(unter anderen) drei cubische Transformationen, denen Transformationen vierten, fiinften, 
sechsten Grades bezuglich entsprechen ***) Die Flachen dritter Ordnung des ersten Rau- 
mes, welche auf den Ebenen des zweiten sich abbilden, haben bei der ersten Transfor- 
mation eine Curve funfter Ordnung (vom Geschlechte 1 ) und einen Punkt; bei der zweiten 
eine cubische Raumcurve, eine diese nicht schneidende Gerade und zwei Punkte; bei 
der dritten einen Doppelpunkt, drei einfache Punkte und einen ebenen Sehnitt gemein. 

Es liegt keine Schwierigkeit vor,wenn man Transformationen hoherer Ordnung be- 
trachten will, mogen sie aus Verbindungen und Wiederholungen der bekannten quadra- 
tischen und cubischen Transformationen, oder vielmehr aus direeten Forschungen her- 
vurgehen. Ich werde hier nur wenige Beispiele noch angeben. 


, *) Math. Aunalen, Bd. 3, S. 203. 

*♦) S. uberdiess die neue Abhandlung von H. Nothee, welche genau gleichzeitig (Math. An . 
nalen, Bd. 3, p. 547) erschien, -wio diese Mittheilung in den Gott- Nachrichten vom 3. Mai und 
meine erste Note [Queste Opere, n. 91] in den Rendiconti dell’ Istituto Lombardo vom 4. 
desseJben Sonats. 

***J Die feeiden erstem sind in der oben oitirten Abhandlung von H. Catlet heruhrt. 
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Es giebt eine Transformation zweiten Grades, deren Umkehrung zum vierten Grade ffihrt. 
Den Ebenen des ersten Raumes entspreohen Fiachen zweiten Grades, welche vier feste 
Punkte und in einem derselben eine feste Bertihrungsebene haben. Den Ebenen des zweiten 
Raumes entsprechen Steiner’ sche Flacken, welche die drei Doppelgeraden und noeh 
einen Kegelschnitt gemein haben. Geht man von einer beliebig im ersten Raume lie- 
genden Flache zweiter Ordnung aus, so erhalt man eine mit drei konischen und einem 
uni^lwnaren Punkte iehaftete Flache vierter Ordnung, welche vier im letzten Punkte sich 
kreuzende und auf einer Ebene liegende Gerade besitzt. Es ist dies vielleicht das erste 
Beispiel einer auf einer Ebene abbildbaren Flache vierter Ordnung, welche weder eine 
doppelte Linie noeh einen dreifachen Punkt hat. 

Wenn man die im vierten Beispiele betrachtete Transformation zweimal ausfiihrt, so 
entsteht eine Transformation funften Grades, vobei den Ebenen jedes Raumes Flachen 
funfter Ordnung entsprechen, velche eine feste Doppelcurve vierter Ordnung und erster 
Species besitzen und durch \’ier feste Sehnen dieser Curve gehen. Mittelst dieser Transfor- 
mation bewirkt man den Uebergang von einer Flache dritter Ordnung zu einer Flache sie- 
ienter Ordnung mit einer dreifachen Curve vierter Ordnung und erster Sgiecies. Die niedi’igste 
ebene Abbildung dieser Flache ist so beschaffen, dass den ebenen Schnitten Curven funfter 
Ordnung mit einem dreifachen (0) und neun einfachen festen Punkten 1, 2, . . . , 9, und der 
dreifachen Curve eine Curve neunter Ordnung 0^ V. 2^ . . 9' entspricht. Die Punkte dieser 
Curve bMen solche Tripel, dass, wenn eine von 0 ausgehende Gerade die Curve in vier 
Punkten schneidet, die vier Paare von zugehorigen Punkten mit 1, 2, ..., 9 zusamnien auf 
einer Curve vierter Ordnung liegen, welche in 0 einen Doppelpunkt hat. 

Es giebt eine Transformation vierten Grades, bei welcher den Ebenen eines Raumes 
Flachen vierter Ordnung entsprechen, welche einen doppelten Kegelschnitt, eine Curve 
vierter Ordnung und zweiter Species und einen Punkt gemein haben. Die umgekehrte 
Transformation ist wieder vierten Grades. 

Bei einer anderen Transformation vierten Grades entsprechen den Ebenen des ersten 
Raumes Flachen vierter Ordnung, welche einen gemeinsamen Doppelkegelkhnitt haben 
und durch eine feste Curve funfter Ordnung (vom Geschlechte 1) gehen. Die umgekehrte 
Transformation ist nur dritten Grades. 

Es giebt eine Transformation n^^^ Ordnung, bei welcher den Ebenen eines Raumes Fla- 
chen Ordnung entsprechen, welche eine (n — 2) fache Gerade und eine Curve (3 n 4) 
Ordnung (vom Geschlechte Zn — 1) gemein haben. Diese Curve trifit die vielfache Gerade 
in 3n — 7 Punkten. Die umgekehrte Transformation ist wieder Grades. 

Schliesslich konnen wir aussagen; sobald die ebene Abbildung einer Flache vollzogen isi, 
ist man im Stande, alle die Trasformationen anzugeben, bei welehen den Ebenen eines Raumes 
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Plaehen enlsinechen, die derselhen Art sind, tcie die gegelene, imd welclie dieselben vielfachen 
Linien und PunMe besitzen. [®“] 

Sei namlieh 9 die Flache, deren ebene Abbildung 11 gegeben ist. Dann wird y von alien, 
dieselben vielfacben Linien und Punkte besitzenden Flachen »••• (derselben Ord- 
nung ii) ausserdem in Curven geschnitten, deren Bilder auf 11 ein gewisses System S 
ausmacben. Nehmen ■wir mm auf II ein homaldidiselies Netz von rationalen Curven K an, 
deren jede, zusammen mit einem unveranderlicben Orte L (einem Complexe von meh- 
reren auch vielfach zu rechnenden Curven), zu einer Curve des Systems S erganzen moge. 
Drei nicht zu einem und demselben Biischel gehorende Curven Ki, Kj, Kg des Netzes 
bestimmen drei Bflschel von Flachen b + a-ifi, Vfi, ? + “ 3 ? 3 » welche ein homaldi- 
disches System von Flachen 

(1) + a,®, + ttgipj + ag^s = 0 

liefern. Dann konnen wir die Flachen dieses Systems als den Ebenen eines anderen Raumes 
entsprechend annehmen, sodass eine eindeidige Transformation Grades entstehen wird. 
Die Ordnung der Raumcurven, welche den Curven K der Abbildung II entsprechen, stimmt 
mit dein Grade der umgekehrten Transformation, das heisst mit der Ordnung der das 
homaloldische System im zweiten Raume 

(-) P 1* 4- Pi 'j'l + %’Yz + p3'l'3 = 0 

ausmachenden Flachen uberein. 

Die Jacobi ’ sche Curve des Netzes K besteht *) aus mehreren Linien und die diesen 
Linien entsprechenden Raumcurven, zusammen mit den (vielfach zu rechnenden) dem 
ganzen Systeme ( 1 ) gemeinsamen Curven, erganzen sich zum voUen Dm-chschnitte der 
gegebenen Flache ® mit der Jacobi ’ schen PJache des Systems (1). [s'] Anders gesagt; die k 
sind die Bilder der Raumcurven (des ersten Raumes), welche den Punkten entsprechen, 
wo die Fundamentalcurven des zweiten Raumes (d. h. die den Flachen gemeinsamen 
Curven) von der der gegebenen Flache f entsprechenden Ebene geschnitten werden. Haben 
also die Flachen ( 1 ) eine einfache, eine zweifache, . . . eine r-fache Curve gemein, so wird 
diese 1 . 3 , 2 . 7 . , . . , r(4r — 1) mal **) im Durchschnitte der gegebenen Flache (p mit der 
Jacobi ’schen Flache des Systems (1) enthalten sein; der fernere Schnitt dieser Flachen 
aber wird ausschliesslieh dutch die Curven k dargestellt, aus denen die Jacobi ’ sche Curve 
des hetzes R. besteht (mit Rueksicht auf die •ron den Fundamentalpunkten von II darge- 


*) Suite traeformazioni geometriehe delle figure piane (Mem. Accad. Bologna, 1866, serie 2, 
t. 6) [Queste Opere, n. 62 (t. 2.o)]. 

**) Max Nothee in den Math. Annalen, Bd. 2, S. 293. 
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stellten Linien von "Wenn (in der gegebenen Flache ^f) Geraden, 1. Kegelschnitte, I 3 
(rationale) Curven dritter Ordnung u. s. w. den Linien A* der Abbildung II entsprechen, 
werden die Flachen des zweiten Raumes eine einfache Curve Ordnung, eine zv^ei- 
fache Curve Ordnung, eine dreifache Curve Ordnung, u. s, w. haben. Und die 
Betrachtung der Verhaltnisse der gegebenen Abbildung H, des Netzes K und des Ortes 
L mit den ihnen entspreclienden Raumobjecten, wird uns ohne wesentliche Schvrierig- 
keiten zur Entdeckung der inneren Eigenschaften des Systems (2) fiihren; womit man 
aber auch im Stande sein wird, die umgekehrte Transformation als vollstandig erkl^t 
anzusehen. 

Jedes Netz von Curven, wie K, liefert eine rationale Transformation der hier in 
Betracht kommenden Art. Nun erlaube icb mir noch ein Beispiel anzufiihren, um die 
Fertigkeit und die Fruchtbarkeit der hier vorgeschlagenen Methode einleuehtend zu 
machen *). 

Sei <p eine Flache dritter Ordnung: und 1, 2, 3, 4, 5, 6 die Fundamentalpunkte 
ihrer ebenen Abbildung 11. Als Curven K nehme ich die durch 1, Oi, o> **) beschriebenen 
Kegelschnitte an, so dass L eine Curve siebenter Ordnung 1^. 3®. 4^ 5^. 6^ sein wird. 

Diese Curve zerf^lt in einen Kegelschnitt 2. 3. 4. 5. 6 und eine Curve funfter Ordnung 
1^. 2^3^4-.5^6^; und die entsprechenden Raumlinien sind eine Gerade Rund eine cubi- 
sche unebene Curve C3, die keinen Punkt gemein haben. Die Flachen des Systems (1) sind 
also dritter Ordnung und enthalten E, C3 und zwei gegebene Pimkte Oi, 0.; und je zwei 
von denselben schneiden einander in einer Curve ifunfter Ordnung (j) — 0), die durch O^, 
O3 geht und R viermal, C3 achtmal trifft. Solche Curven funfter Ordnung entsprechen 
den Geraden des anderen Raumes; folglich sind die den Punkten Oi , 0. und den Li- 
nien R, C3 entsprechenden Theile der Jacobi 'sehen Flache des Systems (2), Flachen resp. 
erster, erster, vierter, achter Ordnung. — Die Jacobi ’ sche Flache des Systems (1) bege- 
gnet © langs den dreimal zu zahlenden R , C3; langs einer von der Geraden 0,02 darge- 
steUten cubischen Raumcurve; langs zwei von loj, I02 dargestellten Kegelschnitten 
und langs fiinf von den Punkten 2, 3, 4, 5, 6 dargestellten Geraden. Demnach besitzt 
das zweite System die folgenden Fundamentalcurven: 1. eine dreifache Gerade A, die 
dem Orte der cubischen Raumcurven entspricht, welche durch 0^ , O2 gehen, R zweimal 
und Csfunfmal schneiden (dieser Ort ist das Hyperboloid 0i O2 C3); 2. eine doppelte Ge- 
rade Bi, die der Ebene O^R entspricht, als dem Orte der Kegelschnitte, die durch Oi 


*) Andere Beispiele sind in den Eendiconti del E. Istituto Lombardo (4. maggio und 1. 
giugno 1871) zu sehen (Queste Opere, n. 91, 92). 

**) Oj, 02 sind zwei beliebige, aber von den Fundamentalpunkten verschiedene Punkte der 
Ebene II. 


Cremona f tomo III. 


18 
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gehen, R zweimal und C3 dreimal begegnen; 3 . eine andere Doppelgerade Bj, die analo- 
gerweise der Ebene OjR entspricht; 4 . eine einfaehe Curve C5 funfter Ordnung (p = 0 ), 
■welcfae dem Orte der Geraden entspricht, die C3 zweimal und R einmal schneiden; dieser 
Ort ist die Flaehe vierten Grades RCi- 

Die Geraden A , B); haben einen Punkt gemein, weil das Hyperboloid O1O2C3 und 
die Ebene OjR langs einem Kegelschnitte sich schneiden; und so treffen sich auch A , 
B2 ; Bi und Bg aber liegen schief gegen einander. — A und C5 haben zwei Punkte gemein, 
wegen der zwei den Orten O1O2C3, RC| gemeinsamen Geraden; und da die Ebene OiR 
drei Sehnen von C3 enthalt, so stiitzt sich Bj auf C5 in drei Punkten; und ahnlicherweise 
Bj auf C5. 

Hieraus folgt, dass die Flachen <{) des Systems ( 2 ) Flachen fflnfter Ordnung sind, wel- 
che die dreifaehe Gerade A, die Doppelgeraden B,, Bg und die einfaehe rationale Curve 
G; gemein haben; und dass den Geraden des ersten Raumes cubische Raumeurven ent- 
spreehen, welche A , Bi , B^, C5 resp. 2, 1, 1, 4 mal schneiden (denn diese Zahlen sind 
die Grade der Orte OjOgCg, OjiR, OgR, RC3, welche die Jacobi ’sche Flaehe des Sy- 
stems ( 1 ) ausmachen). Somit ist das System (2) ganzlich bestimmt. 

Die Jacobi ’sche Flaehe dieses Systems enthalt diefolgenden Orte: 1. die (zweimal 
zu rechnenden) Ebenen ABi , ABa; 2. die Flaehe vierten Grades A'BiBICs, welche 
von den auf Bi, B^, C5 sich stutzenden Geraden ausgefullt ist; 3 . die Flaehe achten 
Grades A^ Bf B| C|, welche aus den von A geschnittenen Sehnen von C5 gebUdet ist. 

Nun entsprechen oflenbar: 

den von A geschnittenen Geraden die Kegelschnitte, welche R 2mal, C3 3 mal treffen; 

den von Bi (Bg) geschnittenen Geraden die eubischen Raumeurven, welche durch Og 
(Oi) gehen und R 2 mal, C3 6mal treffen; 

den von Bj und Bg geschnittenen Geraden die Sehnen von C3; 

den von C5 einmal geschnittenen Geraden die Raumeurven vierter Ordnung und zwei- 
ter Species, welche dutch Oi , Og gehen und R 3 mal, C3 6mal treffen ; 

den zweipunktigen Sehnen von C5 die eubischen Raumeurven, welche durch Oj , Og 
gehen und R 2 mal, C3 4 mal treffen; 

den dreipunktigen Sehnen von C5 die Kegelschnitte, welche durch Oi , Og gehen und 
R einmal, C3 2 mal treffen; 

der einzigen vierpunktigen Sehne von C5 die Gerade OiO*; 

den A und Cs schneidenden Geraden die Geraden, welche R und C3 treffen; 

den Bi (B,) und C5 schneidenden Geraden die Kegelschnitte, welche durch Og (O,) 
gehen und R einmal, C3 Smal treffen; 

den von Bi (Bg) geschnittenen zweipunktigen Sehnen von C3 die Erzeugenden des eu- 
bischen Kegels O3C3 (OiCs); 
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den dureh Oi (0^) gehenden Geraden die Kegelschnitte, welche C5 4inal, Bi und Bj 
einmal treffen; 

den Ebenen dutch A die Ebenen dutch R; 

den Ebenen dutch Bi (Bj) die Flachen zweiten Gtades dutch 0^ C3 (Oi C3); 
den Flachen zweiten Grades dutch A Bi B^ die Flachen zweiten Grades dutch C3 ; 
den Ebenen dutch 0i(02) die Flachen vierter Ordnung A’BiBECs (A'BfBjCs); 
den Ebenen dutch die Gerade O1O2 die cubischen Flachen dutch A B, B.> C-,; u. s. w. 
Einer Flache F3 dritter Ordnung, welche dureh C-, geht, entspricht eine Flaehe F^ 
funfter Ordnung, auf welcher R eine Doppelgerade, C3 eine einfache Curve, Oi und Oj 
dreifache Punkte sind. Somit hat man eine neue Classe von abbildbaren Flachen funfter 
Ordnung. Die gewohnliche AbbUdung von F3 giebt die niedrigste Darstellung von Fg; wo- 
rin den ebenen Schnitten Curven siebenter Ordnung entspreehen, welche einen dreifachen 
(ill), sieben doppelte (1, 2, 3, 4, 5, Ug) und sieben einfache { 0 ,bn,bi 2 ,ii 3 ,i- 2 \,ii 2 ,Ki) 
feste Punkte besitzen. Dann entspreehen noeh: 

den dreifachen Punkten Oi , 0^ zwei Curven dritter Ordnung, deren eine die Punkte 
0, 1, 2, 3, 4, 5, «!, ^2, a-j, 6,1, bi 2 , &13, die andere die Punkte 0, 1, 2, 3, 4, 5, a^, 

Ug, b^if ^22) ^22 enthalt 5 

der Doppelgeraden R eine Curve vierter Ordnung 1, 2, 3, 4, 6, ai, a.^, ag, bn, b^, bn, 

b-ii, bgi, bjg', 

den ebenen Schnitten dureh R die Curven dritter Ordnung des BUsehels 0. 1. 2. 3. 4. 5. 

( li » 660 • 

den ferneren Schnitten von F5 dutch die Flachen zweiter Ordnung OjCg die Curven 
dritter Ordnung des Busehels 0. 1. 2. 3. 4. 5. bn. b,.,. b^, 
den ferneren Schnitten von Fg dutch die Flachen zweiter Ordnung O1C3 die Curven 
dritter Ordnung des Busehels 0. 1. 2. 3. 4. 6. &2i- b.^,. b. 23 ; 
den ebenen Schnitten dutch O1O2 die Geraden dutch a,; u. s. w. 

Hieraus erkennt man noch die besondere Lage der Fundamentalpunkte der Ab- 
bildung. 

Unter die Transformationen dritten Grades, welche umgekehrte Transformationen 
funften Grades zulassen, giebt es noch eine, die mit der oben erorterten eine gewisse 
Analogic darbietet. Die sind noeh Flachen funfter Ordnung, welche eine dreifache Ge- 
rade A und zwei Doppelgerade Bi , B2 besitzen; die einfache Fundamentalcurve Cg aber 
ist nich mehr rational; sie gehort zum Geschlechte p = l und trifft A in drei, Bi und 
in zwei Punkten. Im ersten Raume sind die s Flachen dritter Ordnung, welche einen 
doppelten (konischen) und zwei einfache feste Punkte haben und ausserdem langs einer 
(dutch die festen Punkte gehenden) Raumeurve vierter Ordnung und erster Species sich 
schneiden. 
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Ich sehliesse diese Mittheilung; Jeder wird aber die unzablbaren Anwendungen 
leicbt Torhersehen, welche man von dieser unerschopflichen Quelle von Transformatio- 
nen auf die Eaumgeometrie und insbesondere auf die TJntersucbung und AbbHdung 
algebraischer Flacben maehen kann. 

MaUand, den 1. Juni 1871. 
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SULLA 

TRASFORMAZIONE RAZIONALE DI 2.° GRADO NELLO SPAZIO, 
LA GUI INVERSA E DI 4.° GRADO. 


Memorie delV Accademia delU Scienze delV IstitiUo di Bologna, Serie III, tomo I (1871), pp. 365-3S6. 


Sono note le trasformazioni di 2.° grado, nello spazio a tre dimensioni, le cui inverse 
sono del 2.° o del 3.° grado. La prima e da tempo divulgatissima, e coincide in sostanza 
coWinversione o metodo de' raggi vettori reciproci. La seeonda, che ha oflerto il prime 
esempio di una trasformazione di grado diverse da queUo deUa sua inversa, e stata trovata 
dal sig. Cayley *). Al contrario credo assolutamente nuova la trasformazione, che intendo 
considerare in questa Nota: trasformazione che e di 2.° grado, mentre la sua inversa e 
del 4° 

Tuttele trasformazioni, aUe quali qui si allude, sono quelle che servono a riferirei punti 
d’uno spazio, ad uno ad uno, ai punti di uno altro spazio; vale a dire, queUe che trasfor- 
mano un sistema di coordinate indipendenti in un altro sistema analogo 

: Vi 'yz'-Vii cosi che da queUe a queste e da queste a queUe si passi per mezzo di for- 
mole razionali **)• La trasformazione che effettua il passaggio da uno spazio ad un altro, 
dices! del grado n, se ai piani del prime spazio corrispondono nel secondo superfi- 
cie d’ordine n. Queste superficie sono razionali od omedoidi, cioe rappresentabili punto 


*) On the. rational tra&formation ’between, two spaces (Proceedings oi the London Mathe- 
matical Society, 1870, t. 3, p. 171) . 

*♦) Cremona, Suite trasformazioni raskmali ndlo spazio (Eendic. Istit. Lomb. 4 maggio 
1871) [Queste Opexe, n. 91]. — Noether, ’Oeber die eindeutigen Raumtramformaiionen, etc. 
(Mathem. Annalen, t. 3, p. 547). Questi due lavori sono venuti alia luce contemporaneamente. — 
Per I’analoga quistione rispetto alle figure plane, vedi le Memorie deU’ Accademia di Bologna, 
2.“ serie, t. 2 (1863) e t. 5 (1865), owero il Giornale di Matematiche di Napoli, t. 1 e 3 
[Queste Opere, n. 40, 62 (t. 2.<>)], ed inoltre la eitata Memoria del sig. Catlet. 
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per punto sopra un piano, e formano necessariamente un sistema ch’io chiamo omaloi- 
dico, cioe un sistema lineare triplamente infinite e tale che tre superficie prese ad arbitrio 
da esso si seghino in un solo punto non comune a tutte le superficie del sistema mede- 
simo. iVIlora ai piani del secondo spazio eorrisponderanno analogamente superficie d’or- 
dine ni, formanti un altro sistema omaloidieo: dove m e il grado della trasformazione in- 
versa. evidente che ciaseiino de’ numeri m, n non pub superare il quadrato dell’altro ; 
ond’e che I’inversa di una trasformazione di 2 .° grado non puo essere che di 2 .° 3 .° o 4 .” 
grado. 

Un sistema omaloidieo di 2 .° grado e formato da superficie che hanno in comune: 

1) una eonica ed un punto; ovvero 

2) una retta e tre punti: ovvero 

3) quattro punti e 0 piano tangente in uno di questi. 

Siano esse le superficie del 2 .° spazio che corrispondono ai piani del l.°. Se ha luogo il 
caso 1), la trasformazione inversa e di 2.° grado e il sistema omaloidieo nel 1.° spazio e 
pur esso formato da superficie aventi in comune una eonica ed un punto. In questo caso 
si pub riguardare come compreso quello nel quale le superficie di 2.° grado del sistema 
abbiano una eonica comune e si tocchino in un punto di questa *). 

Se ha luogo il caso 2 ), la trasformazione inversa e di 3 .° grado, e il sistema omaloidieo 
nel 1.0 spazio e formato da superficie gobbe aventi in comune la retta doppia e tre gene- 
ratrici. 

Nel oaso 3 ), la trasformazione inversa e di 4.o grado, e il sistema omaloidieo nel 1.° 
spazio e eostituito da superficie di Steiner, che hanno in comune le tre rette doppie ed 
una eonica. Questa e appunto la trasformazione della quale si vuol qui tener discorso. 

Considero adunque due spazi, i cui punti si corrispondano ad uno ad uno (eccezion 
fatta di alcuni punti e di alcune curve singolari), in mode che ai piani d’uno spazio corri- 
spondano neli’ altro superficie di 2.° grado cireoscritte ad un tetraedro fisso OOiO^O., 
e toecate nel vertice 0 da un piano fisso. Che tale corrispondenza sia possibile, ri- 
sulta dal considerare che le superficie cosi definite formano effettivamente un sistema 
omaloidieo: infatti tre punti presi arbitrariamente nello spazio determinano una (ed una 
sola) superficie del sistema, e tre superficie prese arbitrariamente nel sistema si segano, 
all’infuori dei vertici del tetraedro, in un panto unieo. 

Riferendo i punti del 2.° spazio al tetraedro dato, i cui piani OO2O3, OO3O1, OO1O2, 
OiOjOs abbiamo per equazioni ordinatamente 

a:i = 0, a% = 0, 2:3 ==0, 2:4 = 0, 


*) Crbhoka, Sulla superficie di 4.“ ordine dotata di una eonica doppia (Itendio. Istit. Lomb. 
9 e 23 Maxzo 1871) [Queste Opere, n. 88, 89]. 
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I’equazione generale delle superficie del sistema sara 

(1) “1“ d^X^X^ d^X^ ( Xi “{“ “f* X^ ) O5 

essendo 

( 2 ) Xi + X2-\- Xi = 0 

il piano tangente fisso e le a quattro parametri arbitrari. Faeendo adunque corrispondere 
la superficie ( 1 ) al piano 

(3) ai2/i + a22/2 + a32/3 + 0542/4 = 0 

del primo spazio, avremo fra le coordinate x^x^x^Xt , 2/12/22/32/4 di punti corrispondenti 
le relazioni 

2/l = 

2/2 = X3X1, 

(4) 2/3 = 

2/4 = 3:4 ( + 2:2 + X3 ), 


dove n segno = indica proporziomUid,. In particolare, ai piani 
. OSl^l “I” ®82/2 "H ®32/3 0 

passanti pel punto 2/1 = 2/2 — 2^s = Oj cbe diremo Q, corrispondono i coni 

(6) diX2X3 + diXsXj, + (13X1X2 = 0 

circoscritti al triedro i cui spigoli sono le rette OOi, OOs, OO3. 

Di qui segue che cd una retta drlitrdrid nello spazio (z/) corrisponde neUo spazio (x) una 
curvd goild E di 4 .° ordine, pdssanfe pei punti Oi, O2, O3, ed avmte un punto doppio 
in 0 coUe tangenti situate nel piano fisso Xi-\- Xi-{- X3 — Q. Se quella retta passa pel 
punto Q, la curva gobba si spezza in quattro rette concorrenti in 0 , tre deUe quali sono gli 
spigoli OOi, OOj, OO3 del triedro suaecennato. Dunque al solo punto Q corrisponde 
la terna delle rette OOi, OO2, OO3, e zwZ una retta uscente da Q corrisponde una retta 
uscente da 0. 

DaEe ( 4 ) si cavano le forme inverse: 


»i = (2/22/3 + 2/32/1 + yiVi ) 2/22/34 
^ = (2/22/3 + 2/3^1 + ViVi ) 2 /s2/i4 
= (2/22/3 4 - 2/32/1 + 2/1^2) HiVi, 
*4 = 2/12/22/32/44 


( 6 ) 
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le quali significano che ad un piano qualsivoglia 

hiXi -f- 1)2X2 H"* -[“ 1)4X4^ = 0 

dello spazio (x) corrisponde una superficie (di Steiner) di 4.° ordine e 3.^ classe 

( 7 ) (iiy 2 ys + hy-iyi + hyiy-z) (y^y-i + ViVi + y^yd + hyiVtysyi — 0 ; 

e tutte le superficie analoghe hanno le stesse rette doppie y2 = y» — 0, y3 = yi = 0, 
= 0 (il cui punto comune e Q), ed inoltre passano per una conica fissa 

(8) 2/4 = 0, 2/22/3 + 2/32/1 + 2/12/2 = 0. 

Indichero con Qi, Qo, Q3 i punti y, = y^ = y4 = 0 , 2/3 = = 2/4 = 0 , ?/: = 2/2 = 2/4 = 0 

ne’ quali la conica si appoggia alle tre rette doppie. 

Percio ad. una reita arbitraria dello spazio (x) corrisponde in (y) Tintersezione ulteriore 
di due superficie del sistema ( 7 ), vale a dire una conica S appoggiata in un punto a da- 
senna delle rette QQi, QQo, QQ3 ed alia conica ( 8 ). 

ila agli stessi risultati si perviene anche per altra via, come ora verro esponendo. 

Se una superficie del sistema ( 1 ) ha un punto doppio, essa e 0 un cono 0 un pajo di 
piani. Nel primo caso, il cono dee toccare il piano ( 2 ), eppero questo piano medesimo ne 
conterra il vertice; nel secondo caso, uno dei piani sara una faccia del triedro 0 (O1O2O3) 
e I’altro passera per lo spigolo opposto. Da cio, e dalla considerazione che la Jacobiana 
(il luogo dei punti doppi) delle superficie (1) e del 4 .° ordine, segue che la Jacobiana mede- 
sima e il sistema de^ quatiro piani 

Xi = 0 , 3^2 = 0 , X'i = 0 , Xi X-i x^ ~~ Q ^ 

ai quali debbono adunque corrispondere altrettante curve fondamentali nello spazio {y\ 
cioe curve comuni alle superficie omaloidi, che corrispondono ai piani in (x), 

Considerando ora Fintersezione di ciascuno dei quattro piani coUe superficie (1), si 
riconosce che: 

il piano = 0 e il luogo delle coniche passanti pei tre punti fissi 0 O2 O3 e tangenti 
in 0 al piano fisso (2); 

il piano X2==0 e il luogo delle coniche passanti pei tre punti fissi 0 O3 Oj. e tangenti 
in 0 al detto piano fisso; 

il piano x,i — 0 e il luogo delle coniche passanti pei tre punti fissi 0 0^ 0^ e tangenti 
in 0 al piano fisso medesimo; ed 

il piano Xi-\- X2 + x-^ — 0 e un luogo di rette iiscenti da 0. 

Ora, ad un luogo di coniche ( intersezioni delle superficie (1) coUa Jacobiana ) corri- 
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spondera una linea fondamentale doppia nello spazio {y), e ad un luogo di rette una linea 
fondamentale semplice; dunque le superfieie dello spazio {y), corrispoEdenti ai piam in 
{x), avranno in comune tre linee doppie eorrispondenti ai piani a;, = 0, a;a = 0, rcj = 0, 
ed una linea sempliee corrispondente al piano aJj + + 2:3 = 0 . Ciascuna linea 

doppia e una retta, perche il corrispondente piano ha una sola conica comune con 
una qualunque delle superfieie (1); e la linea semplice e una conica, perche il corrispon- 
dente piano ha eon ciascuna deUe superfieie (1) due rette comuni. 

Due qualunque delle tre rette doppie hanno un punto comune, perche la retta comune 
ai due eorrispondenti piani appartiene si al fascio delle coniche contemite nell’un piano, 
si al fascio delle coniche contenute neU’altro Le tre rette doppie non sono in uno 
stesso piano, giacche ad un tale piano corrisponderebbe una superfieie (1) della quale fa- 
rebbero parte i tre piani aii = 0, x^^O, 2:3 — 0; il che e assurdo. Dunque le tre 
rette doppie concorrono in uno stesso punto Q. 

La conica sempliee incontra ciascuna delle rette doppie in un punto (Q,, Qi, Q3), 
perche la retta comune ai piani a quelle eorrispondenti fa parte si del fascio di coniche 
contenute nell’un piano, si del fascio di rette contenute nell’altro. 

Che poi ai piani deUo spazio (a;) corrispondano in {y) superfieie di 4 .° ordine, risulta 
dall’osservare che le curve dello spazio (x) eorrispondenti aUe rette in {y) sono appunto 
del 4 .° ordine. 

Dunque ai piani in (x) corrisponderanno in{y) superfieie di 4 .° ordine aventi in comune 
tre rette doppie (eoncorrenti in un punto Q) ed una conica appoggiata alle tre rette doppie 
in tre punti Qi, Qs, Qg. 

Siccome per le curve E i punti Oi, Oj, O3 sono semplici, cosi a questi corrispon- 
deranno neUo spazio (y) altrettanti piani, da contarsi due volte nella Jacobiana delle su- 
perficie di 4 .° ordine or ora determinate. Invece il punto 0 e doppio per le curve E, mentre 
e semplice per le superfieie (1); dunque ad 0 corrispondera una superfieie di 2 ° ordine 
da contarsi tre volte neUa Jacobiana anzidetta. Ne segue che questa Jacobiana, dovendo 
essere deU’ordine 4(4 — 1 ) = 12 , sara appunto composta di tre piani da contarsi due 
volte e di una superfieie qu^drica da contarsi tre volte. 

Ora una superfieie di Steiner, che e del 4 .° ordine e della 3 .=' classe (cioe deUa classe 
minima alia quale possa discendere una superfieie d’ordine superiore al 2.°), non puo ae- 
quistare un nuovo punto doppio (all’mfuori delle tre rette doppie), senza decomporsi 
in due superfieie di 2 .° grade, 0 in un piano ed in una superfieie di 3 .° ordine. Kel primo 
caso avremo due coni qu^drici aventi in comune le tre rette doppie, eppero segantisi lungo 
una quarta retta: uno dei due coni dovr^ passare per la conica fissa, dunque esso sara il 
luogo della quarta retta, vale a dire, esso sar^ la superfieie di 2.° ordine che fa parte deUa 
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Jacobiana. Xel secondo caso, avremo iin piano eonteiiente due rette doppie ed una super- 
ficie (gobba) di 3.o grado (passante per la conica semplice), per la quale la terza retta 
doppia sia la linea nodale e le due prime siano generatrici. II piano e lasuperficm diS.® grado 
a\Tanno inoltre in eomune una nuora retta (la direttrice semplice della superfleie dr 3.° 
grado), luogo della quale sara adunque il piano medesimo. Percio questo piano fa parte 
della Jacobiana delJe superficie di 4 .° online, ossia, questa Jacobiana eeomposta: 1 .° dei 
tre piani dekminati dalle rette doppie prese a due a due, ciaseuno contato due volte; 2.° del 
cono quddrico, contato tre volte, die dal punto triplo Q projetta la conica fissa. 

Questo cono quadrico corrisponde, come s’5 veduto, al punto 0 ; donde segue che ai 
piani passanti per 0 eorrisponderanno i coni qu&jdrici circoscritti al triedro Q (QiQsQa); 
e alle rette per 0 le rette per Q. 

I tre piani del triedro anzidetto corrispondono analogamente ai punti Oj, Oj, O3, donde 
segue che ai piani passanti verbigrazia per Ot corrispondono le superficie (gobbe) di 3.° 
grado arenti QQ, come retta nodale, QQ» e QQ* come generatrici, e passanti per la 
conica fissa. E dal considerare I’intersezione di due cotali superficie di 2.° grado si rieava 
che alle rette passanti per Oi corrispondono le rette appoggiate a QQi ed alia conica fissa. 

Sicconie ai punti Oj, O3 corrispondono i due piani QQ1Q3, QQiQs, cosl ai piani 
passanti per O2O3 corrispondono le superficie di 2.o grado che contengono le rette 
QQ2, QQs e la conica fissa. 

Analogamente ai piani per OOi corrispondono i piani per QQi; ai piani per OO2 i 
piani per QQ.; ed ai piani per OO3 i piani per QQ3. 

Ai piani deUo spazio (y) che passano per Q corrispondono in (cc) i coni (5); dunque al 
punto Q dello spazio (y) corrisponde il sistema delle tre rette OOi, OO2, OO3. 

Ai piani 

"f" etsVs '4' ^ 

passanti per Qi corrispondono in (cs) le superficie 

(a-ix-i + a^Xi ) Xt + aiXi (Xi + ajj + a^) = 0 

toceate dal piano fisso OO2O3 nel punto eomune alia retta O2O3 ed al piano (2) e pas- 
santi per due rette fisse, I’una deUe quali e O2O3, mentre T ultra e la traccia del piano 
OO2O3 sul piano (2). Il sistema di queste due rette e adunque cid che nello spazio (x) 
corrisponde al punto Qj dello spazio (ij). Analoghe coppie di rette corrispondono anche a 
ciaseuno dei punti Q2, Q3. 

Di qui segue, come s’e gia veduto, che ad una retta per Q corrisponde una retta per 0; 
ed inoltre, che ad una retta per Qi corrisponde una conica per 0 e per 0^, toccata in 0 dal 
piano fisso (2). Ece. 

Ad un piano per Q Qi corrisponderJi una superfleie di 2.° grado che dovrh. contenere 
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tanto le tre rette corrispondenti a Q quanto le due corrispondenti a Qi; e siccome di que- 
ste rette ve ne sono quattro in uno stesso piano a;i = 0 , eosi quella superficie si spezza 
in due piani: il piano y, = 0 ed un altro piano passante per 0 O,. Ritroviamo cosi la pro- 
prieta gia notata, che ai piani per QQ, corrispondono i piani per OOi. Ecc. 

II piano (3) sega la retta QQi nel punto 

2/2 = 2/3 = 0 , + miji = 0 , 

al quale corrisponde la eoniea 

= 0, a^x-iXi + ciiXi (^i 4- ^2 + = 0- 

Tutte le coniche analoghe formano un fascio projettivo alia punteggiata QQi, in modo 
che ai punti 

2/2 = 2/3 = 2/i = 0> 

2/2 = 2/3 = 2/i = 0. 

2/2 = 2/3 = 2/i + 2/2 = 0> 

corrispondono ordinataniente le coniche 

= 0 , 

^4 i^l "1“ + ^ 3 ) = C) 

"f" (®1 d- 

In simigliante guisa le punteggiate QQ^, QQs sono projettive ai fasci di coniehe 

3:2 = 0, aiX 3 Xi + aiX 4 {xi + + X 3 ) = 0 , 

OC 3 — O, a, 3 X^Xi + a 4 X 4 {Xi + X 2 + X 3 ) = 0 , 

cosi che al piano determinato da tre punti risp. appartenenti aUe tre punteggiate anzi- 
dette corrisponderh una superficie di 2° grade eontenente le tre coniehe dei tre fasci che 
corrispondono ai tre punti. 

II piano (3) sega la retta Q 2 Q 3 nel punto 

2/1 = 2/4=0, + <132/3 = 0, 

e la corrispondente superficie ( 1 ) e toccata in Oi dalla retta 

X 4 — 0, a^Xs + as»8 = 0. 

Le rette analoghe formano un fascio projettivo alia punteggiata Q2Q3, in modo che ai 
punti 

2/1 = 2/4 = 2/2 = 0 , 

2/1 = 2/4 = 2/3 = 0, 

2/1 = 2/4 = 2/3 + 2/3 = 0, 
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corrispondono le rette 

X4 = 0, X3=0, 

X4 = 0, X2 = 0, 

X4=0, X3 + X.2=0. 

Similmente le punteggiate Q3Q1, Q1Q2 sono projettive ai fasci di rette 

X4 — 0, oso:, + fliiSs = 0, 

X4 = 0 , aiXt + a-iXi = 0 , 

in mode ehe la superficie (1) e toccata risp. in Oi, 0 .,, O 3 da quei raggi dei tre fasci 
che corrispondono ai punti nei quali il piano (3) incontra i lati del triangolo Q1Q2Q3. 

Da ultimo si pu6 riconoscere senza difficolt^ che la conica 

2/4 = 0, 2/«2/3 + 2/32/1 + 2/i2/i = 0, 

e punteggiata projettivamente al fascio di rette incrociate in 0 e poste nel piano (2), in 
modo che ai punti Qi, Qj, Qs corrispondono ordinatamente le tre rette 

a:i = 0, *1 + a;j+ ajg = 0, 

= 0, aji + aig + iTs = 0 , 

X3 = 0 , X2 + X.2 + X3 = 0 . 

Per fare un’applicazione della trasformazione suesposta, sia proposta una superficie 
f di 2.° grado, situata eomunque nello spazio (y), e dicasi F la superficie che le corrispon- 
der^, punto per punto, nello spazio (x), in virtti della trasformazione contenuta nelle for- 
mole (4) 0 (6). Ai punti comuni ad F e ad una retta arbitraria dello spazio (x) corrisponde- 
ranno quelli in cui / e incontrata da una qualunque delle coniehe S deUo spazio {y) ; donde 
segue che F d del 4.° ordine. 

Ai punti in cui F e incontrata dalle rette per 0 corrispondono i punti comuni ad f ed 
alle rette per Q ; dunque 0 e un punto doppio per F. Ai punti in cui F b incontrata dalle 
rette per Oi corrispondono i punti ne’ quali f sega le rette appoggiate a Q Qi ed alia co- 
nica (8); dunque anehe Oi, ed analogamente O 2 e O3 sono punti doppi per F. 

Per riconoscere la natura del punto doppio 0, osservo che, siceome al punto 0 dello 
spazio (x) corrisponde il oono quAdrico 

( 9 ) 2/32/3 + 2/32/1 + ^12/3 = 0 

che da Q projetta la conica (8), cosi al punto 0 di F corrisponderd la curva gotba P di 4.° 
ordine e 1.® specie, intersezione di f col cono (9). Ora, ogni retta che da Q vada a un punto 
di r ineontra f in un altro punto di P medesima; dunque ogni retta che incontri F in 



SULLA TRASFOKMAZIONE EAZIONALE DI 2 .° GEADO NELLO SPAZIO, ECO. 


285 


tre punti riuniti in 0 sega la medesima superficie in un quarto punto, che pur esso cade 
in 0 . — La coniea ( 8 ) incontra f in quattro punti ai quali nello spazio (x) corrisponde- 
ranno quattro rette Ti r^rg r^, useenti da 0 e poste nel piano (2) ehe corrisponde alia co- 
nica ( 8 ). Dunque zl piano ( 2 ) coniiene tutte le rette tangenti (contatto quadripunto) in 0 
ad F e taglia quesia superficie lungo quattro rette rir^rar^. — Ogni piano per 0 sega F 
second© una curva (di 4 .° ordme e l.° genere) che ha in 0 due punti doppi infinitamente 
vieini, coUa tangente adagiata nel piano ( 2 ); aUa quale curva corrispondera una cuxva 
gobba di 4.o ordiue e 1.®' specie, intersezione di f con un cono qu^drico circoscritto al trie- 
dro Q (QijQzjQs). 

Investighiamo ora la natura dei punti doppi Oi O2 O3, per es. del punto Oj. Sic- 
come al punto Oi dello spazio (x) corrisponde U piano QQ2Q3, cosi al punto Oi di F 
corrispondera la conica Fj comune al detto piano e ad f. Ad un piano arbitrariamente 
condotto per Oi corrisponde una superficie di 3 .° grade, che, oltre aUe rette QQs, QQs, 
ha in comune col piano QQ2Q3 una retta; ed ai punti comuni a questa ed a Fi corri- 
sponderanno quelli ehe, giacendo simultaneamente in F e nel piano arbitrario, son 
prossimi ad Oi. Dunque Oi ^ per F un punto conico. La medesima propriety resta cosi 
dimostrata anche pei punti O2, O3. 

Le singolarit^ della superficie F eonsistono adunque nell’avere tre punti conici 
Oaj O3 ed un punto uniplanare 0, tale che tutte le rette tangenti alia superficie in que- 
st© punto hanno ivi con essa un contatto quadripunto. Che queste singolarita siano suf- 
ficienti a definire la superficie F, si riconosee osservando che I’equazione generale di una 
superficie di 4 .° ordine, dotata de’ quattro punti doppi 0 Oi O2 Os nel modo or divisato, e 

(10) -f -f asx\xl ^43:4 (jCi + aij 3:3)* + 2 X1X2X3 {biXi + i^Xi + 633:3) 

2 3:4 (Xi — Xo -j- x^ {C1X3X3 — f- C3X3X1 CgXiXz") — 0 , 

la quale, se vi si applicano le formole ( 6 ) e dal risultato si separa il fattore 

fii/ll/l {y^Vz + VzVi + ViVif 

indipendente dai parametri a, i, e, si trasforma nella seguente 

(11) aifi -f a^yl -f ckyt + a^yi + 2611/2^3 + + 2 hyiyt 

+ ^CiyiV* + 2 C 2 M 4 + 263^4 = 0 

equazione di una superficie di 2.° grado, situata in modo affatto generale nello spazio (y). 

Le superficie ( 10 ), ( 11 ) sono adunque punteggiate proiettivamente; e sieeome una su- 
perficie di 2 .° grado pub sempre essere trasformata punto per punto in un piano, cosi 
anche la superficie F definita daUa ( 10 ) ammette la proprietd d' essere rappreseniaMe punto 
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per pimto sopra im piano. £ questo il primo esempio di superficie di 4 .° ordine cui com- 
peta tale propriety senza che sia dotata di un punto triple o di una linea multipla *). 

La superficie F contiene: 

1. quattro rette, poste nel piano (2) e coneorrenti in 0; esse corrispondono ai quat- 
tro punti did^dsdi, ne’ qiiali f e incontrata dalla conica (8); 

2. sei coniche che a due a due giacciono nei piani cc^ — O, ci^2—0, Xs = 0 e corrispon- 
dono ai punti ^1^1, ^^3 a'j nei quali f e attraversata dalle rette QQi, QQ2, QQs; 

di quelle coniche le prime due sono circoscritte al triangolo OO2O3, le due successive 
al triangolo OO3O1, e le ultime due al triangolo OO1O2: tutte poi sono tangenti in 0 
al piano (2). 

Alle due generatrici rettilinee di f incrociate nel punto , corrispondono in F due 
coniche passanti per 0 e per 0 ^ . Siccome quelle due generatrici giacciono in uno stesso 
piano, che e tangente ad f in , cosi le due coniche giaceranno in una stessa superficie 
f I di 2.0 grado, del sistema (1), la quale tocchera F lungo quella conica posta nel piano 
= 0 che corrisponde al punto Uj . Analogamente, lungo Faltra conica comune ad F 
ed al piano a:i = 0, che corrisponde al punto a\, vi sarS. un’altra superficie tangente 
f\ di 2.0 grado, che inoltre segher^ F in due coniche passanti per 0 ed Oj e corrispon- 
denti alle due rette di P incrociate in a\ . Consideriamo le due superficie fi f\ come compo- 
nenti un luogo di 4.o ordine; siccome esso ed B' si toccano lungo una sezione piana comune, 
cosi s’intersecheranno in una linea delFS.o ordine, situata sopra una superficie di 2.° grado. 
Dunque le quattro coniche di F, corrispondenti alle quattro rette di f, incrociate in ai,a \ , 
appartengono ad una stessa superficie di 2.^ grado. Questa pero non e che una cop- 
pia di piani passanti per la retta 00, ; giacche le tangenti in 0^ alle quattro coniche, 
dovendo essere generatrici del cono quMrico che oscula la superficie F nel punto dop- 
pio Oi, non possono giacere tutte e quattro in un medesimo piano. Le quattro coniche 
sono adunque situate in due piani, i quali evidentemente corrispondono ai piani tangenti 
ad f e passanti per aia\. 

Analogamente, alle generatrici di f passanti pei punti Ug, a-,, u'3 corrispondono 
otto coniche di F, quattro delle quali passano per 0 Oo e giacciono ne’ due piani 


*) Cfr. le Nachrichten di Gottinga del 3 maggio 1871, pag. 147 [Questo volume, pag. 271]. 
Questa !Nota era gih stata presentata, quando il sig. Noether per altra via fece conoscere 
(Naehnehten di Gottinga del 7 giugno 1871) una superficie piti generale di 4.^ ordine, che ^ 
pur rappresentabile sopra un piano: ^ la superficie dotata unicamente del punto uniplanare 0 
(nel quale le rette tangenti abbiano colla superficie un contatto quadripunto). 
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che corrispondono ai piani tangenti ad f e passanti per 0 ^ 0 !. 2 ; mentre le altre quattro 
hanno in comnne i punti 0 O 3 e sono situate ne’ due piani cornspondenti ai due che 
toccano f e passano per a^a'i. 

AI piano dei tre punti aiU-iUs eorrisponde una superficie del sistema (1), la quale 
passer^ per le tre coniche situate rispettivaniente nei piani X 2 — G,x. = 0, = 0 e eorri- 

spondenti ai tre punti suddetti, eppero seghera F seeondo un’altra coniea passante per 0. 
n piano di questa conica avra in eomune con F una nuova coniea tangente alia prima in 0 ; 
e siccome passa per 0, cosi esso eorrisponde al cono quadrico che dal punto Q projetta le 
due coniehe comuni ad f e ai piani aiUifls, aia'-^a's. L’ultima conica ottenuta in F e 
adunque situata in una stessa superficie del sistema ( 1 ) insieme colle tre coniche poste 
rispettivamente nei piani x^ — O, X 2 = 0, 0 ^ = 0 e corrispondenti ai punti a\ a'., a'-. 

Analogamente F sara segata da altri tre piani, passanti per 0, seeondo tre paia di co- 
niche corrispondenti a quelle che sono le intersezioni di f colle eoppie di piani a\u,as e 

Oltre alle sei superficie del sistema (1) tangenti ad F lungo le sei coniche poste nei 
piani = X 2 = 0, 0^3 = 0 , ed oltre alle otto superficie del medesimo sistema, 
ciascuna delle quali passa per tre coniche rispettivamente situate nei detti piani e per 
una quarta coniea U cui piano passa semplicemente per 0 , sonvi altre superficie di quel 
sistema che segano F seeondo quattro coniche. Infatti, una delle due rette di f passanti 
per ai incontra una delle due passanti per e al piano da queste due rette determi- 
nato eorrisponde una superficie di 2 .^ grado segante F seeondo le due coniche corrispon- 
denti alle due rette di f e seeondo due altre coniche, che corrispondono ai punti «i, cl, 
U numero delle superficie analoghe e evidentemente 24. 

Abbiamo cosi ottenuto 6 + 12 + 8 — 26 coniche situate nella nostra superficie F ; e 
si domandi se essa ne puo contenere altre? Ad una conica dello spazio (x), la quale non 
passi per alcuno dei punti OO 1 O 3 O 3 , eorrisponde una curva gobba (razionale) di 
4.0 ordine, segante in due punti ciascuna delle rette QQi, QQ., QQ^ e la conica (8). 
Affinche tale curva diiP ordine giaccia in /, e anzitutto necessario che passi per i sei punti 
a e per due dei punti d\ ma in generale per otto punti di una superficie di 2P grado non 
e possibile di descrivere una curva gobba di AP ordine e 2,^ specie, che debba giacere per 
intero nella superficie medesima: dunque F non conterra, in generale, alcuna conica che 
non passi per alcuno dei punti 0 Oj O 3 *). 

Ad una conica dello spazio (x) passante semplicemente per 0 eorrisponde una cubica 


*) Ci5 awerrebbe nei caso parfcicohire in cui si assumesse per / una superficie di 2.® grado 
toccata in quattro punti da una superficie Steineriana del sistema (7). 
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^obba passante per Q, segante in un altro punto ciascima delle rette QQi, QQ>, QQ3 6 
la conica (8). Tale cubica non puo trovarsi sii f, perche questa superficie non passa pel 
punto Q. 

Ad iina conica dello spazio {x) passante per 0^ corrisponde una cubica gobba incon- 
trante in due punti la retta QQi e la conica (8), ed in un solo punto ciascuna delle rette 
QQ,, QQ.i- Perche la cubica appartenga ad f, dovrebbe adunque passare per es. pei 
punti a:^ di (L: nia questa condizione non basta, perche per sei punti diuna su- 
perficie di 2 ,^ grado non si puo, in generale, descrivere una cubica gobba che giaccia per 
intero sulla superficie. 

Finalmente, ad una conica dello spazio (x) passante per O2 O3 corrisponde una 
conica avente un punto comune con QQ2, uno con QQ3 e due coUa conica (8). Una 
conica siffatta non puo trovarsi in f, perche un punto un punto e due punti Ui, a\ 
non si trovano in uno stesso piano. 

Possiamo dunque concludere che le sole eoniclie giacenti in¥ sono le 26 gid oitenute; 
6 delle qiiali sono situate nei piani = 0*2 = 0, Xg — 0; 12 in sei piani passanti 
a due a due per una delle rette OOi, OOo, OO3; e le rimanenti 8 in quattro piani 
uscenti dal punto 0. 

Una curva gobba K del sistema (1) incontra la superficie F in due punti diversi da 
0 Oi Oi O3, eppero F contiene infinite di tali curve. Ne contiene cioe due serie sem- 
plicemente infinite, corrispondenti alle due serie di generatrici rettilinee di f. Due curve 
della stessa serie non sincontrano airinfuori dei quattro punti doppi della superficie; ma 
due curve di serie diverse hanno sempre un altro punto comune e formano insieme la com- 
pleta intersezione di F con una superficie del sistema (1), la quale tocca F in quel punto. 
In ogni suo punto, F ammette una cosi fatta superficie tangente, vale a dire, per ogni 
punto di F passa una curva dell’una e una curva dell’altra serie. Ciascuna curva di una 
serie e la base di un fascio di superficie di 2.^ grado, le quali segano inoltre F lungo tutte 
le curve dell’altra serie. 

Di qui consegue che F si pud riguardare generata dal movimento di una curva R, la quale 
tnconfri costantemente ire curve fisse R che a due a due non abbiano alcun punto comune 
all’infuori di OOiOoOg. Ed anche, F e il luogo generato da due fasci projettivi di su- 
perficie di 2.0 grado le cui basi siano due curve R, non aventi punti comuni fuori di 

0 Oi O2 O3. 

Ciascuna delle due serie di curve R, situate su F, contiene sei curve spezzantisi in due 
coniche, e quattro curve composte di una retta e di una cubica gobba: le prime corrispon- 
dono alle generatrici di ifchepassano pei punti a\ le altre alle generatrici uscenti dai punti d. 

Una superficie qu^sivoglia del sistema (1) sega F lungo una curva razionale dell’8.0 
ordine, per la quale 0^ 0^ O3 sono punti doppi, ed 0 e un punto quadruple colie tangenti 



SULLA TRA.SFORMA2IONE RAZIONALE Dl 2.® GRADO NELLO SPAZIO, ECO. 


289 


situate nel piano (2). Tutte le curve analoghe corrispondono alle sezioni piane di f. Queste 
curve formano su F un sistema triplamente infinito che comprende: 

1. Curve che si spezzano in due curve gobbe R (del ordine); sono quelle che corri- 
spondono alle generatrici rettilinee di f; 

2. Curve che si spezzano in una retta ed in una curva gobba del 7.° ordine. Di queste 
curve vi sono quattro sistemi doppiamente infiniti, corrispondenti alle sezioni piane di f 
che passano per uno dei punti d; 

3. Curve che si spezzano in una conica ed in una curva gobba del 6.® ordine. Di queste 
curve vi sono sei sistemi doppiamente infiniti, corrispondenti alle sezioni piane di f che 
passano per uno dei punti a; 

4. Curve che si spezzano in due rette ed una curva gobba di 6.° ordine. Di queste 
curve vi sono sei sistemi (conjugati a due a due) semplicemente infiniti, che corrispon- 
dono alle sezioni di f fatte con piani passanti per due punti d; 

5. Curve che si spezzano in una retta, una conica ed una curva gobba di ordine. 
Di queste curve vi sono 24 sistemi semplicemente infiniti, corrispondenti alle sezioni di 
f fatte con piani passanti per uno dei punti a e per uno dei punti d; 

6. Curve che si spezzano in due coniche poste in uno stesso piano (uno dei piani 
Xi = 0 , cco = 0 , 0^3 = 0) ed in una curva piana di 4.«> ordine. Questa curva (razionale) 
giace in un piano passante per una delle rette OOi, OOo, OO3, ed ha tre punti 
doppi, due dei quali infinitamente vicini in 0. Di queste curve sihannoadunque tre sistemi 
semplicemente infiniti, corrispondenti alle sezioni di f fatte con piani passanti per una 
delle rette QQi , QQ3, QQ3; 

7. Curve che si spezzano in due coniche, non poste in uno stesso piano, ed in una 
curva gobba di 4.° ordine avente un punto doppio in 0 coUe tangent! nel piano (2) e pas- 
sante per due punti Oi O3 O3 . Di queste curve, che corrispondono alle sezioni di f 
fatte con piani passanti per una deUe rette UiUg, Uia'a, <^103, UiUs,..., vi sono 12 
sistemi semplicemente infiniti. 

Oltre a questi sistemi infiniti vi sono: 

1. Otto curve che si spezzano in quattro coniche situate in quattro piani different! : 

sono quelle che corrispondono alle sezioni dia^a^^ ...; 

2. tre curve che si spezzano ciascuna in quattro coniche poste in due piani, e corri- 
spondono aUe sezioni 1^, Fg, fatte in f dai piani del triedro Q(Qi,Q2,Q3); 

3. sei curve che si spezzano in quattro coniche due delle quali coincidono, e corri- 
spondono ai piani tangenti ad f nei punti a; 

4. quattro curve che si spezzano ciascuna in due rette coincidenti e due cubiche 
gobbe, e corrispondono ai piani tangenti ad f nei punti d; 

5. una curva che si spezza nelle quattro rette di F e nella curva di 4.^ ordine che que- 
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sta superficie ha in comune col piano O1O2O3; essa corrisponde alia sezione fatta in f 
dal piano Q1Q2Q3; 

6. quarantotto curve, ciascuna delle quali si spezza in una retta, due coniche in piani 

diversi ed una cubica gobba: esse corrispondono alle sezioni • • 5 , 

CL\ CL^di , • * , 0 / \ ^2^1 > • ■ •} ^ 2 ^ 3d'4 • 

7. dodici curve spezzantisi in due coniche nello stesso piano, una retta ed una cu- 

bica piana: anche queste ultime due linee situate in un medesimo piano. Tali curve corri- 
spondono alle sezioni • • • ? 

8. trentasei curve spezzantisi in una conica, due rette ed una curva gobba di 4.^ or- 
dine avente un punto doppio in uno dei punti Oi O2 O3, passante per gli altri due e per 
0 , e toccata in quest’ultimo dal piano ( 2 ). Queste curve corrispondono alle sezioni 

(iididf 2 <i cLidid^y • . . • c[f idid^ ^ , a^d^^m 

Fra le curve gobbe razionali di 8.° grado risultanti dal segare F coUe superficie del 
sistema (1), meritano speciale menzione anche quelle che sono somministrate dai coni 
quadrici eircoscritti al triedro aii = 0:2 = = 0 ; esse corrispondono aUe sezioni fatte in 

f coi piani uscenti dal punto Q. 

Alle sezioni piane di F (non passanti per alcuno de’ punti doppi) corrispondono le curve 
gobbe di 8.° ordine (di genere 3 .® tutt’al piu) ehe nascono dal segare F coile superficie 
Steineriane del sistema ( 7 ). Queste curve hanno sei punti doppi e inoltre passano tutte 
pei quattro punti d. 

Alle sezioni piane di F passanti per 0 corrispondono le curve gobbe di 4 .° ordine 
e 1.® specie, secondo le quali f e intersecata dai coni quadrici eircoscritti al triedro 
Q(QiQ 2Q3). Fra queste curve quelle che passano per uno stesso punto d corrispondono alle 
cubiche piane che risultano dal segare F coi piani passanti per una deUe quattro rette 
di questa superficies i quattro fasci relativi ai quattro punti d hanno una curva comune 
I\ che e rintersezione di f col cono ( 9 ) e rappresenta su jf il punto 0 di F. 

Alle sezioni piane di F passanti per uno dei punti Oi O2 O3 , per es. Oj , corrispon- 
dono le curve gobbe di ordine (del genere 2 tutt’al piii) intersezioni di / colie super- 
ficie gobbe di 3 .° grado aventi QQi come retta doppia e passanti per le rette QQs, 
QQs e per la conica (8). Queste curve hanno due punti doppi , a\ e passano inoltre 
per gli altri punti a ^ d. 

Alle sezioni piane di F passanti per 0 e per uno de’ punti Oi O2 O3, per es. per OOi , 
corrispondono (come gist si e veduto) le coniche di f situate nei piani che passano per QQi . 

Alle sezioni piane di F passanti per due de’ punti doppi Oi O2 O3 , per es. per O2 
O3 , corrispondono le curve gobbe di 4 .*^ ordine e 1.^ specie, intersezioni di f coUe super- 
ficie di 2.0 grado passanti per la conica (8) e per le due rette QQ2, QQ3; le quali curve 
passano tutte per ^ otto punti Og (hd^did^ckd^. 
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Passo ora alia rappresentazione di F sopra un piano. A quest’uopo comincio dal pro- 
jettare i punti di f sopra un piano P, mediante raggi uscenti da un punto I della super- 
ficie medesima, e assumo la projezione di un punto di f come imagine del corrispondente 
punto di F. Siano gi, le tracce, su P, delle due generatrici di / uscenti da I, e 6, 
I le projezioni dei punti a, cl Le sezioni piane di f si projettano in coniche passanti per 
01 9-2 ; percio le quaterne di punti K Vo h is 6'i , &i b\ b-z Vz apparterranno ad 
altrettante coniche tutte passanti per gig^, e le rette ^'3^3, come corde 

comuni a queste tre eoniche prese a due a due, concorreranno in un punto i (proje- 
zione della seconda iiitersezione di f colla retta che da I va al punto Q ). Queste medesime 
tre coniche saranno le imagini dei tre punti Oi , 0.> , 0^ , e individueranno la rete L 
delle coniche projezioni delle sezioni fatte in f dai piani passanti per Q. 

La projezione dell’intersezione di f col cono (9)sara una curva D di 4.^ ordine avente 
punti doppi in gi gz e passante per i sei punti la quale dovra inoltre incontrare eia- 
scuna conica della rete L in due coppie di punti allineati con giacche una coppia sif- 
fatta rappresenta due punti di f allineati con Q. Un’altra conica del piano P, passante 
per gi , ma non appartenente alia rete L, sia la projezione della sezione fatta in f 
dal piano y4 — 0; le ulteriori intersezioni di questa conica colla curva D saranno le proje- 
zioni I dei quattro punti d nei quali f e incontrata dalla conica (8). Allora sara D Tima- 
gine del punto 0 di F; la conica g^g^l della curva piana 2/4 = 0 ; i sei punti b delle sei 
coniche poste nei piani = 0 , iCo = 0 , 073 == 0 ; i punti I delle quattro rette giacenti 
nel piano (2). 

E le imagini delle sezioni piane di F saranno le projezioni delle intersezioni di f eolle 
superficie Steineriane del sistema (7); saranno, cioe, curve C di 8.° ordine con due punti 
quadrupli gi gz , con sei punti doppi b e con quattro punti semplici I, 

Questa jperb non e la rappresentazione d'^ordine minimo. Infatti, se mediante una tra- 
sformazione di 2.*^ grade si passa dal piano P ad un altro piano 11, in mode che alle co- 
niche descritte in P pei punti gig-zV^ corrispondano le rette del piano 11 ; alle rette di 
P corrisponderanno coniche passanti per tre punti fissi Yx Ts di II, e le imagini delle 
sezioni piane di F si trasformeranno in curve K d’ordine 2.8 — 4 — 4 — 2 = 6, aventi 
sette punti doppi Yi T2 h *) ® quattro punti semplici X fissi **). Le coniche 

gigib^VsbiVi, gigzbzb\bzVz si trasformano in rette mentre la conica 

gigzbJ)\bzVz d^ di nuovo una conica TiY2?i?'ip2p2; perci6 dalla rete L nasce la rete 
A di coniche, individuata dalla conica TiT2pxP'iP2P2 e daUe due coppie di rette (PPiP'i, 


*) Cioe i due punti Yi T2 ® ^ punti ehe nascono da h\ b^ b\ merce la trasfoiraaazione. 

**) Nascenti dai punti I merce la trasformazione. 
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YiTs) j (P?2?'2 ?TiT 2). Due coniche qualsivogliano di questa rete si segheranno in due punti 
allineati col punto fisso p. La curva D si tramuta in una cubica A passante pei punti 
Ti Ts Pi P'l p3 P 2 ^2 ^3 ^4 e segante ciascuna eonica della rete A in due punti [X2 in 

linea retta con p. I punti X saranno le intersezioni di A con una conica passante per Ti Yz 
ma non compresa nella rete A, 

Fra le cubiche descritte pei punti Yi Y* P Pi ^ evidentemente la terna di rette 

(PPlP^» PP2P'2, Y1Y2), dunque la tangente in p alia cubica A incontrer^ la medesima 
curva in un punto allineato con Yi Y2 • 

La rappresentazione d^ordine minima della superficie F sopra un piano 11 si effettuera 
adunque come segue. Assumasi in 11 una curva A di 3 .° ordine, come imagine del punto 
uniplanare 0; e in essa si fissi il punto p, dal quale conducansi le rette ppip'i, pp2p'2 5 
imagini di due altri punti doppi, per es. di Oj e O2. Per Pi p'l P2 P2 descrivasi una conica 
che seghi di nuovo la cubica in Yi Y2? g p^r Y1T2 un’altra conica le cui intersezioni con 
A siano X1X2X3X4: potremo assumere la prima di queste coniche come imagine del 
terzo punto doppio O3 e i punti X come rappresentanti le quattro rette comuni ad F e al 
piano (2). 

Ora, per un teorema noto, tutte le curve di 6.® ordine aventi i punti doppi Yi Ts P Pi 
P' l P2 P 2 e passanti per X^ X2 X3 segano la cubica A in un nuovo punto fisso. Ma fra quelle 
curve vi e manifestamente il luogo formato dalle due rette PPiP'i, PP2P2 e dalle due 
coniche YiY2piP'ip2p'2j YiY2^i^2^3^4 ; dunque il nuovo punto fisso e X4. Da cio segue che 

le curve di 6.° ordine dotate dei sette punti doppi Yi Y2 P ® passanti per i quattro 

punti semplici X formano un sistema lineare triplamente infinito S ; e siccome due qua- 
lunque di esse curve si segano in quattro nuovi punti, cosi le curve medesime si pos- 
sono assumere come imagini delle sezioni piane di una superficie <E> di 4 .^ ordine. Ora 
rimane a dimostrare che questa superficie e della stessa natura della proposta F. 

Pei sette punti Yi Y2 P . • . si pud descrivere una rete di cubiche, una qualunque deUe 
quali insieme con A forma una curva del sistema S : tutte le curve analoghe sono le 
imagini delle sezioni fatte in 4 > con tutt’i piani uscenti da uno stesso punto fisso, dunque 
la cubica A rappresenta un punto sLugolare di Il qual punto e doppio, giacche due 
cubiche arbitrarie della rete sopradetta si segano in due altri punti, il che vuol dire che 
ogni retta useente dal punto singolare incontra di nuovo ^I> tu due punti. Ogni cubica 
della rete incontra A in due nuovi punti, entrambi comuni ad uno stesso fascio di cubi- 
che: dunque ogni piano passante pel punto singolare contiene una ed una sola retta, le 
cui intersezioni con 4 > sono riunite nel detto punto, mentre ogni altra retta useente da 
esso incontra ^ in due altri punti. C 5 i 5 viene a dire che il punto singolare e uniplanare e 
che le rette condotte per esso nel piano tangente incontrano ivi la superficie in quattro 
punti coincidentL 

Dunque la sezione fatta dal piano tangente ha un punto quadruple, cio^ consta di 
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quattro rette: il che si dimostra anche nel modo seguente. La rete gia considerata contiene 
an fascio di cubiche passanti per Xi; queste cubiche rappresentano non gia curve di 4 .^ 
ordine, ma bensi del 3.<^; dunque X^ e Timagine di ana retta comane ai piani delle sezioni 
corrispondenti alle cubiche del fascio. Di questi fasci ve ne sono quattro, ma tutti hanno 
ana curva comane, che e la cabica A; dunque le quattro rette di 4>, rappresentate dai 
panti X, giacciono in uno stesso piano, la cui sezione coUa superficie ha per imagine la cu- 
bica A presa due volte. 

Vi e ana rete di curve di 4.^ ordine aventi an panto doppio in p e passanti per 
per gli altri quattro panti p e pei quattro panti X; ciascuna di esse insieme coUa conica 
T 1 T 2 P 1 -.. costitaisee ana curva del sistema S; dunque questa conica rappresenta an 
altro panto singolare di <J>. Che poi qaesto panto sia doppio, risalta dall’ osservare che 
due carve della rete si segano in due nuovi panti. Ciascuna curva della rete sega la conica 

Yi T 2 Pi hi due altri panti: ciascano di questi e comane a tatto an fascio di curve, e 

i due panti insieme giacciono sopra ana sola curva deUa rete ; dunque ogni piano passante 
pel panto singolare contiene due rette che ivi oseulano vale a dire, il panto singolare 
an panto conico. 

Nello stesso modo si dimostra che le rette ppip'i, PP 2 P 2 rappresentano due altri 
panti conici di 

Una retta condotta nel piano 11 per un panto y incontra altrove in quattro panti 
qualsiasi curva del sistema S, in due panti la cabica A, ed in un panto ciascuna delle 
linee TiT 2 pPiP\P 2 P '2 > PPiP'u ^^ 2 ^ 2 ; dunque le rette per Yi e le rette per Y 2 rappresen- 
tano due serie di curve gobbe di 4.^ ordine passanti pei tre panti conici e aventi un 
panto doppio nel panto uniplanare di Una retta per Yu an’altra per Y 2 > la cubica 

A presa due volte, la conica Y 1 Y 2 P 1 e Ib rette PPiP'i, pPsP'g insieme costitaiseono 

un luogo del 12.® ordine pel quale i sette panti Yi Ys ? •••• sono quadrapli, e i quattro 
panti X sono doppi, cioe P imagine dell’intersezione di ^ con ana superficie di 2.® ordine. 
Dunque due curve gobbe di 4.® ordine, appartenenti Puna alia prima, Paltra alia seconda 
delle due serie predette, giacciono insieme in ana stessa superficie di 2.® grade, passante 
pei quattro punti doppi di ed avente con questa il piano tangente comane nel panto 
uniplanare. 

Da tatto ci6 conchiadiamo Pidentita della superficie ^ coUa F precedentemente eon- 
siderata. 

Se si trasforma projettivamente il piano n in un altro piano, faeendo corrispondere 
alle rette di qaesto le coniche di quello circoscritte al triangolo le curve del 

sistema S si mutano in altre curve dello stesso ordine, tali pero che i panti doppi analo- 
ghi a e p'l , e quelli analoghi a e riescono infinitamente vicinL Si ha cosi la 
seguente rappresentazione della superficie F. 
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Nel piano rappresentativo descrivasi una cul)ica C3 e in essa si assumano tre punti 
a, | 3 , Y. Una coniea tangente a C3 in p e y la seghi inoltre in ff, A; ed una curva C4 
di 4 .° ordine coi punti doppi 7. p y e passante per p, A, incontri di nuovo C3 in Si Sj 83 S4. 
Se s e la terza intersezione di C3 colla retta Pyi la terza intersezione di C3 con as cadr^ 
sulla conica grfea^Y- Cio premesso, le imagini delle sezioni piane di F saranno le curve 
di 6.° ordine p-li^a^p-Y’SiSjSjS^, aventi in ciascuno de’ punti due rami toccati 
da una medesima retta fissa ty, la quale incontri ivi ogni curva in quattro punti 
coincidenti; il che equivale a dire che p e y rappresentano ciascuno due punti doppi 
infinitamente vicini. 

Le imagini dei punti 0 O3 Oi O2 sono ora la eubica C3 , la conica e i punti 
y; e le 26 eoniehe della superficie vengono rappresentate 
dai cinque punti g, A, a, p, y, 

dalle dodioi rette , y®, ap, gra, Aa , , A^ , , A-( , tp , , gA, 

dalle otto eoniehe jappY, paPYY, ^appY, AkPyy, aPPYY, gAa.^^ , gAa.-(-( gfftapY 
(dove grappY signifiea la conica passante per papY e toccata in p dalla retta fissa 
ip ; eec. ), e 
dalla eubica g’Aa^'ppYY- 

I quattro punti 0 rappresentano le quattro rette comuni ad F ed al piano 

“t" • 
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LBTTEEA AL PROF. EUGENIO BBLTEAML 


Giornale di Matematiche, volume X (1872), pp. 47-48. 


Credo di far cosa gradita ai lettori di questo Giornale comunicando loro ci5 che mi 
scrisse il Prof. Cremona in data dell’ll gennaio 1872 relativamente all’analogia da me 
notata (nell’ultimo fascicolo, p. 344) [Opere matematiche di E. Beltrami, tomo II, p. 186] 
fra la teoria delle coniche e quella dei complessi. lo non posso che accettare pienamente 
la ingegnosa ed interessante interpretazione che ne da il mio egregio amico, e che qui 
trascrivo. 

<c La spiegazione deUa eomparsa, nefla teoria delle coniche, di queUe sei quantity 
p — p\ ecc. che servono anche da coordinate aUe rette nello spazio, e, a mio credere, la 
seguente: 

« Quando le rette dello spazio (ordinario) si rappresentano coUe sei coordinate omoge- 
nee, che dird a, &, c, Z, m, n, fra le quali ha luogo la relazione quadratiea 

aZ + 6m + ^7j = 0, 

si viene a considerare un’estensione Imeare quintuplicemente infinita, un elemento qua- 
lunque della quale e individuata dalle coordinate indipendenti a, 6, e, 1, m, n; in 
quest’estensione, si isolano poi tutti quegli elementi, in numero quadruplicemente infinito, 
le cui coordinate soddisfanno alia precedente equazione. Gli elementi cosi isolati sono le 
rette. 

« Ora questa stessa operazione si puo fare suUe coniche di un piano. Tutte le coni- 
che di un piano costituiscono appunto un’estensione lineare oo®; e siccome la condizione 
affinche una conica sia inscritta in un triangolo inscritto ad un’altra conica e quadra- 
tica rispetto ai coefiheienti della seconda conica, cosi tutte le coniche circoscritte a trian- 
goli circoscritti ad una conica fissa costituiscono un’estensione affatto analoga a 
queUa costituita dalle rette nello spazio. 

a Se mdichiamo con A, B, C, F, G, H i eoefficienti dell’equazione deUa conica fissa 
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in coordinate tangenziali, e con a, b, c, f, g, h i coeflicienti dell’equazione della conica 
variabUe in coordinate locali, la condizione sovraccennata e la seguente (Salmon, Conics, 
p. 328 della 4.® ediz.): 

0 = (Aa + B6 + Cc + 2F/+2Gj+2H^)' 

— 4((B C — F*") (J c — f) 4- (C A — G-) {c a~ g^-) + (A.B ~ ff) (ai — ¥) 

+ 2 (GH-AF)( 3 /i-»f) + 2(HF-BG)(li/-&sr) + 2(FG-CH)(f5r-cA)) 
ossia, ponendo A==B = C = 0, F = G = H = 1, come e lecito, 
hc-\-c(i-\-(ih-\~(i'f h g c }i = 0 . [ * 

Se di nuovo si pone 

2/'-j-54-c — Z, 2 j + c + « = to, 2Ti + a + h = n, 
la precedente condizione diventa 

+ 6m + cw = 0, 

soddisfacendo aUa quale la conica 

( 1 ) ax{x — y — z)+by{y — z~x)-\-ez{z — x — y)-{-lyz-\-imx-\-nxy = () 

6 circoscritta ad un triangolo circoscritto alia conica fissa 

+ + — 2?/? — 2sa: — 2a:^ = 0. 

F quindi chiaro cbe tutta la geometria deUe rette neUo spazio coincide eoUa geometria 
deUe coniche del sistema (1). Per esempio ad un complesso lineare di rette 

ct Ot ”f" p b 4" Y ^ ^ ^ ”i” p* ^ ^ ^ ^ 

eorrisponde d sistema di quelle fra le coniche (1) che sono circoseritte a triangoli conju- 
gati con una conica data, conica la cui equazione in coordinate tangenziali avrebbe 
per eoefficienti 

a+[j.4'V, p + v-)-X, Y + ^+ P-j [*®] 

Ad un fascio di rette eorrisponde un faseio di coniche, cioe a due rette che si segano corri- 
spondono due coniche tali, che anohe tutte quelle del fascio da esse determinato appar- 
tengono al sistema (1). 

« Se inyece di triangoli si volessero eonsiderare poligoni d’un maggior numero di lati, 
la corrispondente condizione di shnultanea inscrizione e circoscrizione (vedi Cayley neUe 
Phil. Trans, del 1861) sarebbe d’un grade piu elevate nei eoefB.cienti della conica varia- 
bile, e quindi non si avrebbero pih estensioni comparabili a queUa che b eostituita dalle 
rette nello spazio ordinario*. 
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Come qui si vede, la teoria degli spazi ad n dimensioni si pu 6 utilmente invocare 
anche nelle ricerche dell’ordinaria geometria, quando si assumano come coordinate indi- 
pendenti di un tale spazio i coefidcienti dell’equazione di una linea o di nna superficie di 
data specie, la quale tien luogo, in tal maniera, dell’elemento semplice o punto di quello 
spazio. un concetto assai fecondo, il quale del resto e gii stato eminentemente utile alia 
scienza: ognun vede infatti che la dottrina analitica della diialitd non e che Fapplicazione 
del concetto medesimo al caso pin semplice e piu immediate, a quello cioe della retta e 
del piano. L’illustre Hesse, nell’assegnare il significato geometrico di una relazione lineare 
clie abbia luogo fra i coefl&cienti dell’equazione di una conica, interpretazione dalla quale 
scaturirono tante e si ammirabili conseguenze geometriche ed analitiche, e andato un 
passo pin in la ed ha dato il prime esempio di una ulteriore e meno semplice applica- 
zione di quel concetto. Ispirandosi alio stesso ordine di ricerche, U prof. Cremona mi 
faceva conoscere, nello scorso dicembre, un interessante teorema relativo alio spazio 
di 4 dimensioni, avente per elementi le sfere dello spazio ordinario. Ecco le sue parole: 
« Assunta la quadratica 

"f" ^2 ^3 ^4 H" ^5 0 

come rappresentatrice dell’assoZ^^^o, dove le Xi, x,>, %, ^ 4 , sono i coefficient! della 
equazione 

a:, (X^+Y^+Z^ — l) + 2x,X + 2x,Y + 2x,Z + ix^{X^+Y^ + Z^+l) = Q 

d’una sfera riferita ad assi cartesiani, la distanza di due elementi equivale appunto alVanr 
goto di due sfere, inteso nel senso ordinario ». 

Bologna, 15 gennaio 1872. 

Eugenio Beltram. 
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A 7 i 7 iali di Matematica pura ed applicata^ serie II, tomo V (1871), pp. 131-162. 


Generali til. 

1, Quattro variabili omogenee indipendenti Xi X2 x^ siano legato ad altre quattro 
variabili analoghe j/i 2/2 Vz Va mediante le relazioni: 

(1) a?i : iTg : : 0^4 = (pi : <p2 f 3 i ?4 

dove le x siano funzioni (algebriche razionali) intere omogenee di uno stesso grado v delle y. 

Considerando le a; e le 2/ come coordinate di due punti corrispondenti in due spazi a 
tre dimensioni, le (1) esprimono ehe ad un punto qualsivoglia dello spazio (2/), purche non 
comune alle quattro superficie y=0, corrisponde un solo e determinato punto dello spazio 
(x)y e che ai piani 

(2) ai + ag + 0C3 jTs + a4 a?4 = 0 

dello spazio {x) corrispondono le superficie d’ordine v 

( 3 ) ai + 02 ^2 + < 5^3 <P 3 + CX4 «P 4 = 0 

formanti un sistema lineare triplamente infinito. 

Suppongasi ora che dalle ( 1 ) si possano desumere le y espresse razionalmente colie x^ 
cioe le formole inverse delle (1) siano 


*) I risultati esposti in questa Memoria furono comunicati al R. Istituto Lombardo 
nolle sedute 4 maggio e IS> giugno 1871 [Qneste Opere, n. 91, 92]; e in parte anche alia Society 
delle Boienze di Grottinga (Nachrichten 1871, n^ 5; e Mathematische Annalen, t- 4, p. 213) 
[Queste Opere, n. 93]. Contemporaneamente nsciva alia luce I’interessante Memoria del sig. 
Noether, TIeher die eind&uiigen BmmtT<meformaM>onen (Math. Annalen, t. 3, p. 547). 
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(4) 2/i : : 2/3 : 2/4 == I*! : <1)2 : <!»3 : '|>4 

essendo le 41 funzioni intere omogenee delle x, di un medesimo grade pi. 

Cio equivale a supporre il sistema (3) tale, che tre superfieie prese arbitrariamente da 
esso abbiano un unico punto comune, il quale non appartenga a tutte le superfieie del si- 
stema medesimo : cosi che anche ad un punto qualunque deUo spazio (z), purehe non co- 
mune a tutte le superfieie ^ = 0, corrisponde un solo e determinato punto deUo spazio 
(2/). Dalle (4) segue inoltre che ai piani 

(5) Pi^i + p2 2/*H-P3 2/3+p4 2/4 = 0 

deUo spazio (2/) corrispondono le superfieie d’ordine p. 

(6) Pi 4 l + p2 'h + Ps ^>3 + P4 <!'4 = 0 

formanti un sistema lineare triplamente infinito ; tre qualunque delle quali, in virtii delle 
(1), si segano in un solo punto non comune a tutto il sistema. Le (1), (4) signifleano ezian- 
dio che ciascuna superfieie dei sistemi (3) e (6) e rappresentabile punto per punto sopra un 
piano. 

2. Per brevity di disoorso diremo omaloide *) una superfieie quando sia dotata della 
propriety di poter essere rappresentata punto per punto sopra un piano; e omaloidico un 
sistema di superfieie algebriche, D quale, come i sistemi (3) e (6), soddisfaeeia alle due 
condizioni: 1.° d’essere lineare e triplamente infinito; 2.° che tre superfieie prese ad arbi- 
trio nel sistema si seghino in un solo punto non comune a tutto il sistema medesimo. Le 
superfieie di un sistema omaloidico sono necessariamente omaloidi. 

Queste denominazioni possono valere anche per le figure plane (e per le figure descritte 
in una superfieie omaloide), cosi che una curva omaloide sar^ una curva razionale, ed una 
rete omaloidiea di curve sar^ un sistema lineare doppiamente infinito di curve (razionali), 
due qualunque delle quali si seghino in un solo punto non comune a tutte. 

3. Dato in uno spazio (2/) un sistema omaloidico (3), possiamo porre le formole (1) 
cioe stabilire una corrispondenza univoca fra le superfieie (3) ed i piani d’un altro spazio 
(«); e quindi dedurne le (4). Cosi viene ad essere individuate nello spazio (x) un nuovo si- 
stema omaloidico (6) che possiamo chiamare rm2;erso del dato. I due sistemi omaloidici 
servono di base a due trasformazioni inverse, razionali entrambe, ehe hanno luogo senza 
presupporre le variabili (di eiascuno spazio) legate da aleuna relazione. 

Basta adunque che sia dato un sistema omaloidico, perche risultino determ inati il si- 


*) Cfr. Sylvester nel Cambridge and Dublin Math. Joximal, t. 6, p. 12. Le superfieie 
omaloidi, come le curve razionali (di genere p = 0), sono dette unieursal dal sig. Caxlbt. 
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sterna inverse e le due trasformazioni razionali inverse, per mezzo delle quali si passa dal- 
I’uno spazio all altro e viceversa. 

In altre parole, la ricerca delle trasformazioni razionali nello spazio (come nel piano) e 
ridotta a quella dei sistemi omaloidici. 

4. Diremo fmdamentali *) o prineipali **) i punti e le linee comuni a tutte le super- 
ficie d’un sistema omaloidico. Due superfieie qualsivogliono 

( «i ipi + *2 T2 4- as <Ps + a4 ^4 = 0 

^ ^ a'l (pi + a', (pi + a's cps + o-t == 0 

del sistema (3) avranno, oltre alle curve fondamentali, una curva comune R, la quale, do- 
vendo corrispondere punto per punto aUa retta intersezione dei piani 

( V-i Xi (Xa Xi (Xg Xg <Xi X 4 = 0 
^ ( a'l Xi + a2a^+ a’s ^*^3+ a'4 X4 — 0, 

^ neeessariamente una curva razionale. E siccome la retta (8) incontra in jj, punti una su- 
perficie qualunque del sistema (6), cosi la curva R definita daUe (7) avr& p. punti comuni 
con un piano qualsivoglia (5) dello spazio (y)\ dunque: 

AUe rette deUo spazio {x) corrispondono curve goibe razionali ffordine p,, una qualunque 
deUe quali sard determinata da qtcattro eondizioni. 

Ed analogamente: 

AUe rette dello spasio (y) corrisponde un sistema quadruplamenle infinito di curve gohbe 
razionali d’ordine v. 

Ihdicliereino con S una qualunque di queste curve, comime a due superfieie del si- 
stema (6). 

5. Nello spazio (x) una retta ed un piano hanno un solo punto eomune, se la prima non 
giace nel secondo; dunque: 

Una curva R ineontra una superfieie <p ***), suMa quale non giaceia per intero, in un solo 
punlo non eomune a tutte le (p; ossia: 

DeUe V(i inlersesioni di una eurva R con una superfieie tp ve ne sono vp, -r- 1 siluate 
nei punH e neUe curve fondamentedi del sistema (3). 

Queste vp, — 1 intersezioni tengono poi luogo di 4 (p- — 1) eondizioni (lineari), fra 


*) Mimoire sur les surfaces du 3« ordre (G. Ceelle-Borchaedt, t. 68) [Queste Opere, n. 79] 
n.o 114. 

♦•) SwOe trasformasioni geometriche delle figure pieme, Nota 2» (Mem. Accad. Bologna 
serie 2», t 5, 1865) [Queste Opere, n. 62 (t. 2.°)]. 

*•"') Cio6 una superfieie del sistema (3). 
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le 4[j. che in generale determinano una eurva razionale d’ordine (i *), giaechS, come si e 
veduto or ora, le curve R formano un sistema quadruplamente infinito. 

Analoghe propriety si possono enunciare per le curve S; e ci5 sia detto una volta per 
tutte. 

6. Considero un piano a„ neUo spazio (x), ai quale corrispondera una superflcie Xo del 
sistema (3) nello spazio (y). Alle rette in Oo corrisponderanno le curve R di fol 6 le sezioni 
piane di avranno per imagini in otg le curve d’ordine [i d’un sistema lineare, triplamente 
infinito e tale che due curve qualunque del sistema abbiano v intersezioni variabUi (cor- 
rispondenti ai punti in cui fo e incontrata da una retta arbitraria). Percid, se queste curve 
hanno punti i-pli fissi (i = 1, 2, . . . — 1), sussister^ la relazione **) 

H-® — [*’] 

i 

A ciascuno dei suddetti punti i~pli (sia I uno qualunque de’ medesimi) corrispondera in 
fo una curva razionale C, d’ordine i, e ad una retta G condotta in arbitrariamente per 
I corrisponderit un’altra curva razionale d’ordine {jl — icostituente insieme con una 

curva E ed avente coUa Ci medesima un punto comune (punto doppio per la K composta), 
che e il corrispondente di quello situato in G e infinitamente vicino ad 1. Variando G in- 
torno ad I, varia la ed il punto doppio percorre la curva fissa C^- . Ma la curva R com- 
posta della Ci- e di una puo considerarsi come intersezione (non completa) di due 
superflcie (p, eppero il punto comune alle C,- , C^_/, essendo doppio per la R, sara un punto 
di contatto fra le due f : dunque ogni punto della e un punto di contatto fra due o, 
(ossia un punto doppio di una ©). Ora, il luogo dei punti di contatto fra le «p, ossia dei 
punti doppi delle cp medesime, e la Jacobiana del sistema (3): superflcie d’ordine 4 (v — 1) ; 
dunque la curva Cj , situata su cpo e corrispondente al punto I di giace eziandio suUa 
Jacobiana delle <p. 

Siccome poi ai piani in (y) corrispondono le superflcie in (rr), cosi le curve d’ordine 
del sistema lineare sopra accennato non saranno altro che le tracce delle ^ sul piano 


*) Che la pill generale curva razionale d’ordine jjl nello spazio ad r dimensioni, sia deter- 
minata da (r4-l)(|i+l) — 4 condizioni, risulta daH’osservare ch’essa h definita mediante le 
equazioni yi : y 2 • ••• • :/2 • -/r-f-i > dove le / sono funzioni intere d’un parame- 

tro 0 ), dello stesso grade pi, e che degli (r+lXpi+l) coefdcienti arbitrari di queste funzioni 

se ne possono eliminare 4 mediante una sostituzione hneare in = . 

**) Cremona, Sulle trasformazioTii geometriche delle figure 'plane (Mem. Accad. Bologna, 
1863 e 1865) [Queste Opere, n. 40, 62 (t. 2.o)];-~ Catlet, On the rational transformation 
between two spaces (Proceedings of the Lond. Math. Society, t. 3); — Noether, Ueher Flachen 
welche Schaaren rationaler Curven hesitssen (Math. Annalen, t. 3). 
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e gli jKi punti i-pli (uno dei quali e I) saranno le intersezioni di questo piano con una curva 
F„j^ d’ordiPe m, , i-pla per tutte le '|). Viceversa, se una curva E si spezza, la sua imagine 

che e una retta, dovra passare per un punto I. Dunque: 

A ciascun punto di una curva fondamentale dello spazio {x), die sia i-pla per tutte le su- 
perficie <1, corrisponde una curva razionale d'ordine i, luogo geometrieo della quale i una su- 
perficie che fa parte della Jacobiana delle 

L’ordine di questo luogo sara uguale al numero delle intersezioni (non fisse) di una curva 
S qualunque colla predetta curva fondamentale z-pla deUo spazio (a:). E il genere *) di esso 
luogo Sara uguale al genere della corrispondente curva fondamentale. 

7. Se fra le curvm fondamentali dello spazio {x) ve n’e una che le curve S non incontrino 
in alcun punto Inon fisso(, ad essa corrisponderi una superficie d’ordine 0; cioe ad un punto 
qualunque di quella curva corrispondera una curva fissa, la quale, dovendo giacere su cia- 
scuna 'f, Sara una curva fondamentale dello spazio (y). Se la prima curva e vpla per le 41 
e d’ordine i', la seconda cui-va sar^ d’ordine i e multipla secondo i' per le ©. La relazione 
fra le due curve e reciproca, cioe a ciascun punto deUa seconda corrisponde tutta la prima 
curva; e la seconda curva none incontrata in alcun punto {non fissoj da una curva arbi- 
traria E. 

8. Una retta incontra la Jacobiana deUe in 4 (|j. — 1) punti; dunque una E qua- 
lunque incontra in 4 (;x — 1) punti 1’ insieme delle curve (e dei punti) fondamentali 
deUo spazio (y). Ma 4 (p, — 1) e appunto il numero deUe condizioni lineari comuni alle 
curve E, giacche queste eostituiscono un sistema quadruplicemente infinite ; dunque le 
curve E sono pienamente determinate dal dover segare in 4 (p, — 1) punti le curve 
(e i punti) fondamentali deUo spazio (y). 

Quando una curva E si spezza in due C, , la prima appartiene ad una serie sem- 
plicemente infinita, il cui luogo e parte della Jacobiana deUe 'f, la seconda invece, corri- 
spondendo ad una retta che passa per un punto I (di una curva fondamentale z-pla in 
(x)), appartiene ad un sistema triplamente infinite; ossia e soggetta a 4(p — i) — 3 
condizioni. Dunque la C„_/ incontrera le curve (e i punti) fondamentali dello spazio (y) 
in 4( ;j. — z) — 3 punti [®®J. Questi punti corrisponderanno a quelli in cui la retta cor- 
rispondente a C„_,- sega la Jacobiana delle (}), oltre ad I. Dunque, detto il grado di 
moltiplicita col quale la Jacobiana delle passa per la curva fondamentale z-pla deUo 
spazio (x), avremo 

4 (p, — z) — 3 = 4 (jx — 1) — Xi 

donde 

Xf = 4 4 — 1 


*) Noethee nelle Naohriehten di Gottinga, 14 lugKo 1869. 
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ossia 

Una curva fondamentale dello sjpazio (a;), i-pla 'per le ^ e segata dalle curve S [in punti 
variaiili]^ e muUipla secondo 4 i — 1 per la Jacoliana deUe *). 

La curva C^, appartenendo ad una serie semplicemente infinita, Ssoggetta a 4 i — 1 
condizioni lineari, cio^ sega in — 1 punti le curve fondamentali dello spazio (y); ci 5 
che s’aceorda.coU’essere I un punto (4i — l)-plo per la Jacobiana delle ({j. 

9. Pero, se la curva fondamentale i-pla per le e tale che le curve S non la seghino 
jin punti non fissij, nel qual caso (n.^ 7) a tutt’i suoi punti corrisponde una curva fissa 
C,-, fondamentale nello spazio (y), le curve che con C,- formano una curva Eappar- 
tengono ad un sistema triplamente infinite (giacche esse corrispondono alle rette seganti 
in un punto non dato la curva i-pla per le eppero sono soggette a 4 (jjl — i) — 3 condi- 
zioni. Una di queste consiste nel dover segare Cr, le altre 4([jl — i) — 4 consisteranno 
in altrettante intersezioni coUe curve (coi punti) fondamentali dello spazio (y). Dunque 
avremo in questo caso 

4([i^i)-4 = 4(|i~l)-x, 
ossia %i—4:i\ a. che significa: 

Una curva fondamentale deUo spazio (x\ i-pla per le superficie ma non incontraia 
dalle curve S \in punti non fissi\^ ^ multipla secondo il numero 4i per la Jacoliana delle tj). 

Se la detta curva e d’ordine i\ le corrisponde nello spazio (y) una curva d’ordine 
% che e i-pla per le 9 e 4i^-pla per la Jacobiana delle y. 

10. Se due curve fondamentali dello spazio (aj), rispettivamente multiple secondo 

i, j (j ^ i) per le tjj, hanno un punto comune, a questo corrisponderS, una curva spez- 
zantesi in due , la prima delle quali sar^ comune alle due superficie che fanno 

parte della Jacobiana delle (p e corrispondono a quelle due curve fondamentali dello 
spazio (a:) [®®]. Come caso particolare se una curva fondamentale dello spazio (x), i-pla 
per le ha un punto doppio, a questo eorrispondera una curva Qi doppia per la super- 
ficie corrispondente a quella curva fondamentale. 

11 . Come si e gia veduto, ad un punto T di una curva fondamentale dello spazio (x), 

che sia i-pla per tutte le superficie tj), corrisponde una curva razionale C^ d’ordine i. Se 
Ci giace tiitta in un piano, a questo piano eorrispondera una r}), per la quale I e un punto 
(i + l)-plo. Infatti ad una retta condotta arbitrariamente per I eorrispondera una curva 
C^_/ d’ordine — i, la quale ha un punto comune con Ci, eppero incontrer^il piano 
di questa curva in altri ^ — i — 1 punti Dunque la retta arbitraria per I sega in altri 
^ { — 1 punti la superficie ^ corrispondente al piano di C,- ; vale a dire, per questa 

(Ji il punto I e multiplo secondo — ([i — i — 1 ) = i + 1 . 


Noether nei Math. Annalen, t. 2, p. 293; t. 3, p. 547. 
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Se i == 1, ai piani passanti per una retta Ci eorrispondono superficie per le quali 
I e un punto doppio. Se due rette analogue a Cj giacciono in un piano, a questo corri- 
spondera una 'ji dotata di due punti doppi, ece. 

12. Analogamente si dimostra che, se le hanno una curva fondamentale i-pla e 
d’ordine i, a ciascun punto della quale corrisponda una curva fissa piana (i'-pla per le f 
e d’ordine i), al piano di questa curva eorrisponder^ una per la quale la prima curva 
Sara multipla secondo i + 1. 

13. Se le superficie 9 hanno un punto (fondamentale) comune 0, pel quale ciascuna 
curva R passi con r rami, ogni retta dello spazio (x) conterra r punti corrispondenti ad 0 ; 
vale a dire, ad 0 corrispotiderd una superficie d'ordine r. Od ancora: la superficie tj; corri- 
spondente a qualunque piano passante per 0 si spezzer^ in due. Tuna fissa e d’ordine r, I’al- 
tra variabile in una rete d’ordine |j. — r, projettiva alia rete dei piani per 0. Se il punto 0 
assorbe r' condizioni per le curve R, quella superficie d’ordine r terrlb luogo di una su- 
perficie d’ordine r' nella Jacobiana delle eioe r' sar^ un multiplo di r, e la superficie 
d’ordine r, corrispondente ad 0, dovrd essere contaia r': r volte nelVamidetta Jacobiana. 

14. Per esempio : se 0 e un punto (sempHce 0 ) multiplo secondo un numero I per le 
B, le quali pero non abbiano ivi (un piano tangente 0 ) un cono osculatore fisso, cosi che 
le r tangent! di qualsiasi curva R non siano soggette ad alcuna condizione, in tal caso ^ 
r' = 2r; onde la superficie d’ordine r corrispondente ad 0 e da contarsi due volte nella 
Jacobiana delle fj). Ad una sezione piana della superficie d’ordine r corrisponde la serie 
de’ punti prossimi ad 0 e situati in una f. la qual serie e projettata da 0 mediante un 
cono d’ordine 1. Dunque la superficie d’ordine r corrispondente ad 0 e omaloide, e le ima- 
gini delle sue sezioni plane sono curve d’ordiae 1. 

15. Come secondo esempio: se 0 e un punto semplice per le ip, le quali ivi si tocchino 
con un contatto d’ordiae r — 1 , sar^ r' = (r-|- l;r; vale a dire, la superficie d’ordine 
r corrispondente ad 0 sar^ compresa r + 1 volte neUa Jacobiana deUe (fi. 

16. Sia 0 un punto l-plo per le ^ ed r-plo per le curve R. Siccome ciascuna corri- 
spondente ad un piano per 0 si spezza in un luogo fisso d’ordiae r ed ia una superficie 
d’ordine p. — r, cosi a qualunque retta uscente da 0 corrispondera una curva S', co- 
mune a mfinite superficie d’ordine p, — r, formanti un fascio. Le curve S' sono d’ordine 
V — I, giacche questo e ii numero deUe ulterior! intersezioni di una p con una retta per 
0 ; e formano un sistema doppiamente iofioito, perche eorrispondono alle rette che pas- 
sano per un punto fisso. Una curva S' e dunque assoggettata a 4 (v — Z) — 2 condizioni, 
cioe deve incontrare in 4 (v — Z) — 2 punti I’msieme deUe curve e dei punti fondamentali 
dello spazio (x). A quest! punti corrisponderanno quelli ne’ quali una retta condotta ad 
arbitrio per 0 incontra ulteriormente la Jacobiana delle 9 . Percib, se indichiamo eon ot 
I’ordine di moltiplieit^ del punto 0 per la detta Jacobiana, avremo 
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4(v_Z)_2 = 4(v — 1) — X 

donde 

%==4:l — 2 ; 

cioe 

Un jpunto fondarnentale dello spazio (y), l-plo pe/* le 9 , e multiplo secondo 4,1 — 2 per la 
JacoMana delle cp *). 

17 . Dalle cose suesposte risulta che, se nello spazio (x) vi ha una curva fondamentale 

d’ordine r ed ^--pla per le ad essa corrisponde una superficie che fa parte della Jaco- 

biana delle , e che sega ciascuna f secondo curve fondamentali dello spazio (y) e secondo 
r curve d’ordine i, corrispondenti ai punti ne’ quali C,. ineontra un piano arbitrario nel 
primo spazio. Invece, la parte di Jacobiana delle f che corrisponde (n.^ 13 ) ad un punto 
fondamentale 0 dello spazio (x) non avra con una f qualsivogiia alcuna linea comune, 
oltre alle curve fondamentali dello spazio (y), perche un piano arbitrario dello spazio (x) 
non passa per 0. 

18 . Una trasformazione razionale non puo dirsi pienamente nota, se non si conoscono 
per ciascuno de’ due spazi linsieme delle curve e de’ punti fondamentali, il sistema delle 
superficie omaloidi 'p 0 6 , e le parti della relativa Jacobiana. La trasformazione e definita 
quando e dato il sistema omaloidico jad essa relativo( coU’insieme de’ punti e delle linee 
fondamentali; le altre circostanze poi si determinano per mezzo de’ teoremi or ora esposti. 

Ora mi propongo di mostrare in qual modo si possano ottenere tutt’i sistemi omaloi- 
dici, de’ quali faccia parte una superficie p data. 

19 . Sia p4 una superficie omaloide di grade v, della quale si conosca una rappresen- 
tazione (punto per punto) sopra un piano 11 . Tutte le altre superficie omaloidi d’ordine v, 
aventi gli stessi punti multipli e le stesse linee multiple di ^4, segheranno inoltre questa 
lungo curve le cui imagini in II formeranno un certo sistema S. Assumasi poi in R una rete 
omaloidica di curve K **), in modo che ciascuna di quest e insieme con un luogo fisso L 
(un insieme di linee, anche contate piii volte) costituisca una curva del sistema E. Una 
curva Ki, formando insieme con L rimagine dell’intersezione di p4 con un’altra superficie 
analoga pi, individua un fascio p4 + a^pi; analogamente, se Kg, K3 sono due altre curve 
della rete, non appartenenti con Ki ad uno stesso fascio, saranno individuati i fasci 
p4 + a2<p2, 94 + e siccome i tre fasci cosi ottenuti hanno una superficie comune 94, 
cosi essi determinano un sistema lineare triplamente infinite 

9i + a2 92 + Og 93 4 - a 4 94 = 0 , 

il quale e manifestamente omaloidico, eppero pud servire di base ad una trasformazione 


*) Noether, D c. 

**) Per ia determinazione di queste reti e di tutto cio che vi si appaxtiene, vedi la mia 
2,^ Nota SuUe irasforifificusioni geometriche deUe figure piane (Bologna, 1866). 


Oremofittf tomo III 


20 



306 


SULLE TRASFORMAZIONI RAZIONALI NELLO SPAZIO- 


razionale d’ordine v (n.<^ 3). H grado delle ossia il grade della trasforinazione inversa, 
non e altro che Tordine delle curve di 94, aventi per imagini le K. Oltre ai punti ed alle 
curve multiple delle f, sono fondamentali (cioe comuni a tutte le ff) quelle linee [0 punti] 
di ^4 che in IT sono rappresentate dal luogo L. 

Variando il luogo L e la rete delle K in tutt’i modi possibili, si otterranno per tal guisa 
tutte le trasformazioni nelle quali puo essere impiegata la data superficie 94, 

20 . Le K sono le imagini, in TI, di quelle curve E (n.o 4 ), che giacciono in ^4. Se una 
curva R si spezza, una delle curve parziali e comune alia Jacobiana delle y (n.^ 6); ma in 
tal caso, 0 si spezza anche la corrispondente K, 0 questa passa con un ramo di pih per 
uno de’ punti fondamentali della rappresentazione IT. Nella prima ipotesi, una delle linee 
componenti fa parte della Jacobiana della rete delle K; nell’altra ipotesi, Upunto fonda- 
mentale nominato sara precisamente F imagine di quella parte di R che e comune a <^>4 ed 
alia Jacobiana delle 'f . Dunque i punti fondamentali della rappresentazione W ele curve 
costituenti la Jacobiana delle K formano insieme le imagini di quelle curve non fondamen- 
tali che sono comuni alia 94 ed alia Jacobiana delle «p, cioe di quelle curve che corrispondono 
alle intersezioni delle linee fondamentali dello spazio (x) col piano corrispondente a cp4. 

Percio, se ai punti fondamentali di 11 ed alle parti della Jacobiana delle K corrispon- 
dono, in 94, ly rette, h coniche l^ curve (razionali) d’ordine r, le superficie avranno 
in comune una curva semplice d’ordine l ^ , una curva doppia d’ordine ^2 5 • • • > curva 
r-pla d’ordine Z,, , . . . Il genere di queste curve, il loro intersecarsi, 0 anche lo scindersi di 
alcuna di esse m parti sara manifestato dagli analoghi accidenti dei diversi luoghi geome- 
trici componenti la Jacobiana delle 9 : e questi luoghi saranno tosto determinati quando 
si considerino le condizioni alle quali sono soggette le rette, le coniche , . . . le curve (razio- 
nali) d’ordine r corrispondenti ai punti fondamentali di 11 ed alle linee della Jaco- 
biana delle K 

Ma ad esplicare il metodo, piu di qualunque altra considerazione, giovera la trattazione 
di qualche esempio: dove usero U simbolo (v, [l) per esprimere due trasformazioni inverse, 
per le quali le y, siano rispettivamente dell’ordine v, [i. 

Trasformazioni di S.® grado. 

(v== 2 ; |r = 2 , 3 , 4 ). 

21. Sia <p4 una superficie di grado; e note *) che essa puo essere rappresentata sopra 
un piano qualunque 11 mediante raggi che projettino i punti di da un punto 0 fissato 
ad arbitrio in questa superficie. La rappresentazione ha due punti fondamentali 1, 2, che 


*) Chasles, Thiorie analytique des courbes de tons les ordres trades sur Vbyperhol&ide d une 
XComptes rendus de TAcad. de Paris, t. 53; decembre 1861). 
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corrispondono alle generatrici rettilinee di ^4 incrociate in 0 , mentre la retta 1 2 e I’imagine 
di esso punto 0. Le sezioni piane di sono rappresentate dalle coniche 12 *); e il sistema 
S delle imagini deUe intersezioni di coUe altre superficie di 2 .° grade sar^ per conseguenza 
formate dalle curve di 4 .0 ordine 2 ® **). 

Le K possono aUora essere le rette del piano 11, purche L sia un luogo di 3.° ordine 2 ®, 
cioe il sistema deUa retta 12 e di una conica 12. H sistema omaloidico deUe (p sara adunque 
costituito daUe superficie di 2 .° grado clie hanno in comune un punto 0 ed una conica C. 
Le K, cioe le rette del piano 11, rappresentano coniche passanti per 0 e seganti C in due 
punti; le curve E sono adunque tutte le coniche deUo spazio che passano pel punto fisso 0 
e incontrano due volte la conica fissa C. La trasformazione inversa e per conseguenza di 
2.0 grado ((j. = 2 ). 

Le K non hanno Jacobiana; ma ai pimti fondamentali 1, 2 di II corrispondono due 
rette, che passano per 0 e incontrano C; dunque il cono che da 0 projetta la conica C fa 
parte della Jacobiana deUe 9 e corrispondera ad una linea fondamentale C' dello spazo (x), 
d’ ordine 2 e semplice per le 

La Jacobiana deUe 9 dev’essere una superficie d’ordine 4, e per essa 0 e C debbono 
avere i gradi 2 , 3 di moltiplieit^. Pel cono OC i gradi di moltiplicit^ di 0, C sono 2 , 1 ; 
dunque la Jacobiana suddetta conterrei, oltre al cono OC, un luogo di 2 .® ordine pel quale 
la C sia doppia. SiSatto luogo non pub essere altro che U piano deUa conica C, contato 
due volte. 

Ora questo piano non ha in comune eon qualsivolgia 9 alcuna linea, oltre la conica fon- 
damentale C; dunque il piano di C corrisponde ad un punto fondamentale 0' dello spazio 
{x), semplice per le curve S. 

Di qui segue che le (jj sono superficie di 2.° grado, aventi in comune un punto 0' ed una 
conica C'; vale a dire, il sistema omaloidico dello spazio (a:) e aflatto analogo a quello 
deUo spazio (y). 

22 . Si soddisfarebbe aneora alle prescritte condizioni assumendo per L il sistema for- 
mate dalla retta 12 contata due volte e da una retta arbitraria. AUora si ottiene un case 
particolare deUa trasformazione che precede: le 9 (e cosi pure le (|>) sono superficie di 2° 
grado che passano per una conica fissa C, ed hanno un piano tangente fisso in un punto 0 
di essa conica ***). 

Si in questo particolare, si nel caso generale considerate innanzi, la conica C (e per con- 
seguenza anche C) pub essere il sistema di due rette che si seghino. 


*) Cioe dalle coniche passanti pei pnnti 1, 2. 

**) Ciob daUe ouive di 4.° ordine aventi due punti doppi fissi in 1, 2. 

***) Rendiconti del E. Istituto Lombardo, 9 e 23 marzo 1871 [Queste Opere, n. 88, 89]^ 
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Se il luogo L e costituito dalla retta 12 contata tre volte, tutte le superficie cp (ed ana- 
logamente le ({)) hanno fra loro un contatto di 2.° ordine in 0. La Jacobiana delle f h allora 
f ormata dal piano, da contarsi quattro volte, che toeea in 0 tutte le ip ; e la conica C ^ un 
pajo di rette incroeiate in 0 e contenute nel piano anzidetto. 

23. Si giungerebbe alia medesima trasformazione (n.° 21) assumendo per le K le 
coniche descritte per 1, 2 e per un altro punto 0 fissato ad axbitrio nel piano n ; nel qual 
caso L risulterebbe una conica 12. Se questa conica passa per 0 si ha il caso del n.° 22. 

24. Per 0 si eondueano i piani ?/i = 0 , ^, = 0, 2/3 = 0; posto per brevita 

• 2’ {y) =Piyi + p%yt ^v^yz, 

?(2/) = ?i2/i + + y^yz^ 

e indicata con f( 2 /) una forma quadratica omogenea deUe siano 

v{y)+ ^:«/ 4 = 0 , 

f(y)-'2(y)y4=o 

le equazioni deUa conica C. Allora le formole (1) e (4) per tutt’i casi dell’attuale trasfor- 
mazione si potranno sorivere cosi: 

x,:Xi:ak:x, = (p(y) + k y^) y , : [p {y) + k y^) y ^ : ( 2 ? (y) + ky^'jy 3 :f (y) — y^q {y ) , 
yi-yz-yz-y4 = [q (x) -f- k a:,] xr.[qix) + kxt^x^:(^q{x) + kx^X 3 : f{x) ~ x^p{x). 

La Jacobiana dello spazio (y) saxh 

{p(y) + ^ yif {k f(y)-i-p (y) 2 (?/)) = 0, 

ed analogamente queUa dello spazio (x) 

[qix) + kx^^ {ki{x) + p{x)q{x)^ = 0. 

Nel caso del n.® 21, cioe se la conica C non passa per 0, si pu5 porre 2^1 = = 2*3 = 0 

A: = 1 , 21 = ?* = = 0. Se C e un pajo di rette, f sara il prodotto di due fatto i lineari. 

Quando f sia un quadrato perfetto, il sistema omaloidico dello spazio (y) ^ formato dai 
coni che passano per 0 e si toccano fra loro lungo una retta fissa, non passante per 0 ; 
analogamente per I’altro spazio. 

Nel caso del n.<» 22, cioe se C passa per 0, dovremo porre A: = 0. Se C ^ una conica 
propriamente detta, si puo fare = 1, == 2)3 = 0, q^ = q^ = 0, q^ = 1, /(«/) = yl, 
Invece, si potra assumere / identicamente nulla, quando C sia un pajo di rette, una delle 
quali passi per 0 . 

Da ultimo, se C eonsta di due rette incroeiate in 0, si potr^l (oltre a A: = 0) porre 

2)i = ^i = l, y, =2^3 = 2* = 33 = 0 , /(2/)=y3«/3. 
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25. Le K siano coniche 1 Oj *) ; U luogo L essendo composto deUa retta 12 e di 
un’altra retta per 2. Le tp saranno allora superficie di 2.° grade aventi in comune una 
retta C e tre punti 0, Oi, e la trasformazione inversa sar^ di 3.° grade (p,==3). 
AUe rette delle spazie {x) cerrispondeno le eubiclie gebbe (come quelle che sono rappre- 
sentate dalle K) che passano pei tre punti fissi 0 Oj Oo e incontrano due Tolte la retta C. 

La Jacobiana delle 'p e una superficie di 4.° ordine, per la quale 0, Oj, Oj sono punti 
doppi e C e una retta tripla. Dunque ciaseuna p la segher^ inoltre seeondo un luogo di 
5.° ordine. E infatti, la Jacobiana delle K, che e la terna delle rette OjOg, lOj, lOj, rap- 
presenta insieme col punto 2, una coniea e tre rette. Per conseguenza la Jacobiana delle 
p eomprende: l.° U luogo delle coniche passanti per 0 0, O 2 e seganti C; 2.° U luogo deUe 
rette passanti per Oi e seganti C; 3.° U luogo delle rette passanti per O 2 e seganti C; 4.° il 
luogo delle rette passanti per 0 e seganti C. Vale a dire: la Jacobiana deUe p e il sistema 
de’ quattro piani OO 1 O 2 , OC, OiC, OgC. 

Dunque lo spazio (x) contiene una retta fondamentale doppia D' e tre rette fonda- 
mentali semplici G', G'l, G'j. 

Siccome ad una retta arbitraria nello spazio (x) corrisponde in (y) una cubica gobba 
passante per 0 Oi O 2 e segante due volte C, e ad un punto della retta D' corrisponde 
una coniea passante per 0 Oi O 2 ed appoggiata in un punto a C, eosi ad una retta in (x) 
la quale incontri D' corrispondera in (y) una retta appoggiata a C. Ora un piano qualsi- 
voglia j3 in (y) contiene infinite rette appoggiate a C; dunque la corrispondente super- 
ficie eonterr^ infinite rette appoggiate a D'. Vale a dire: le (j) sono superficie gobbe di 
3.0 grade, per le quali D' e la retta doppia, e le G' sono generatriei semplici. 

Che le G' siano rette appoggiate aUa D', risulta anche dall’osservare che alia D' cor- 
risponde un fascio di coniche nel piano 0 Oi O 2 e ad una G' un fascio di rette nel piano 
0 C, e che questi due fasei hanno una retta comune [®®1. Invece le G' a due a due non si 
segano, giaceh^ i fasei corrispondenti non hanno nulla di comune. 

Ad una retta arbitraria nello spazio (^) corrisponder^ I’ulteriore intersezione di due 
superficie tj), eioe una coniea incontrata dalle quattro rette D', G'. Ma ad una retta ap- 
poggiata a C corrisponde una retta incontrata da D'; dunque ai punti di C corrispondono 
le rette segate dalle G', ossia alia retta fondamentale C corrisponde I’iperboloide G' G'l G' 2 . 
Ciaseuna superficie <J) ha una direttrice non doppia; essa corrisponde al punto dove C in- 
contra il piano p corrispondente a quella tp. 

Le due generatriei di <]) uscenti da un punto m' di D' corrispondono alle due rette 
eomuni al piano p ed al cono che dal punto pC projetta la coniea corrispondente ad m': 
il qual cono corrisponde al piano delle due generatriei di (]). Fra le coniche passanti per 


*) Cio6 coniolie passanti per 1 e per due altri punti fissi Oj, Oj. 
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0 Oi Oz ed incontrate da C ve ne sono due tangenti al piano esse corrispondono ai due 
punti cuspidali di 4. 

La Jacobiana delle dev’essere una superfieie di Sp ordine, passante tre volte per 
ciascuna G' e sette volte per la D'; e dee comprendere due volte i piani corrispondenti 
ai tre punti 0 Oi O^. Di essa Jacobiana fa parte anche U luogo corrispondente a C, ossia 
I’iperboloide G'G'iG'j, il quale contiene una volta ciascuna delle quattro rette G', D'; 
dunque il sistema de’ tre piani corrispondenti ai punti 0 Oi 0^ dovr^ contenere D' tre 
volte e ciascuna G' una volta. Quest! piani sono per conseguenza G'D', G'lD', GjD'. 

Parecchi sono i casi particolari di questa trasformazione, i quali corrispondono al 
supporre i punti 0 0, 0^ tutti o in parte infinitamente vicini fra loro o alia retta C, ecc. 
Alla medesima trasformazione si giunge assumendo per le K le cubiche 2 Oi 0^ Og, nel 
qual case L e una retta per 2. 

26. Questa trasformazione da la rappresentazione diuna superfieie gobba di 3.° 
grado sul corrispondente piano p *). Alle sezioni piane di corrisporderanno le inter- 
sezioni di p eolle ossia le conicbe passanti per un punto fisso (il punto pC), e seganti 
armonicamente un segmento fisso. Di quest’ultima condizione ci persuaderemo osser- 
vando che le <p segano il piano OGjOj seeondo un fascio di conicbe, epperb segano la 
retta (OOjOg)^ in un’ involuzione di punti. Imagine deUa retta doppia di ® sarb, I’in- 
tersezione di (3 col piano OOiOj cbe corrisponde a D'; imagine deUa direttrice semplice 
e il punto pC. Le rette passanti per questo punto rappresentano le generatrici rettUinee 
di i}i. 

27. Se il piano p passa pel punto nel quale la retta C incontra il piano OOiOg, le 
due direttriei della superfieie gobba corrispondente riescono infinitamente vicine **). 
La retta eomune ai piani OO 1 O 2 rappresenta la direttrice e una generatrice coinci- 
dente con essa. Le sezioni piane deUa superfieie gobba (Ji hanno per imagini le coniche 
che passano pel punto |3C e sono ivi toccate da rette formanti un fascio projettivo alia 
punteggiata che le coniche stesse determinano sulla imagine della direttrice (in modo 
che la retta ^(OOiOa) corrisponda al punto pC, che e I’imagine del punto cuspidale): 
mfatti nel caso attuale, i punti della direttrice corrispondono projettivamente aUe gene- 
ratrici che passano rispettivamente per essi. 

28. Se la trasformazione in discorso si appliea ad una superfieie F' di 2.° grado, data 
comunque nello spazio (x), questa si muterh in una superfieie di 4.° ordine F, giacche le 


♦) Rendiconti del R. Istituto Lombardo, 24 gennaio 1867, p. 21 [Queste Opere, t. 2.®, 
pag. 393]; — Clebsch nel G. Ceelle-Bobchaedt. t. 67. pag. 17. 

•♦) Rendieonti del R. Istituto Lombardo, 24 gennaio 1867, pag. 22 [Queste Opere, t. 2.®, 
pf^. 394); — Ct^EBSCH nel G. Ceeiajb-Boechaedi, t. 67. p. 19. 
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intersezioni di questa con una retta arbitraria eorrispondono ai punti eomuni ad P e ad 
una conica ineontrante D' G' G'l G'a. Alle rette seganti C eorrispondono le rette seganti 
D'; e alle rette passanti per uno de’ punti 0 eorrispondono le rette appoggiate a due rette 
G' ; ma tutte queste rette incontrano F’ in due punti, dunque anehe queUe incontreranno 
in due punti la superficie F [fuori della C o dei punti 0] ; ossia F ha la retta doppia C e i 
punti doppi 0, 0^, 0,,*). 

Per ottenere la rappresentazione di F sopra un piano, bastera projettare F da un 
suo punto ; le sezioni plane di F avranno aUora per imagini le projezioni delle intersezioni 
di F' coUe 4, le quali projezioni sono curve di 6° ordine con due punti tripli (i punti fonda- 
mentali della rappresentazione di F), due punti doppi (corrispondenti alle intersezioni 
di F' con D') e sei punti semplici (corrispondenti alle intersezioni di F' colle G'). Se ora 
su questo sistema di curve plane operiamo una trasformazione quadratica, mediante la 
rete deUe coniche passanti pei due punti tripli e per uno de’ punti doppi, le curve di 6.“ 
ordine si mutano in curve del ordine 0-12345678 **). Siccome le quattro rette 
D' G' G'l G'j formano tre piani D'G', D'G'i, D'G’., eosi nella prima rappresentazione (cioe 
nella projezione di F') i sei punti semplici giaeciono a due a due su tre eoniche pas- 
santi pei due punti tripli e pei due punti doppi. Queste coniche si trasformano poi in rette; 
percih nella rappresentazione definitiva avremo le tre rette 012, 034, 056, imagini 
dei tre punti doppi 0, 0^, O-j. Alla retta C corrisponde neUo spazio {x) I’iperboloide; 
D'G'G'iG'a, intersecante F' secondo una curva, la cui projezione sara del 4.° ordine, ma 
che si trasforma poi in una curva del 3.° ordine, contenente tutt’i punti 0 1 2 ... 8. Ad un 
punto di C in F corrisponde I’intersezione di F con una generatrice del detto iperboloide; 
cioe ad un punto della retta doppia C eorrispondono due punti conjugati neUa cubica 
012... 8. Siccome le generatrici dell’ iperboloide incontrano tutte la retta D', cosi 
i due punti conjugati eostituenti I’imagine di un punto di C sono sempre (neUa projezione 
di F') in una conica passante pei due punti tripli e pei due punti doppi, la qual conica 
si trasforma poi in una linea retta: dunque le coppie di punti conjugati deUa cubica 
012 ... 8 sono aUineate con un punto fisso deUa cubica medesima. NeUa retta doppia 
C vi sono quattro punti cuspidali, giacche quattro sono le generatrici deU’ iperboloide 
che sono tangent! a F'. Le imagini deUe sezioni piane di F sono le curve di 4° ordine che 
appartengono al sistema 0^12... 8 e segano la cubica 012... 8 in due punti conju- 
gati. II punto 0 e la retta 78 sono imagini di due coniche situate nel piano OOiOj, e 
corrispondenti ai punti ne’ quali F incontra D'. I punti (1, 2), (3, 4), (6, 6) rappresen- 
tano tre coppie di rette contenute nei piani OC, OiC, OjC, le quali eorrispondono aUe 


♦) Noethee nei Math. Annalen, t. 3, p. 50. 

**) Ciofe dotate di tm punto doppio 0 e di otto punti semplici 1 2... 8. 
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intersezioni di F' coUe tre rette G'; i punti 7, 8 e le rette 07, 08 sono le imagini di 
altre quattro rette di F, eorrispondenti alle generatrici rettilinee di F' incontrate da D', 
ece., ecc. 

29. Se F' ^ tangente lungo una conica all’iperboloide D'G'G'iG'a, la corrispondente 
superficie F avr^ la retta cuspidale C e i tre punti doppi 0 Oi Oj. NeUa projezione di F, 
r imagine di C sara una coniea 123456, e le imagini delle sezioni piane di F saranno 
curve di 6.° ordine con due punti tripli 1, 2, eon tre punti semplici di contatto 4, 5, 6 
e con un altro punto singolare 3, equivalente a due punti doppi infinitamente vicini. 
Trasformando poi per mezzo della rete di coniche 123, le imagini deUe sezioni piane 
divengono curve di 4.° ordine con due punti 1, 2 di semplice intersezione, con tre punti 
semplici di contatto 4, 5, 6 e eon un punto doppio 3. I tre punti 4, 5, 6 sono in una 
retta, imagine della retta cuspidale. 

30. Se nello spazio {y) e data una superficie qu^driea F passante pei tre punti 0 OiOj, 
ad essa corrisponder^ in (x) una superficie F di 3.° ordine. Infatti, aUe rette dello spazio 
(x) corrispondono cubiche gobbe, le quali avendo gia in comune con F i tre punti 0 Oi Oj , 
la segano in altri tre punti. La superficie F' contiene: l.° la retta D', cbe corrisponde alia 
conica comune ad F e al piano OOiOj; 2.° le tre rette G', che corrispondono alle tre coniche 
sezioni di F coi piani OC, OjC, 02C;3.odue altre rette appoggiate alle G, le quali corri- 
spondono ai punti in cui F e incontrata da C; 4.® tre rette situate rispettivamente nei piani 
D'G, D'G'i, D'G'j e eorrispondenti ai punti 0, Oi, Oo; 5.° altre sei rette, ciascuna appog- 
ipata a due G, eorrispondenti aUe generatrici di F che passano per un punto 0 ; 6.° altre 
quattro rette, appoggiate a D', e eorrispondenti alle generatrici di F che segano C; 7.° sei 
rette eorrispondenti alle coniche passanti per due punti 0 e per uno de’ punti comuni a C 
e ad F; 8.® due rette eorrispondenti alle due cubiche gobbe che giacciono su F, passano 
pei tre punti 0 e segano C in due punti. 

Projettando F da un suo punto, si ottiene una rappresentazione piana di F, nella quale 
le imagini delle sezioni piane sono curve di 4.° ordine con due punti doppi e cinque punti 
semplici fissi. Trasformando poi questo sistema di curve mediante la rete di coniche 
passanti pei due punti doppi e per uno de’ punti semplici, si giunge alia rappresentazione 
d’ordine minimo della superficie di 3.“ ordine *). Imagini delle sezioni piane sono allora le 
curve di 3.° ordine che passano per sei punti (fondamentali) fissi 12 3 4 5 6. Questi sei 
punti, le quindici rette 12, 13, ... e le sei coniche 12345, ... rappresentano le ventisette 
rette della superficie. 


*) Clebsch, Die Qeometrie auf denFldchen drttter Ordnung (Gl. Cbelle-Boechaedt, t. 66, 
p.359); — Ceemona, M&moire de giomitrie 'pure mr les surfaces du troisihme ordre (id., t. 68, p. 82) 
[Questo volume, pag. 66]. 
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31 . n sig. Cayley *) ha gi^ dato le formole ( 1 ), ( 4 ) pel case piu generale della presente 
trasformazione: 

aji : : * 3 : a;, = y, \y.iy,-. y^ {y., + Va) ■ Vi {Vi + 2/4), 

yi-yi'ys‘yt = *1 (»! «4 — : «2 (a^i Xi — x.,X3): (Xj, — Xi) x^ x ^ : (3:3 — x^) x^ x^ . 

Nello spazio {y), le superficie qa^driche ^ hanno in comune la retta (2/1 =2/2 = 0) e i tre 
punti 

(2/1 = 2/3 = 2/4 = 0), (2/3 ==2/3 = 2/4 = 0), (2/i = 2/2 = — 2/4, 2/3 = 0); 

e nello spazio {x) le superficie cubiche (jj hanno in comune la retta doppia {Xi = a:^ = 0 ) 
e le tre rette semplici 

(a;i = a;3 = 0), {Xi = Xi = (S), {x^ — a:2 = 0, x^ — 3:4 = 0). 

La Jacobiana del l.° spazio e 2/12/22/3(2/1 — 2/2) = 0 ; quella del 2 .° 

x\0?i{Xi — X.^- {Xi Xi — XiX3) — 0 . 

Sono poi da notarsi i seguenti casi particolari: 

1.0 x^:x.2:x^:x^ = y^y3:yiy3:y^{yi — y^):y^y^, 

2/1 • 2/2 • 2/3 • 2/4 ®i (®i ^"4 ^2 ^) • ®2 (®i X4 x^ x^ : 3 :^ 3:3 : a:* X4 . 

Le f hanno in comune la retta (2/1 = 2/2 = 0 ), e i punti (y^ = 2/3 = 2/4 = 0 ), (2/1 — 2/4 = 2/2 
= 2/3 = 0), nel prime de’ quali toceano la retta (223 = 2/4 = 0). Le t}i, oltre ad avere la 
retta doppia (xi = Xa = 0 ), si segano lungo la generatriee (x.^ = x^ = 0) e si toceano 
lungo I’altra generatriee (Xi = X3 = 0). 

La Jacobiana del 1 ° spazio e 2/12/22/3 = 0; quella deU’altro 

a:} x| (xi X4 — Xi X3) = 0. 

2.0 Xi : X2 : 0:3 : X4 = 2/1 2/4 : 2/22/4 : 2/i 2/3 : 2/f “F 2/2 2/3. 

2/1 : 2/2 : 2/3 : 2/4 = *1 (*i 0:4 — 3:3 ^s) : (a^i 3:4 — X3 a^) : xf ais : a:?. 

Le <p hanno in comune la retta (2/1 = 2/a = 0 ) e il punto (2/1 = 2/3 = 2/4 = 0 ), nel quale le 
loro sezioni fatte eol piano 2/4 = 0 hanno un contatto tripunto (ela tangente 2/3 = 2/4 = 0 ). 
Le ([i hanno in comune la retta doppia (Xi = 3X3 = 0 ) e si osculano lungo la generatriee 

(a:i = «3 = 0 ). 

Le Jacobiane dei due spazi sono 2/? 2/4 = 0 , cc? («i *4 — a:* *3) = 0 . 


*) Proceedings of the London Math, Society, t. 3, p. 171, 
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3 .® x^:x^:z^:x^ — y.iy ^ : lyiy^: y^ (yi — yz), 

!/i : 2/2 : 2/3 : 2/4 = (®2 —x^) 3^X3: (x^ — Xi) x^ : {x^ — a;i) a:, x^ : x^ x.^ x^ . 

Le (p passano per la retta {y^ == = 0 ) e pel punti {y^ == y^^yt — 0 ), (2/4= 2/3 = 2/4=0), 

e sono toceate nel punto (2/, = 2/2 — 2/3 = 0) dal piano fisso 2/1 — 2/s = 0 - Le -j), oltre alia 
retta doppia (x^ = x3 = 0), hanno in comune letre generatrici {x^—x^ =0), {x^ = =0), 

(a?! — x.2-=Xi = Q), le prime due delle quaU concorrono sulla retta doppia. 

Le Jacobiane sono y, y^ y^ {y, — y^) = 0, a:f xl {x, — a:,)' = 0. 

4.0 ail : a;^ : Z3 ; a:, = 2/1 2/3 : 2/3 2/3 : 2 /? : 2/s 2/4 . 

2/1 * 2/2 * 2/3 * 2/4 ^ ^ ^ X3 t XI X-2 l Xl , 

Le 'f passano per la retta (2/1 = 2/2 = 0); oltre a cio, nel punto {2/1 = 2/3 = 2/3 = 0 ) sono 
toccate dal piano 2/3 = 0 e nel punto (yi= 2/3 = 2/4 = 0 ) dalla retta (2/3 = 2/4 == 0 ). Le tj) 
hanno la retta doppia (ari = a:j = 0), sono toceate dal piano 3:3 = 0 lungo la retta 
(a:i = 3:3=0) e si segano in un’altra generatrice (3:3 = 3:4 = 0). 

Le Jacobiane sono 2 /? 2/2 2/3 = 0 , x^dx^ — O. 

5.0 a:i : a;. : 3:3 : 2:4 = 2/3 2/3 : 2/3 2/1 : 2 /i Vi- yl — 2 /i 2/4 > 

2/1 • 2/2 • 2/3 ' 2/4 — a^ 3 :$ . a:i 3:3 3:3 : a:j 3^ : Xi ^Xi Xg — x^ 3:4) . 

Le (p passano per la retta (yi ==2/2 = 0) e pel punto (y^ = 2/3 = 2/4 = 0 ), sono toccate nel 
punto (2/1 = 2/2 = 2/3 = 0) dal piano 2/1 = 0, e in questo stesso punto le loro sezioni f atte 
con piani passanti per la retta (2/1 = 1/3 = 0) si osculano. Le tjj hanno in comune la retta 
doppia (3:4 = 3^ = 0 ) e le generatrici (Xi = 3:3 = 0 ), (X2 — Xs = 0 ), che concorrono suUa 
retta doppia; e lungo la seconda delle dette generatrici hanno tutt’i piani tangenti comuni. 
Le Jacobiane sono y\ y^ y^ = 0, x; 4 xs = 0. 

6 .° : *2 : *4 = 2/1 2/3 • 2/3 2/3 • 2/1 • y* — 2/1 2/45 

yi-yi-ys- y 4 = xf X3: XiXiXg: 3 ^: dxa — xfx^. 

Le ® passano per la retta (i/i = 1/2 0 ) 6 sono segate dal piano 2/3 = 0 secondo eoniche 

aventi un eontatto quadripunto in (1/4 = 1/3 = 1/3 = 0), dove il piano tangente comune 5 
2/4 = 0 . Le ((> hanno in comune la retta doppia (3:4 = 3:2 = 0 ) e si osculano lungo la retta 
(3:1 = 3^ = 0), in tutt’i punti della quale 0 piano tangente e costante (a^ = 0). 

Le Jacobiane sono i/? i/s = 0 , a:’ = 0. 

Nel caso generate, come anche ne’ primi due easi particolari, il luogo delle direttrici 
semplici delle <|. ^ I’iperboloide 3:4 3:4 — a:^ 3^ = 0; negli ultimi quattro easi, il detto luogo si 

riduce al piano ^3 = 0 , Ne’ due easi che seguono, la direttriee semplice coincide colla retta 
doppia. 
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7.0 x^:a:.^:x^-.Xi = yi {y^ — y ^) : y^ {y^ — y.,) :y^y^: y, y^ , 

y : 2/2 ■• 2/3 : ?/4 = a;! !»2 : «i a| : *2 — *3) : x^ x^ (x^ — x.2). 

Le 0 hanno in comune la retta {yi = 1/2 = 0) ed il punto {yi = y-i, yi — yi — 0), e nei 
punti (2/1 = = 2/3 = 0) , (^i = 2/2 = 2/4 == 0) sono toccate rispettivamente dai piani 

2/2 = 0) 2/1 = 0- Le tj) hanno in comune la retta doppia {x^ — Xi = 0), che ora fa anche 
le veci di una generatrice comune, e le due generatrici {x-^ = Xs — 0), {x^, = Xi = 0). 

Le Jacobiane sono t/i y^ (2/1 — y-^^ = 0 , ar] a:| {Xi — a;,)^ = 0 . 

8.0 a:i:® •.x^:x^ = y\:y^y^:y.,y^-.y,y3~yl, 

yi ■ y-i •y3-y4 = x]x.i: Xi xl •. x. {x^ x^-^-xl — Xy x^ : a:? a^ . 

Le ip hanno in comune la retta (j/i = 2/2 = 0) e i piani 2/1 = 0, 2/2 = 0 tangenti rispet- 
tivamente nei punti (^i = 2/2 = 2/4 = 0), (^1 = 2/2 = 2/3 = 0), e sono segate dai piani 
passanti per la retta (2/1 = 2/4 = 0) secondo coniche che si oseulano nei punto 
(2/1 = 2/2 = 2/4 = 0 ). Le !|) hanno la retta doppia {Xy — x^ — 0 ), che qui fa anche I’ufficio 
di una generatrice di contatto (cosi che essa conta per 6 nell’ordine dell’intersezione di 
due <|)), e si segano inoltre nella generatrice {x^ = 03 = 0). 

Le Jacobiane sono 2/1 2/3 = ^5 a^ai = 0 . 

32 . Quest! easi particolari si deducono dal caso generale, supponendo: 

1.0 che due de’ tre punti Oi, O2, O3 siano infinitamente vicini in una data retta 

(2/3 = 2/4 = 0 ); 

2.0 che i tre punti Oi, 02,03 siano infinitamente vicini in un date piano 2/4 = 0; 

3.0 che il punto Oi sia infinitamente vicino alia retta C, determinando con essa un 

piano 2/1 — 2/2 = 0 (mentre i punti O2, O3 siano qualsivogliano); 

4.0 che, oltre all’ipotesi 3 .®', i punti O2, O3 siano infinitamente vicini fra loro in una 

data retta (2/3 = 2/4 = 0); 

5.0 che i punti Oi , O2 siano infinitamente vicini fra loro in una data retta (2/1 = 2/3 = 0), 
ed anche infinitamente vicini aUa retta C, coUa quale determinino il piano 2/1 = 0 ; 

6.0 che, oltre all’ipotesi 5 .®, anche il pimto 0 , sia infinitamente vicino agli altridue 
in un date piano 2/3 = 0; 

7.0 che i punti Oi, O2, senza essere prossimi fra loro, siano infinitamente vicini aUa 
retta C, determinando con essa rispettivamente i piani 2/1 = 0 , 2/2 = 0 ; 

8.0 che, oltre alFipotesi 7 .®, il punto Os si accost! infinitamente ad Oi in una retta data 
(2/1= 2/4 = 0 ). 

33 . Le K siano coniche per tre punti fissi Oj O2 Oj-, il luogo L riducesi allora aha retta 
12 contata due volte. Le f sono superficie di 2 .° grade circoseritte ad un tetraedro fisso 
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0 OiOaOj, in un vertiee 0 del quale hanno un piano tangente fisso w. La trasformazione 
inversa e di L® grade {jx = 4 ), giacch^ alle rette dello spazio (x) corrispondono le curve 
gobbe di d.” ordine, per le quali Oi Oa O 3 sono punti semplici ed 0 6 un punto doppio 
coUe tangenti nel piano fisso w. 

Lo spazio (y) non contiene curve fondamentali; e la Jacobiana delle ip dee segare la 
f 4 secondo un luogo di 8 .° ordine. Ora la Jacobiana delle K 6 la terna delle rette OjOg, OgOi, 
O 1 O 2 che rappresentano tre coniche; e i punti fondamentali 1 , 2 rappresentano due rette, 
che insieme coUe tre coniche costituiscono il predetto luogo di 8 .*^ ordine. Dunque la Ja- 
cobiana delle f comprende; l.° il luogo delle coniehe circoscritte al triangolo 0 O 2 O 3 e 
tangenti in 0 al piano to; 2 .° il luogo delle eoniche circoscritte al triangolo 0 OsOi e tan- 
genti in 0 a! piano to; 3 .° il luogo delle coniche circoscritte al triangolo 0 O 1 O 2 e tangenti 
in 0 al piano to; 4 .° il luogo delle rette passanti per 0 e contenute nel piano to. Questi quat- 
tro luoghi sono ordinatamente i piani 0 O 2 O 3 , 0 O 3 O 1 , 0 OiOa ed to; I’insieme dei 
quali eostituir^ adunque la Jacobiana delle ®; e ai piani medesimi corrisponderanno 
nello spazio {x) tre rette fondamentali doppie D'l, D' 2 , Dg eduna conica C'. 

La retta eomune a due de’ tre piani 0 O 2 O 3 , 0 OgOi, 0 O 1 O 2 fa parte d’entrambi 

1 fasci di coniche contenuti in essi piani; dunque le tre rette doppie dello spazio (a:) a due 
a due hanno un punto eomune. Ma le tre rette doppie non possono giaeere in un solo e 
medesimo piano, perch^ ad esso eorrisponderebbe una superficie f della quale fareb- 
bero parte i tre piani 0 O 3 O 3 , 0 O 3 O,, 0 OjOj (U che assurdo, essendo le f di 2.° 
grado); dunque le tre rette coneorrono m uno stesso punto Q'. 

La retta eomune al piano e ad uno dei piani 0 O 2 O 3 , 0 O 3 O 1 , 0 OjOj fa parte 
si del faseio di eoniche contenute in questo piano, si del faseio di rette contenute nel prime 
piano e incroeiate in 0; dunque la conica C' ineontra ciascuna delle rette D'. 

Da tutto eio segue che le tj; sono superficie (di Steiner) di 4.*^ ordine, per le quali Q' 
e un punto triple, le D' sono rette doppie e C' & una conica semplice, 

Le curve secondo le quali si segano ulteriormente le a due a due, ossia le curve dello 
spazio (x) che corrispondono alle rette dello spazio (t/;, sono coniehe appoggiate in un 
punto a ciaseima delle linee D'j, D'j, D'3, O'. 

La Jacobiana delle t|j dev’essere una superficie del 12 .° ordine, per la quale ciascuna 
D' sia multipla secondo 7, e la C sia tripla. D’altra parte, a ciaseuno de’ punti Oi, O^, O 3 
dee eorrispondere un piano da contarsi due volte, e al punto 0 una superficie qujldrica 
da contarsi tre volte nella Jacobiana delle 4'. Dunque ai punti Oi O 2 O 3 0 corrispondono 
ordinatamente i piani D'jD'a, D'sD'i, D'lD'g e il cono quadrico Q'C'. 

Si giunge alia medesima trasformazione, assumendo per le K le curve di 4.° ordine 
1 * 2 * 0 * 0 x 02 03 ; nel qual easo il luogo L scompare affatto. Anche qui si ottengono pa- 
recehi easi particolari, supponendo che aleuni de’ punti OOiOjOg siano infinitamente 
vidni 
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34 . Da questa trasformazione si ricava tosto la rappresentazione di una superiicie 
<}) di Steiner sul corrispondente piano p *). Me sezioni piane di corrispondono le 
intersezioni di p coUe f, vale a dire un sistema di coniche che incontrano in punti conju- 
gati involutoriamente ciascuna delle rette, secondo le quali p sega i piani OO2O3, OO3O1, 
OOjiOs; i punti doppi delle tre involuzioni sono i vertici di un quadrilatero complete. 
Ciascuna f che tocchi il piano p lo sega secondo due rette; dunque eiascun piano tangente 
a «1) sega questa superficie secondo due coniehe. I lati del quadrUatero anzidetto sono le 
generatriei di contatto del piano p con quattro coni o), ai quali corrispondono quattro 
piani, e eiascuno di questi tocca lungo una conica. 

Ad una superficie di 2 .° grado situata comunque neUo spazio (x) corrisponde in (^) 
una certa superficie di 4 .° ordine, per la quale 0, O2 O3 sono punti doppi eonici, ed 0 ^ un 
punto doppio uniplanare, nel quale il piano tangente sega la superficie secondo quattro 
rette. lo ho giS,studiato questa superficie altrove **). 

In generate, ad una superficie d’ordinew, situata comunque neUo spazio (x), corrisponde 
in (y) una superficie d’ordine 2 n, per la quale 0^ Oj O3 sono punti «-pli conici, ed 0 ^ un 
punto w-plo uniplanare, dove il piano tangente w sega la superficie secondo 2 n rette (in- 
erociate in 0), cosi che la sezione fatta da un piano eondotto arbitrariamente per 0 e ima 
curva del genere (w — 1)®, per la quale 0 fa le veci di due punti w-pli infinitamente vicini. 
Se per la prima superficie il punto Q', le rette D'l, D'2, D's, e la conica C sono multiple 
ordinatamente secondo i numeri q, qi, fe, q^, e, la seconda superficie sar^ deU’ ordine 
2 n — (qi + q2 + qs + c), e per essa i punti 0, Oi, O2, O3 saranno multipli secondo i 
numeri n + q — {qi + q2 + q3 + c),n — (q^ + q^), n — (gs + qi), n~{qi + q^) ; ecc. ecc. 

35 . Le formole (1) e ( 4 ) pel caso pih generale deUa presente trasformazione sono ***) : 

Xi :x^:x3 :x^ = 2/2 3/3 : 2/3 Vi : 2 /i 2/2 : 2/4 ( 2 /i + 2/2 + 2/3). 

2/1 : 2/2 : 2/3 : 2/4 = /(«) 2:2 : / (a:) : /(«) Xi ^2 : aii aij x^, 

dove per brevity, si ^ posto f (a;) — x^a^-^- 0^3 Xi-]r x^^x^. Le superficie quadriche tf sono cir- 
coscritte al tetraedro formato dai piani 2/1 = 0, 2/2 = 0, 2/3 = 0, 2/4 = 0 e sono toecate 
nel vertice (2/1 = 2/2 = 2/3 = 0 ) dal piano fisso 2/14-2/2 + 2/3 = 0. Le <}) sono superficie di 
4.0 ordine, aventi in comune tre rette doppie (gli spigoli del triedro formato dai piani 
Xi — 0 «2 = 0, 23 = 0), ed una conica (a;4 = 0, f{x) — 0). 

Le Jacobiane dei due sistemi sono 2/1 2/2 2/3 (2/1 + ^2 + 2/3) = 0 , x\ xl a 4 f (x) == 0 . 

Notiamo poi i seguenti casi particolari: 


*) Kendiconti del R. Istituto Lombaxdo, 24 gennajo 1867, p. 16. [Questo volume, pag. 389]. 
Clebsch nel G. Ceelle-Borchajbdt, t. 67, p. 1. 

**) Memorie dell’Acead. di Bologna, serie 3.“, t. I.® [Queste Opere, n. 94 ]. 

*•*) Ibid. 
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1.0 a;, -.x,: 3 ^ : Xi = t/g : y^ ly^yi'. fa — (^i + 2/2) , 

Vi : 2/2 : 2/3 : 2/4 = / («) x^x^: f(x)X3 : f(x) x^ x ^ : x^ («i ®2 — Sg a:^), 

doTe f(x) = (iBi + ccg) ajg. Le y passano pei punti 

(2^1 = 2/2 = 2/3 == 0). (2/1 = 2/3 = 2/4 = 0)> (2/2 = 2/3 = 2/4 = 0), 

nel primo de’ quad esse hanno il piano tangente fisso + 2^2 — 0 ® loro sezioni fatte 
con piani passanti per la retta {yi = 2/2 = 0) si osculano. Le <}) sono ancora superfloie di 
Steiner aventi in comune le tre rette doppie (0:2 = 3:^== 0), (x^ — Xi = 0), (aJi = ajj = 0) 
ed una conica 

“i~ x^ ■■ - 0 j Xi X2 ajg 3I4 — 0)) 

la quale per6 h ora situata in un piano passante per una delle tre rette doppie. 

Le Jacobiane sono 1/1 y-z Vz (2/1 + 2/2) — 0 , a:? a:| a|(!ri + x^y = 0. 

2.0 iCi :a! 2 :cc 3 :a: 4 = 2/2 2/3: 2/3 2/1 = 2/12/2: ^1 + 2/3 + 2 /i 2/4. 

2/1 : 2/2 : 2/3 : 2/4 = f(®) ^2 ■ tip) ^ *1 = /(=r) : x^ x^ x^ — xl {4 + xl) , 

dove ^{x) — XiX^. Le ^ hanno di comune i punti 

(2/1 = 2/2 = 2/3 = 0)4 (2/2 = 2/3 = 2/4 == 0)4 

nel primo dei quad esse sono toccate daJ piano fisso ^1 = 0 e le loro sezioni fatte con qua- 
lunque piano passante per una delle rette (2^1 = 2/2 = 0), (2/1 = 2/3=0) si osculano. Le tfi 
sono ancora superficie di Steiner con tre rette doppie comuni {x^ — X3— 0), (x^ = Xi = 0), 
(a;i = 2:2 = 0); ma inveee di passare per una stessa conica, hanno in comune tutt’i piani 
tangenti ne’ punti di una retta doppia (*2 = aig = 0). 

Le Jacobiane sono 1/2 2/3 = 0, erf 4 3^ = 0. 

3.° : Kg : ®3 : 3:4 = 2/= : y, y., ly.yr- 2/4 (2/4 — y-z), 

2/1 : 2/2 : 2/3 : 2/4 = f(x) x^ x, : f{x) xl : f(x) x, x^ : x^ a:| x^, 

dove /(a:) = a:ia;3 — a|. Le 9 hanno di comune i tre punti (2/i=2/2=2/3=0), (2/i=2/2=2/4 = 0), 
(^1 = 2/3 == 2/4 = 0), nel primo de’ quad sono toccate dal piano y^ — 2/2 = 0, e nel secondo 
dada retta 2/2 == 2/4 = 0. Le (]j sono d’una forma degenere deUa superficie di Steiner *), 
esse hanno in comune la retta (x^ — Xs — 0) equivalents a due rette doppie infinitamente 
vicine, un’altra retta doppia (0:2 = 0:3 = 0) ed una conica (0:4 = 0, f(x) — 0). 

Le Jacobiane sono f {y^ — y.^ = 0, x\ xl f (x) = 0. 

•) CuBBSOHnel G-. Ceellb-Bobchardx, t. 67, p. 15; — Kendiconti del E. Istituto Lom- 
bardo, 24 gennajo 1867, p. 19 [Queste Opere, t. 2.®, pag. 392]. 
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4.0 : iCs : 2:4 = 2 /j 2/3 : 2/2 2/3 : 2 / 1 : 2/3 + 2 /i 2/4 . 

Vi-t/z-ys- 2/4 = /(«) Xi % : f (») % iKs : f(a:) : »! (xj 0:4 — 4), 

dove f(x) — XiX 3 . Le ^ passano pei punti («/, = 2/2 = 2/3 — 0), (2/2 = 2/3— 2/4=0)i P^" 

mo de’ quali sono toceate dal piano 2/1 = 0, e nel seeondo dalla retta (2/3 = 2/4 = 0); inoltre 
sono segate da ogni piano passante per la retta (t/i = y^ = 0) seeondo coniche ohe si osculano 
in (j/i = 2/2 = 1/5 = 0). Le t|i sono della stessa forma degenere della superficie di Steiner 
come nel case precedente; hanno in comune le rette doppie (2/2 = 1/3 = 0)> (2/i — Vt — O). 
la prima delle quali rappresenta due rette doppie infinitamente vieine, ed inoltre una co- 
nica (aji = 0, o^x^ — 4 = 0), il cui piano passa per la seconda retta doppia. 

Le Jacobiane sono 2/1 2/1 2/3 = 0* 44^4 = 0. 

5.0 iCi : ajj : : 2:4 == 2 /f : 2 /i 2/3 : 2/1 — 2/1 2/2 : 2/2 2/4, 

2/1 : 2/2 : .2/3 : 2/4 = fi4 4 : p{x) : fix) x^Xnixfx,, 

dove fix) = 4 — XiXs- Le <p hanno il punto comune (2/1 ==2/2 = 2 / 3 = 0 ) col piano tangente 
fisso 2/2 = 0, ed un altro punto comune (2/1 = 2/3 = 2/4 = 0) dove le sezioni fatte col piano 
2/4 = 0 si osculano tutte fra loro. Le ^ appartengono ad un’altra forma degenere della su- 
perficie di Steiner *); hanno in comune la retta Xi = X 2 — 0, che rappresenta tre rette 
doppie infinitamente vieine, ed inoltre la eonica (r4 = 0, fix) = 0). 

Le Jacobiane sono 2/1 2/2 = 0, 4 f*i 4 ~ 

36. Questi casi particolari risultano dal caso generale supponendo : 

1.0 che il punto Oj sia infinitamente vicino ad 0 nella retta (2/1 = 2/2 = 0); 

2. ° che anche il punto O2 sia infinitamente vicino ad 0 nella retta (2/1 = 2/3 = 0); 

3. ° che de’ tre punti Oi, 0*, O3 (ora non piil supposti prossimi ad 0) due siano infird- 
tamente vicini fra loro neUa retta (2/2 = 2/4 = 0); 

4.0 che il punto Oi sia infinitamente vicino ad 0 neUa retta (2/1 = yi~ 0 ), e che i 
punti Oj, O3 siano prossimi fra loro nella retta (2/3 = 2/4 = 0); 

5.0 che i tre punti Oi, O2, 03 siano infinitamente vicini fra loro nel piano 2/4 = 0. 


Trasformazioni di 3.o grado. 

(v = 3; p, = 2, 3, 4,...,9). ri 

37. Sia ’^4 una superficie gobba di 3.o grado, la cui retta doppia indicher6 con D. Ab- 
biamo gi^ veduto (n.o 26) che essa pu6 essere rappresentata, punto per punto, in un piano 


•) Eendieonti del R. Istituto Lombardo, 24 gennajo 1867, p. 20. [Queste Opere, t. 2°, p. 303]. 
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n in modo che le iTn a,giTii delle sue sezioni piane siano coniehe passanti per un punto fisso 1 
e seganti armonieamente un date segmento. Per conseguenza, il sistema S delle imagim 
delle intersezioni di coUe altre superfieie gobbe di 3° grade, delate della medesima retta 
doppia, sar^ formate dalle curve di 4° ordine 

Assumendo per le K le rette del piano 11, epper6 per L il gruppo di tre rette passanti 
per 1, si ottiene la trasformazione (v = 3, [>. = 2), ehe abbiamo gi^ esaminata precedente- 
mente (n.° 25). 

Le K siano coniche 1 OjOj, epper5 L sia un pajo di rette uscenti da 1. Le f saranno su- 
perflcie gobbe di 3.° grade aventi in comune, oltre aUa retta doppia D, due generatrici Gi , 
Gj e due punti Ou Oj; e la trasformazione inversa sax^ di 3.° grade ([x = 3). Alle rette dello 
spazio (a:) corrispondono cubiche gobbe E, le quali passano per Oi, O2, segano due volte D 
ed una volta eiascuna deUe Gi, Gj; come si riconosce tosto dall’esame delle K, le quali 
sono le imagini di quelle curve R che giacciono in 94. 

La Jacobiana delle f dev’essere un luogo dell’S.® ordine, pel quale D, Gi , Gj siano mul- 
tiple secondo i numeri 7, 3, 3 ; esso avra adunque con 94 un’altra linea comune dell’ordtae 
3.8 — 2.7 — 2.3 = 4. Questa e I’insieme di una conica e di due rette, rappresentate su 
ndaUe rette O1O2, lOi, IO2, che formano la Jacobiana deUe K. Dunquela Jacobiana delle 
'f comprende; l.^ il luogo delle coniche passanti per Oi , Oj ed appoggiate alle rette D, Gi, 
Gj, vale a dire Piperboloide DG1G2O1O0; 2.® il luogo delle rette che passano per Oi e segano 
D, vale a dire U piano OiD: 3.° il luogo delle rette che passano per Oj e segano D, vale 
a dire il piano OjD. Questi tre luoghi sono da contarsi semplicemente neUa Jacobiana 
deUe (p, giacch^ per questa i punti Oj, Os sono soltanto doppi (n.® 16); dunque la Jaco- 
biana medesima comprendera inoltre un luogo del 4.^ ordine, U quale, dovendo avere D 
come retta quadrupla e Gi, Gj come rette doppie, non pu6 essere altro che il pajo di 
piani DGi, DG.^, eontati due volte. 

Segue da ci6 che gli enti fondamentali deUo spazio (x) sono una retta doppia D' (cor- 
rispondente all’iperboloide DGiGgOiOs), due rette semplici G'l, G'j (corrispondenti ai 
piani OiD, OjD) e due punti semplici O'l, O'j (corrispondenti ai piani DGj , DGs). 

Le rette D', G'l hanno un punto comune, perche la retta [®’J che passa per Oi e incontra 
D e Gi appartiene si alle coniche corrispondenti ai punti di D', si alle rette corrispondenti 
ai punti di G’l. Analogamente D' sega anche G'l . Da cio segue senz’altro, che le i{) sono su- 
perficie gobbe di 3.° grade, aventi in comune la retta doppia D', le generatrici G'l, G'a, ed 
i punti O'l O'j; vale a dire, il sistema delle «I) e affatto analogo a queUo deUe 9. 

Se assumiamo = 0, yi = 0, y^ — Uij/g = 0, yi — Os/y^ — 0 come equazioni dei piani 
DOi, DO2, DGi, DG2; («/3 = 2/4 = 0) come equazioni deUa retta OiO^, ed J{y) = 0 come 
equazione deU’iperboloide DGiGjOiOj, le formole (1), (4) per I’attuale trasformazione 
saranno 
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y, l{y) : y^ l{y ) : {y, — y^ (y, — y^) y^ : {y^ — a, y^) {y, — a^y.,) y^^ 

2 /l • ^2 • 2^3 • 2/4 ■■■ ' ■ J • ^2 J • (^2 ^ 1 ) ^1 ^2 ^3 • (^2 ^2 ^ 4 ? 

dove J (x) = (i^i — ai x^) {x^ — az x^ + (% — a^) XiX^ — I (x), Le Jacobiane dei due spazi 
sono 

I (y) Vi 2/2 (2/1 — cci yzf (2/1 — az yzf = 0 , J (x) (x^ — a, x^ {x^ — x\ xl == 0 . 

Si hanno casi particolari di questa trasformazione, quando facciansi ipotesi special! 
suUa scambievole giacitura dei punti 0 ^, O2 e delle rette D, Gi, Gg. D’ora innanzi tralasce- 
remo di considerare tali casi, che per se non presentano difficolta: tanto pin che noi non 
abbiamo qui Fintenzione d’esaurire tutt’i casi possibili, ma solamente di presentare alcuni 
degli esempi piu notabili. 

38 . Eitenuta la supposizione del nS^ 37 per 94, le K siano ora le cubiche l®0i020304, ed 
L sia una retta per 1 . AUora le cp saranno superficie gobbe di 3 .° grade aventi in comune, 
oltre alia retta doppia D, una generatrice G e quattro punti Oi, O^, O3, O4; e la trasforma- 
zione inversa sara di 4.° grado ([i = 4 ). AUe rette dello spazio (x) corrispondono curve gobbe 
R di 4 .<^ ordine (e 2.^ specie), che incontrano D in tre punti, G in un punto, e passano per 
quattro punti 0. 

La Jacobiana delle 9 dev’essere dell’S.® ordine e contenere D sette volte e G tre volte; 
essa seghera adunque 94 secondo un’altra linea deU’ordine 3.8 — 2.7 — 1.3 = 7 , la 
quale e costituita da una cubica gobba e da quattro rette, rappresentate su 11 dalla co- 
nica 10^026304 e dalle rette 10 ;, IO2, IO3, 104, che formano la Jacobiana delle K. Dunque la 
Jacobiana delle 9 comprende: 1,° il luogo delle cubiche gobbe seganti D in due punti, G in 
un punto e passanti pei quattro punti 0, vale a dire Fiperboloide DGO1O2O3O4; 2.° i luoghi 
delle rette seganti D e passanti per un punto 0 , vale a dire i quattro piani DOi , DOo, DO3, 
DO4. Questi cinque luoghi sono da contarsi semplieemente nella Jacobiana delle 9, perche 
in questa i punti 0 non sono che doppi; dunque la Jacobiana che si considera comprendera 
anche un luogo di 2 .° ordine, pel quale D e G siano doppie; il qual luogo sara pertanto il 
piano DG eontato due volte. 

Di qui consegue che gli enti fondamentali dello spazio (x) sono una retta tripla D' (cor- 
rispondente all’iperboloide DG0i020304), quattro rette semplici G'l, G^, G'g, G4 (cor- 
rispondenti ai quattro piani DO), ed un punto 0 ' (corrispondente al piano DG). 

La retta D' incontra ciascuna retta GV, perche la retta p®] che passa per 0 ^ e si appog- 
gia a D, G, appartiene si alle cubiche corrispondenti ai punti di D', si alle rette corrispon- 
denti ai punti di GV- 

Le ^ sono adunque superficie gobbe di 4 .® grado, che hanno in comune la retta tripla 
D', le quattro generatrici G' ed il punto 0 ^ 


Cremona, tomo III. 
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La Jacobiana delle ^ comprender^; 1.® quattro piani, da contarsi due volte, corrispon- 
denti ai quattro punti 0, e seganti ciascuna eselusivamente neUe linee fondamentali: 
essi sono i quattro piani D'G'; 2 .® un luogo di rette corrispondenti ai punti di G, il qual luogo 
dev’essere un piano, perche G ha eon ciascuna R un solo punto comune, e deve segare cia- 
scuna secondo una retta, ond’esso sarS. il piano D'O'; 3.® un luogo di coniche corrispon- 
denti ai punti di D, il qual luogo sar 4 di 3.® ordine, perche D ha con ciascuna R tre punti 
comuni. Siccome la Jacobiana completa e dell’ordine 12 e eontiene D', G', 0' risp. 11, 3, 2 
volte, cosi il luogo di 3.® ordine conterr^ D', G', O' risp. 2 , 1, 1 volta, vale a dire, esso sar^ la 
superficie gobba di 3.® grado, che e determinata dalla retta doppia D', dalle quattro 
generatrici G', e dal punto O'. Le coniche (corrispondenti ai punti di D) secondo le quali la 
detta superficie di 3.® grado interseca le sono appoggiate alle cinque rette D', G e pas- 
sano pel punto O'. 

Se si rappresentano i piani DG, DO, , DO 2 , DOg , DO^ , OjOjOg , OjOjO^ e 1’ iperbo- 
loide DGOiOjOgO^ colle equazioni. 

yi—ys = 0, Vi — «! y.> = 0, 2/1 — Oj 2/2 = 0, 2/, = 0, = 0, 2/3 = 0, 2/4 == 0, l ( y ) = 0, 

dove 

1 ( 2 /) = (2/1 — S/s) (j/i — *22/2) + ««/i 2/3 + 2/4 + 02/22/3 + (^ 2/2 2 / 4 * 
le fonnole ( 1 ), ( 4 ) per I’attuale trasformazione saranno 

: 3:2 ; : 0:4 = 2/1 1 (2/) : 2/2 1 (2/) : 2/2 2/3 (2/i — 2/2) = Vi V * iVi — 2/3) . 

yi-yz'- 2/3 •• 2/3 = a;. J (x ) : *2 J (a:) : /(a;) a?, : / (x) x.^ , 

dove /(a;) = (Xi — Ui cUj) {xi~ 0 ^X 1 ), e 

J(x) — — {aa?yX^-\-h 3iiXiXi+ cXiXiX^-\- da^x^ + {Xx — os^x^x^. 

Le Jacobiane dei due spazi sono ordinatamente 

I (2/) (2/1 — «i 2/2) (2/1 — <h 2/2) 2/1 2/2 (2/1 — 2/2)* == 0 , 

J {x) (aji — x^ (a?! — x^^ (aji — aij)* a^ a| — 0. 

39. La trasfornaazione qui trattata somministra la rappresentazione, punto per punto, 
di una superficie tj) sul corrispondente piano p *). Come gifi si ^ notato, tj) 6 gobba e di 4 .® 
grado, ed e dotata di una retta tripla D'. Imagini delle sue sezioni plane saranno le tracce 
delle 'f su p, epperb saranno curve H di 3.® ordine, aventi in comune un punto doppio d 
(traecia di D) ed un punto semplice g (traecia di G). Ai piani per O' corrispondono gli iper- 


*) Cfr. Noether nei Matliem. Annaien, t. 3. 
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boloidi DO1O2O3O4, i quali segano ciascuno dei piani O^OsO^, O1O3O4, O1O3O4, O1O2O3 
secondo fasei di coniche ; dunque le tracce di questi iperboloidi su p costitiiiranno una 
rete di coniche k (passanti per d) seganti in un’involuzione di punti ciascuna delle quattro 
rette tracce de’ piani anzidetti. Fra le coniche k ve ne sono infinite che si spezzano in due 
rette, Tuna delle quali passa per d, mentre Faltra .tocca una conica fissa P. Ecco adunque 
come si puo costruire la rappresentazione di 'Ji. 

Assumansi ad arbitrio i punti d, g, quattro rette Oi, 6;, §3, §4 (passanti per d), come 
tracce de’ piani OiD, O^D, OsD, O4D, e tre altre rette Wi, 0)3, 03 tnon passanti per d), come 
tracce de’ piani O2O3O4, O1O3O4, 0t0o04. Le coppie di rette SitOi, SaWj determinano 
la rete delle coniche k. Congiungasi il punto col punto SaWi; il punto Sicog col punto 
SaWi; il punto Sjcoa col punto §3(03; le tre congiungenti e le coi, wj, 0% toceano una conica 
stessa P. Stabiliscasi una corrispondenza anarmonica fra le tangenti di P e le rette per d, 
in mode che le coj, Wa corrispondano alle Oi, S3; e sia 0)4 quella tangente di P che 
corrisponde a S4: sara <04 la traccia del piano O1O2O3; e ciascuna delle quattro rette w sar^ 
segata dalle coniche k in un’involuzione di punti. 

Fra le coniche k che passano per g se ne scelga una, I, come traccia dell’iperboloide 
DGO1O2O3O4, cioe come imagine deUa retta tripla D'. Le coniche k determinano su I una 
involuzione cubica di punti, cosi che ogni gruppo 0 terna di punti I rtmagine di un punto 
unico di D'; vale a dire, qualunque cubica H, passante per un punto di I, passa anche per 
gli altri due punti della medesima terna. In ci 5 consistono le condizioni alle quali sono sog- 
gette le H, e che provengono dal fatto che le 9 passano pei quattro punti 0 . I punti eoniu- 
gati in uno stesso gruppo deU’ involuzione cubica sono i vertici di un triangolo inscritto in 
I e circoscritto a P. 

Le rette per D sono le imagini delle generatrici rettilinee di (jj; ma la retta dg, traccia 
del piano DG, non corrisponde che al punto O'; la generatriee che passa per O' ha per ima- 
gine n punto g. n punto d rappresenta la conica secondo la quale <j) e intersecata dalla su- 
perficie gobba di 3 .° grade D'^G'iG'jG'jG'iO'. Le coniche per d, g e per due punti di uno 
stesso gruppo deU’ involuzione sono le imagini delle cubiche di tj), situate nei piani tangenti. 
Le rette per g rappresentano le coniche, secondo le quali e segata dai suoi piani bitan- 
genti; quella di queste coniche che passa per 0' ha per imagine il punto i. 

La rete delle coniche k rappresenta, come gia si e veduto, le sezioni fatte in <}) dai piani 
passanti per 0 ' ; donde segue che le tangenti di P sono le imagini delle cubiche di situate 
nei piani tangenti che escono da O'. Questi piani inviluppano un cono circoscritto di 4 .° 
ordine, che tocca (j) lungo una curva di 5 .° ordine (la cui imagine e una cubica d-, Hessiana 
della rete deUe k) e sega la stessa 4> lungo una curva di 6.® ordine, la imagine deUa quale e la 
conica P, che insieme col punto d costituisce la curva Cayleyana della rete giti nominata. 

Sia m uno dei punti comuni alle coniche I, P; la retta tangente in m a P seghi di nuovo I 
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in m'; la tangente in wi' ad I toccher^ allora anche P, I tre punti m m' ni formano un gruppo 
dell’involuzione, vale a dire, i quattro punti tri sono i punti doppidell’involuzione. La retta 
tripla D' contiene pereid quattro punti cuspidali, corrispondenti ai quattro gruppi analoghi 
ad mm'w!. 

40. Conservata ancora la medesima superfieie cpi, suppongasi ora ehe le K siano le curve 
di 4.° ordine l^OiOjOaO.OsOe; il luogo L scompare del tutto. Le tp sono superfieie gobbe di 
3.® grade, che, oltre alia retta doppia D, hanno in conaune sei punti Oj, O^,... , Og fissi, e la 
trasformazione inversa e di 5.° grade (p. = 5). AUe rette dello spazio (x) corrispondono 
curve gobbe R di 5.° ordine, che incontrano D in quattro punti e passano per i sei punti 
dati 


La Jacobiana deUe y e la devono avere in coinune, oltre a D, una linea dell’ordine 
3.8 — 2 . 7 = 10, la quale e composta di una curva gobba di 4.° ordine e di sei rette rap- 
presentate su 11 dalla cubica l^OiOa... Os, e dalle rette lOi, ..., lOs, che costituiseono la 
Jacobiana delle K. Dunque la Jacobiana delle <p comprende: 1.° il luogo delle curve gobbe 
di 4° ordine che segano D tre volte e passano per i sei punti dati, vale a dire I’iperbo- 
loide DOjOj ... Os; 2.° i luoghi delle rette che segano D e passano per un punto 0, vale a 
dire i sei piani DOi, DOj, ..., DOg. 


Di qui segue che le <{) sono superfieie gobbe di 5 .° grado, aventi in comune una retta 
quadrupla D' (corrispondente all’iperboloide DOi . . . ) e sei generatrici G'l , G's , . . . , G's (cor- 
rispondenti ai sei piani DO). La Jacobiana delle (fi consta dei sei piani D'G', da contarsi 
due volte, e della superfieie gobba di 4 .° grado D'^G'iG's... G'g, che h U luogo delle co- 
niche appoggiate alle sette rette D', G'. . 

Eappresentiamo neho spazio (y) coIJe equazioni !(?/) = 0, Hi (?/) = 0, £[2(2/) = 0, 
yi—OiVi = 0, Vi—am = ^1— ^1 — <142/2=0, 2/1 = 0, 2/2 = 0, 2/3=0, 2/4 == 0 1’i- 

perboloideDOiOjOgOsOsOg, uno degl’iperboloidi DOsOgOiOgOg, un iperboloide DO1O3O4O5O6, 
ed i piani DOi , D02,D03, DO4, DO5, DOg, O1O2O3, 040 e,0s; e nello spazio (a;) rappresentiamo 
coUe equazioni 3{x) — 0 , M(a:) = 0 , N(a:) == 0 , a;i — = 0 , aji — x^ = 0 , aji — = 0 , 

£fi — a^Xi = 0 , ail = 0 , X.2 == 0 , 0:3 = 0 , a;4 = 0 la superfieie di 4 ° grado D'^G'iG'aG'gG'sG'sG'g, 
I’iperboloide D'G'4G'5G's, I’iperboloide D'G'iG'sG'g, i piani D'G'i, D'G's, D'G'3, D'G'4, D'G's, 
D'G'e, un piano per G), ed un piano per Gj; allora le formole (1), ( 4 ) per la trasformazione 
attuale saranno: 


afi : ajg : ita : 0:4 = 2/1 1(2/) : 2/2 %) : (2/1 — a ^ y ^) Hi(2/) : (2/, — a .^^) 

y\-yi-yz-yi = <h j(a:) :x^3(x): {x^ — x^ {x^ — {x^ — M(a:) : {x^ — a^x^x^x^l^ix ) . 

Le Jeicobiane de’ due spazi sono 

1(2/) (2/1 — 2/2) (^1 — (h 2/2) iVi — <h 2/2) (2/1 — *4 2/2) 2/1 y % = 0 , 

J(») (*1 — aiX^\x^ — aiX^{x^ — okx^f (*1 — = 0 . 
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41. Questa trasformazione la rappresentazione di una superficie ^ (gobba, di 5.° 
grado, dotata di una retta quadrupla D') sul eorrispondente piano p *). Assumansi in 
questo piano: un punto d, come traccia di D; tre coniche I, Hi, Hj, come tracce degli iper- 
boloidi l{y) — 0 , H,( 2 /) = 0 , — 0 ; e quattro rette g^, g-z, g^, ge come tracce dei piani 

Vi — «i 2/2 = 0, i/i — azi/z ~0, yi = 0, y^ — 0. Queste rette saranno le imagini delle gene- 
ratrici G'l, G',, G' 5 , G'e; la conica I rappresenter^ la retta quadrupla D'; e le eoniche Hi, Hj 
le sezioni fatte in dai piani = 0, = 0. Le imagini delle sezioni plane di t|) saranno 

tutte le curve h di 3.° ordine del sistema lineare, triplamente infinite, determinate dai quat- 
tro luoghi gj., gj., ^iHi, paHj. Siano iiizhu, i punti nei quali la conica I h risp. se- 

gata dai due luoghi SfiHi, g'sH^; quest! due gruppi di quattro punti individuano su I un’in- 
voluzione biquadratiea; e qualunque curva h (imagine d’una sezione piana di (Jj) segher^. I 
in quattro punti (oltre a d) appartenenti ad imo stesso gruppo deU’involuzione. Ciascun 
gruppo dell’involuzione costituisce rimagine di un punto deUa retta quadrupla D'. Una 
involuzione biquadratiea ha sei punti doppi, dunque D' ha sei punti euspidali, vale a dire 
sei punti, in ciascuno dei quali due delle quattro generatrici ivi incrociate sono eoinci- 
denti. 

Le rette per d sono le imagini delle generatrici rettUinee; ogni conica passante per d 
e per tre punti dello stesso gruppo deU’involuzione rappresenta la curva di 4.° ordine, che 
risulta dal segare «|) con un piano tangente; ed ogni retta tirata fra due punti di uno stesso 
gruppo ^ tangente ad una curva fissa di 3.® classe e rappresenta la curva di 3.° ordine, co- 
mune a (j) e ad un piano bitangente. La superficie (jj contiene una sola conica, rappresen- 
tata dal punto d e situata eziandio neUa superficie J(a:) = 0. 

(Oontitma) [®*] 


*) Cfr. Noethee, 1. c. 
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RAPPRESENTAZIONE PIANA DI ALCUNE SUPERFICIE ALGEBRICHE 
ROTATE DI CURVE CUSPIDALI. [">«] 


Memorie delV Accademia delle Scienze delVlstiUito di Bologna, serie III, tomo II (1872), pp. 117-127. 


Dai diversi geometri che si sono occupati sin qui di rappresentare superficie algebriche 
sopra un piano, gia molti esempi sono stati trattati ne’ quali la superficie proposta e dotata 
di una curva doppia o nodale. Quanto aUe superficie clie posseggono una curva di regresso 
0 ciispidale, ^ bensi stata additata la via *) per la quale si potrebbero esse dedurre daUa 
teoria delle trasformazioni razionali dello spazio a tre dimensioni, ma in realta, per quanto 
io sappia, nessuna di tali superficie e stata sinora studiata in modo da esibirne la effettiva 
rappresentazione. Pereio, non sari forse inutile ehe qui si eseguisca tale studio per un pajo 
di casi, cbe sono a un tempo semplici ed istruttivi. 

1 . 

Assume una superficie di 2° grade, la cui equazione scrivero nella forma seguente: 

(1) F = y'w' — aiz’ = 0. 

Nel piano y' = 0, che toccaF nel punto »' = ?/' =z' = 0, considero le tre rette 

(2) «/' = a;' = 0, 2 /' = s'^0, 2 /' = w' = 0 

le prime due delle quaU appartengono anche alia superficie: e considero inoltre la cubica 
gobba C'3 definita dalle equazioni: 

(3) 3 a;' ; ?/ : s' .• 3 w' = 4 X® ; — 4 : 4 X ; — X® 

(X parametro variabile), cbe e osculata dal piano ?/' = 0 e toccata dalla retta ?/' = g' == 0 
nel punto ni — ^ ==2'==0,ede osculata dal piano w’ — Oe toccata daUa retta a:' = w' = 0 
nel punto «' = s' = w' = 0. 


*) NachricMm di Gottinga, 1871, xx,^ 3. 
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Per questa euHca gobba e per le tre rette (2) preaccermate si pu 6 far passare un sistema 
omaloidieo di superficie di 3.° ordine, I’equazione generale delle quali sar^ 

(4) A?/( 2 !'' + 3a:'?/')4-B«/(4«/'w' — a:'3') 

+ Oy' (3 a:'® + 4 3 ' w') + Dw'(4?/’w' — s') = 0 . 

Considero ora un secondo spazio, nel quale le coordinate correnti siano xy zw,e faceio 
corrispondere i piani di questo spazio alle superficie (4), mediante le formole: 

x = 27^'(s'^ + Baiy), 
y = 9^{4:y'w' — 3^z'), 

3=9 2/'(3af* + 4s'w'), 
w= 16 w’ (4 w' — af s') , 

il che equivale ad operate sullo spazio (x' y' z' ?o') una trasformazione di 3 ° grado. 

Rappresento sopra un piano TI una qualunque delle superficie 9 , contenute nell’equa- 
zione ( 4 ). Fissati in II i sei punti fondamentali 1 , 2 , 3, 4, 5, 6 , si potranno assumere le rette 
12 , 34 , 56 come imagini delle rette «/' = s' = 0 , y' = x' = 0, 1 / = —0; 6 la coniea 

passante per 4 , 5, 6 e toccata dalla 12 nel punto di concorso delle 12, 34 come imagine della 
cubiea gobba (3). AUora la cubica gobba intersezione ulteriore di f con un’altra quaJsivo- 
glia delle superficie (4) sara rappresentata da una eurva di 4.® ordine 1^ 2- 3= 4 5 6 ; dunque 
aUe rette deUo spazio {xysw) corrispondono cubiehe gobbe R', cbe segano in cinque punti 
la cubiea fissa ( 3 ), in due la retta 3 / = w' = 0, in uno solo la 2 /' = a:' = 0, in nessuno la 
2 /' =s' = 0 . 

Da ci 6 segue che ai piani dello spazio (a;' y' s' w') corrisponderanno superficie ^ di 
3.® ordine, la cui Jacobiana sara composta di tre luogM, ordinatamente deU’ ordine 6 , 2, 1 
corrispondenti aUa cubica gobba (3), aUa retta y' = w' = 0 ed alia retta 2 /' == *' = 0; e 
cbe alia t/' = s’ = 0 corrispondersl di nuovo una retta nello spazio (xyz w). 

Nel piano H, le curve di 4,® ordine 1 ^ 2 - 3® 4 6 6 formano una rete, la Jacobiana deUa 
quale e costituita dalle conicbe 12356, 12364, 12345 e dalle rette 23, 31, 12: imagini delle 
sei rette cbe, msieme coUe Unee fondamentali (2) e (3) contate tre volte, eompongono P in- 
tersezione di (f colla Jacobiana deUe superficie (4). La coniea 12356 rappresenta una corda 
deUa cubiea gobba ( 3 ), segata dalla retta y' = x' = 0;il luogo di tutte le corde analoghe e 
Piperboloide 

(0) 42/ «?' — »' s' = 0, 

la cui intersezione con una qualunque deUe superficie (4) risulta daUa cubica gobba (3), 
dalle due rette y- = »' = 0 , 2 /' = z' = 0 e da una deUe predette corde. 
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Le coniche 12364, 12345 e le rette 31,23 rappresentano corde della cubica gobba 
(3) segate da j/' =?(;' = 0; il luogo di tutte le corde cosi fatte e la superficie di grade 

(7) J' = 3 (4: y' tv' — x' zj — {z^ + 3 y') {3 x'^ + 4 z' w') = 0 , 

per la quale la curva (3) e doppia, e la quale sega ciascuna superficie (4) lungo essa curva (3), 
le due rette ^' = s’ = 0, y’ w' — 0 e quattro delle corde menzionate. 

La Jacobiana delle (4) e rinsieme delle superficie (6), (7) e del piano y' = 0 contato due 
volte, e rintersezione completa di essa Jacobiana con una qualsivoglia delle superficie (4) 
e costituita dalla cubica gobba (3) e dalle rette y = = 0, y’ = w' — 0 contate tre volte, 

dalla retta y' = e'==0 contata quattro volte, e da altre cinque rette non fisse. 

Dal mode di composizione di questa Jacobiana si cava tosto che gli enti fondamentali 
nello spazio (xy z tv) saranno: due rette situate in uno stesso piano e corrispondenti, Tuna 
all’iperboloide (6), I’altra alia retta y' — z'==0; una curva gobba razionale di 4.0 ordine 
corrispondente alia superficie (7); ed un punto, corrispondente al piano y' = 0. Infatti le 
equazioni (5), risolute rispetto ad x', y\ s', w\ daiino 

x' = 12 y{iz^ — 3 xw), 

.gv y' = lQy{xz — 9 y^), 

z = 12 {o^w — 12 , 

tjd= 9w(xz — 9 y^), 

vale a dire, ai piani dello spazio (x' y' z' w') corrispondono le superficie del sistema oma- 
loidico 

(9) 12 Ay (4 0 ^ — 3 X w) + 16 By (xz — 9 y^) 

+ 12 C (x^w — 12yh) + 9X1 w{x z — 9 = 0, 

le quali hanno in comune le rette 

(10) y = ic = 0, y = w = 6 

e la curva gobba di 4® ordine 

(11) 4 s® — 3xw — 6, xz — 9y® = 0, 
ossia 

(11)' x:y:z:w~3\^:\^:3X-:i, 

che ha una cuspide aj = y = s = 0, coUa tangente a; = y = 0 e col piano oseulatore 
aj = 0; w ^6 eil piano stazionario edy = s = «o==0 il punto di contatto. 

D punto x = y — z doppio per tutte le superficie (9) ; esso e il punto fondamentale 

dello spazio {xyzw) che corrisponde al piano y' = 0, 
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La retta y — w = Q corrisponde all’iperboloide (6); inf atti al pirnto y — w = Q,z — 'kx 
corrisponde la retta 

-a:' — 3X2/' = 0, die' — 3 X 2 ' = 0, 

Che e una generatrice della superficie (6). 

Analogamente, al punto (11)' corrisponde la retta 

4X'w' — 3Xa:' — 32' = 0, 

X^ a:' + X z' — 3y' = 0, 

ossia, alia curva (11) corrisponde il luogo (7). 

La retta y — x — 0 corrisponde alia — z' = 0 . 

Rappresento sopra un piano II una delle superficie <b del sistema (9); al quale uopo, 
assume una coniea come imagine del punto doppio a; = «/ = z = 0, edin essa i sei punti 
fondamentali 1,2,3,4,5,6,11 prime de’ quali rappresenti la retta x = y = 0, mentre la 
congiungente 12 corrisponda alia y = w = 0. Imagine deUa curva (11) sar5, una conica 
osculante in 1 e segante in 3 la conica 123456. Mora le imagini delle ulteriori interse- 
zioni della <j) coUe altre superficie del sistema (9) saranno le coniche 456; vale a dire, alle 
rette deUo spazio (x' y' s' w') corrispondono cubiche gobbe che passano pel punto fisso 
x = y = s==0, ed incontrano altrove in quattro punti la curva (11), in due la retta 
y = w — 0, in nessuno \a,y = x — Q. 

La Jacobiana del sistema (9) sega tj) secondo la curva (11), la retta y — w = 0 da, con- 
tarsi tre volte, la retta y = x = 0 ds, contarsi quattro volte, ed altre cinque rette, le cui ima- 
gini in n sono i punti 2. 3 e le rette 45, 46, 56. H punto 2 rappresentauna retta passante per 
a! = 2 / = z = 0ed inoontrata daUa = w = 0; U luogo di tutte le rette analoghe 5 ii piano 

(12) y==0. 

n punto 3 5 rimagine di una retta che passa per x = y — s = 0ed incontra la curva (11) 
in un altro punto; luogo di tutte le rette analoghe e il cono 

(13) xs — 9y^ = 0 

che projetta la curva (11) dalla cuspide. 

Finalmente, i tre lati del triangolo 456 rappresentano tre corde della curva (11) ap- 
poggiate aUa retta y = w = 0', ed il luogo di tutte le corde cosi fatte e la superficie di 
5.® grade 

(14) 12 w; (a: z — 9 2/7 — 4 z (a: z — 9 2 /*) (4 z® — 3 as w) -h as (4 z"' — 3 a; to)® = 0 

per la quale le linee (10) ed (11) sono entrambe doppie. 

Dunque i luoghi (12), (13) e (14) costituiscono, presi insieme, la Jacobiana delle super- 
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fide (9). n luogo (12) eorrisponde alia retta «/' ==«' — 0; infatti si corrispondono fra loro 
il punto ?/' = a:' = 0, 2 ' — Xw' = 0 e la retta 

I/ — 0, 4x — 9X2 = 0. 

H luogo (13) eorrisponde alia retta y' = w' = 0', giaecM la retta 

a: + 9X?/ = 0, y+Xz — 0 

la corrispondente del punto y' = io' = 0, z' = Xx'. 

A1 punto rappresentato dalle (3) eorrisponde la retta 

4X®y — w = 0, X*a:+3X«/-f-2 = 0,*) 

cioe alia cubiea gobba (3) eorrisponde la superficie (14). 

Alla data superficie F' corrisponderl, nello spazio (xyzw) un luogo F di 6.° ordine, 
percbe la cubiea gobba cbe eorrisponde ad una retta arbitraria di detto spazio incontra 
la retta y' = a!' = 0, eppero sega F' in altri cinque punti non situati nelle lineefonda- 
mentali (2) e (3). 

La superficie F' e tangente a tutte le generatrici del luogo (7), eome si riconosee dal- 
I’identitl 

J' = 4 F (12 y'^w’— 2 '* + 3 y 2 ') — (2 2 '® — 3 a:' y’f-, 

dunquela eurva (11) e cuspidale per la superficie F. 

Ad una retta r ehe ineontri la y — x=0 eorrisponde una cubiea gobba spezzantesi 
neUa retta 2 / = 2 ' = 0 ed in una conica ehe incontra y' — z' — () m un punto ed F in 
tre altri punti. Dunque r incontra F in tre punti fuori di ?/ = a; = 0 , ossia questa retta e 
doppia per F. 

Invece la retta y — w = 0 e semplice per F, perch^ le generatrici deli’iperboloide 
(6), dopo aver incontrato la retta «/' = *' =0, segano F in un solo nuovo punto. 

Del resto, per ottenere I’equazione di F, basta fare le sostituzioni (8) nella(l); si ha 
cosi: 

(15) F = a: (4 2 ^ — 3 a: wy — 4 2 (4 2 ^ — 3xw) {xz — 9 j/^) + 3 w (a: 2 — 9 j/®)'. 

Di qui si scorge che la superficie F e della 3.* classe, vale a dire, essa e la reciproea di 
una superficie di 3.° ordine, dotata di un punto uniplanare **). 


*} A1 oono di 2.“ grado invilnppato dal piano A® » -[- 3X^ -j- = 0 eorrisponde nello spazio 
{sd y!ii id) la sviluppabile formata dalle tangent! della cnbioa gobba (3). 

♦*) Vedi Catlbt, On eaiie surfaces (Phil. Trans., 1869), section XV, p, 311. 
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Ora, per rappresentare F su di un piano, basta effettuare la rappresentazione di F'. 
Questa si ottiene mediante le formole [i®'*-] 

(16) : 2' : w' == 12 ar ( : 16 : 12 pr : 9 

cbe soddisfanno la (1). Le (5), in virtii delle (16), divengono 

a; = P (4 a* + Py). 

(17) 2/ = apY, 

s = Y(a"+ Pt). 

e per tal modo F e rappresentata sul piano (a^Y)- Le imagini delle sezioni plane di F 
sono cubicbe 

(18) Ap (4 a* + Py) + BaPY + Cy (a^ + Py) + Dy® = 0 , 

che passano per due punti fissi p = y = 0, a == y = 0, nel secondo de’ quali si oscu- 
lano. Alle cinque intersezioni di F con ima retta arbitraria corrispondono cinque punti 
di una conica appartenente alia rete 

(19) B«p + C(a^+pY)+ Dy-^ = 0. 

Queste eoniohe sono le imagini delle sezioni plane passanti pel punto y — z — w = 0\ 
donde segue che questo punto e rappresentato dalla retta y = 0. 
n sistema (18) e determinate dalla rete (19) e daUa conica 

4a*+ PY = 0, 

che ^ I’imagine di una curva di 3.° or dine, dotata di cuspide, situata nel piano x—Q. 
La Jacobiana deUa rete (19) e costituita dalla retta y = 0 e daUa conica 

2 a^ — pY = 0 

che e rimagine deUa curva cuspidale (11). 

Ogniqualvolta una conica della rete (19) si spezza in due rette, una di queste (ima- 
gine di una conica) passa pel punto fisso a = y = 0; I’altra (imagine di una curva piana 
di 3.0 ordine) tocca la conica fissa 

a*+4pY = 0, 

imagine di una curva gobba di 4.° ordine, comune ad F ed al cono cubico 

42® — 27 2/®w = 0, 

che projetta la curva cuspidale dal punto y = z = w Questo cono ^ I’inviluppo 
dei piani 2 / + X 2 — X®w = 0 che segano F secondo linee spezzantisi in una conica ed 
una cubica. 
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La retta p = 0 rappresenta la retta doppia y — x = 0 ed e incontrata dalle cubiche 
(18) in coppie di punti eonjugati di un’involuzione quadratica, i cui element! doppi sono 
i punti p = a = 0 , p = Y== 0 : due punti eonjugati rappresentano uno stesso punto 
della retta doppia. Questa ha due punti cuspidali a: = ii/ = g = 0, a; = ?/ =:«a = 0 , 
corrispondenti ai punti doppi dell’involuzione suddetta. 

La superficie F possiede due rette semplici: Tuna w~y = 0 e rappresentata dal 
punto p = Y = 0 ; I’altra w — z = 0 dal punto di y = 0 che h infinitamente vicino 
ad a = Y = 0 . 

2 . 

Se una superficie di 3.° ordine F's ha due punti doppi (conici) p', vi e un piano 
che tocea la superficie lungo la retta Ne segue che I’equazione di F's puo scriversi 
cosi 

XS + Y^Z = 0 , 

ove X, T, Z sono lineari ed S e quadratica neUe coordinate. M’equazione precedente 
pu 6 anche darsi la forma 

X(S + XYO + Y*(Z-XX) = 0 , 

che ha la seguente interpretazione georaetrica. II piano X = 0, che tocca la superficie 
lungo sega F 3 lungo una seconda retta, asse di un fascio Z — XX = 0 di piani 
di coniehe che sono curve di intersezione fra F 3 e le superficie quadriche S + X Y*= 0 . 
Queste superficie si toccano lungo una conica, comune ad F 3 ed al piano Y = 0 , cosi 
che fra esse vi ^ un eono; cioe X ammette un valore pel quale S + X Y^ = 0 rappresenta 
un cono. 

Pel vertice o' di questo cono circoscritto ad F 3 eonduco i piani x'~0, i/ — 0, s' = 0 ; 
dove suppongo che s' = 0 siail piano o’p'g'; ed a:' = 0 , ^' = 0 toechino H eono lungo 
le generatrici eontenute nei piano s' = 0 . Siano poi : w' = 0 il piano della conica di 
contatto fra F '3 ed il eono predetto ; s' -f w' = 0 il piano tangente ad P '3 lungo p '^ ; ed 

u' = ex' g s' h w' = 0 

il piano della coniea di semplice intersezione fra P', ed il cono. Allora I’equazione deUa 
superficie di 3.° ordine sar^ 

P'3 = ( 0 ' + w} (s" — 2 a;' 2 /} — m'w'*== 0 . 

^ Per rappresentare su di un piano questa superficie, basta projettarne i punti da uno 
de’ punti doppi; allora le imagini deUe sezioni plane sono cubiche che toccano in un punto 
fisso e s^ano in altri quattro punti fissi una coniea determinata dal cono che oseula la 
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superficie nel punto doppio, scelto come centre di projezione. I quattro punti di sem- 
plice intersezione sono dati da un’equazione (ad un’incognita) di 4° grade; risoluta la 
quale si pud, per due di essi punti e pel punto di contatto, far passare una retedi coniche. 
Faeendo poi corrispondere queste coniche alle rette di un altro piano rappresentativo, 
si verrd. ad eseguire una trasformazione di 2 .° grade sul sistema delle cubiche che rappre- 
sentano le sezioni di F 3 . Le imagini di queste sezioni divengono per tal mode, nel nuovo 
piano rappresentativo, cubiche che s’intersecano in sei punti fissi distinti 0, 1, 2, 3, 4, 5, 
de’ quali per5 012, 034 sono distribuiti su due rette, imagini dei punti doppi 33 ' j?'- 
La retta 33 'g'' d rappresentata dal punto 0; le altre quattro rette di F '3 che escono da 
39 ' hanno per imagini i punti 1 , 2 e le rette 35, 45; le quattro rette analoghe, uscenti 
da g', sono rappresentate dai punti 3, 4 e dalle rette 16, 25; la retta 05 d rimagine 
della retta «' = g' + w' = 0 ; e le altre sei rette deUa superficie corrispondono al punto 
6 , alia conica 12345 ed alle rette 13, 14, 23, 24. 

Una retta E. passante per 6 ed una conica C deseritta per 12 3 4 sono le imagini ri- 
spettive delle coniche 

10 ' — ^^ — 2 a;' 2 /' = 0, = — 2x’y' — 0. 

Imagino ora F '3 segata dal sistema omaloidico delle superficie f di 2 .° grado, che pas- 
sano pel punto o' e per la conica v! = z'^ — 2x'y' = 0. Ciascuna di queste superficie 
determiner^, su F'j una eurva gobba di 4.° ordine (e 1.^ specie), la cui imagine sard, una 
curvadi 4.° ordine, 0'12345“. Siccome il sistema deUe f comprende il cono 2 '^ — 2x' y' — 0 
ed inoltre una rete di quadriche, ciascuna composta del piano fisso «' = 0 e di un 
piano per o', cosi il sistema deUe curve di 4.° ordine 0^12345® sard determinate daUa 
eurva composta delle quattro rette 012. 034. R. R, e da una rete di cubiche 012345, da 
associarsi alia retta fissa 05. 

H sistema omaloidico delle (p pu 5 servire di base ad una trasformazione di 2 .° grado 
le formole della quale sarebbero 

x' : y' : z' : u' = xu :y u: zu: — 2xy, 

owero viceversa 

x:y:z:u = x' u :y' u' : z' u' :^^ — 2x' y'. 

In virth di questa trasformazione, dalla superficie data si ottiene la seguente 
F = ( 2 ^ — 2 xyf — u{f — 2xy) (2 1 + hu) + + hu{t — hz)^ = 0, 

dove per brevitd si e posto 

t = ex + fy + gz. 

La superficie F e di 4.° ordine, e per essa la conica 
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u—0, 2* — 2xy = 0 

e cuspidate; infatti a questa conica, che e fondamentale nello spazio (xyzw), corri- 
sponde il cono 

s'* — 2x'y' = 0 

circoscritto ad F'j. 

Siccome le superficie F^, F'3 si corrispondono punto per punto, cosi la rappresen- 
tazione piana ottenuta per F'3 serve ad un tempo per F4. Imagini delle sezioni piane di 
questa superficie sono le curve di 4.° ordiue 0'’12345* di quel sistema che sopra ho de- 
terminato. 

La retta 05 rappresenta il punto x = y — z = 0 di F4, corrispondente alia retta 
che F'a possiede nel piano u' = 0. Le rette 012, 034 rappresentano due punti parti- 
colari j),q della conica cuspidate, che corrispondono ai due punti doppi di F'3. 
AHe otto rette di F'3 che concorrono a quattro a quattro ne’ punti doppi p', 3' corri- 
spondono altrettante rette di F^, che concorrono del pari nei punti q. Le rette diF^ 
hanno dunque per imagini i punti 1, 2, 3, 4 e le rette 51, 52, 53, 54. 

Eccettuati i punti p, q, imagine delta conica cuspidate di F4 Ha retta E. 

Le coniche di F4 corrispondono: Ifi alle rette di F'3 che non incontrano la conica fon- 
damentale u' — z'^ — 2a;'2/' = 0; 2P aUe coniche di F'g che incontrano in due punti 
la conica fondamentale, cioe alle coniche che non incontrano la retta situata nel piano 
m' = 0. Di queste coniche vi sono sette serie, poste nei piani che passano per le sette 
rette mcontrate dalla m' = s' + w' = 0 , cioe per le sette rette le cui imagini sono 

le rette 13, 24 

» 14, ,23 

il punto 5, la conica 12346 

il punto 0. 

Le sette serie di coniche di F4 hanno dunque per imagim' 

le coniche 0524, le coniche 0613, 

» 0523, » 0514, 

le eubiche 012345*, le rette 0, 

le rette 5. 

Le prime sei serie sono conjugate a due a due: due serie conjugate corrispondendo a due 
fasci di piani i cui assi in F'3 giacciono in uno stesso piano con m' =s' -f w' = 0. Due 
coniche di F4, appartenenti a due serie coniugate, giacciono in uno stesso piano, che tocca 
un cono quadrico fisso. Per tal modo le coniche delle prime sei serie giacciono nei piani 
tangenti di tre coni quadrici, i quali fanno parte del sistema di superficie quadriehe 
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(1 — 2 X) (g® — 2 xy — < m) + ^ M (g + m) = 0 
avente per inviluppo la 

Quanto alia settima serie, le coniche che ne fanno parte giaceiono tutte, a due a due, 
in piani passanti per la retta p q. Due coniche poste in uno stesso piano hanno per ima- 
gini due rette per 6 , conjugate armoniche con due rette fisse, una deUe quali e E, mentre 
I’altra e imagine della conica di contatto fra F 4 ed il piano m + 4 g = 0 *). 

*) Per la teoria generale delle trasformazioni razionali neUo spazio, veggasi la mia Memoria 
nel Tomo V degli Annali di Matematiea (pag. 131) [Queste Opere, n.° 96]. 
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LE FIGURE RECIPROCHE NELLA STATIC A GRAPICA. 


Terza edizione, Milano, U. Hoepli, 1879. [}04] 


1 . 

£ notissima la teoria delle figure reciproehe nello spazio che emerge dalla considera- 
zione di im sistema di forze applicate ad im corpo rigido e libero *). Per un punto qualun- 
que M dello spazio passano infiniti assi, rispetto a ciaseuno de’ quali il momento del si- 
stema e nuUo; ed il luogo geometrico di tali assi e un piano [x, che Mobius chiama Nul- 
lehene del punto M. Viceversa, un piano qualsivoglia jx contiene infiniti assi di momento 
nullo, i quali tutti concorrono in uno stesso punto M, detto da Mobius il Nullpunct del 
piano jJL. Invece di Nullpunct e di Nullebene io diro polo e piano polar e. 

Per tal modo, ad ogni punto M dello spazio corrisponde un piano [x passante per M, 
e viceversa ad ogni piano »x corrisponde un punto M situato in jx. Se il polo M si muove 
in un dato piano a, il piano polare [x passa costantemente per un punto fisso A, che e 


*) Ovvero dalle proprieta geometriclie dello spostamento, iiifinitesimo o finite, di nn corpo, 
o dalla teoria delle cubiciie gobbe o da qiiella de’ complessi di rette di 1.^ grade, eco. Veggansi; 

G-iorobn’I, Sopra dlcune propi'ieta dei piani dei momenii principali e delle coppie di fome 
equivalents (Memorie della Societa Italiana, tomo XX, Modena, 1828). 

Mobius, TJeher eine hesondere Art dwaler V erhaltnisme swisehen Figiirenim Eaume (Crelle’s 
J ournal for Mathematik, X Bd., Berlin, 1833 | ovvero, Qesammelte WerJee, Leipzig, voL I, p. 489, 
1883j ). — LeJirhuch der Statik (Leipzig, 1837), I Th. p. 144. 

Chasles, Apergu Mstorique sur V or igine et le dcveloppSment des methodes en geometrie, etc. 
(Bruxelles, 1827), p. 227, 413, 674-679, 684-686. — EropriMes geomStriques velatives aumouoe- 
ment infiniment petit d'un corps solide dans Vespace (Comptes rendus des stances de I’Acad^- 
mie des sciences, t. XVI, Paris, 1843). 

Staudt, Geometric der Lage (Niirnberg, 1847), p. 191. 

JONQtri±EES, Melanges de geomitrie pure (Paris, 1856), p. 1-31. 

Rete, Die Geometrie der Lage [Dritfce Auflage (Leipzig, 1892), zweite Abth., p. 165]. 
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il polo di a; e viceversa, il luogo dei poll di tutt’i piani passanti per un punto A e un piano 
a, polare di A. 

Se il polo percorre una retta, il piano polare gira intomo ad un’altra retta. Due rette 
cosi fatte diconsi conjugate o reciproehe; ciascuna di esse e ad un tempo il luogo dei poli 
de’ piani passanti per Taltra e Tinviluppo de’ piani polari de’ punti dell’altra. 

Si sa che il dato sistema pud in infinite maniere essere ridotto a due forze; scelta ad 
arbitrio la linea d’azione di una di esse, la linea d’azione dell’altra riesce univocamente 
determinata, giacche le due linee di azione devono essere rette conjugate. 

2 . 

Ad un fascio di piani paralleli corrispondono come poli i punti di una retta di dire- 
zione determinata; vale a dire, ad una retta situata a distanza infinita e conjugata una 
retta il cui punto I all’infinito e il polo del piano all’infinito. A tutt’i fasci di piani paral- 
leli corrispondono di tal guisa tutte le rette (fra loro parallele) passanti per I: fra queste 
ve n’e una, detta asse centrale del sistema, che e perpendicolare al corrispondente fascio 
di piani paralleli. 

In altre parole: ogni retta parallela aU’asse centrale ha la sua conjugata a distanza 
infinita; ogni piano parallelo aU’asse centrale ha U suo polo aU’infmito. 

3 . 

A due rette conjugate qualisivogliano compete la seguente propriety: la loro minima 
distanza e una retta che sega ortogonalmente I’asse centrale. Donde segue che, se si projet- 
tano le due rette reciproehe parallelamente alVasse centrale e sopra un piano perpendicolare 
al detto asse, le due projezioni saranno rette parallele. 

4 . 


Facilmente si riconosce che: 

1. ® a piu rette r deUo spazio, le cui projezioni coincidano in una sola retta, corri- 
spondono rette r\ le cui projezioni sono coincidenti o parallele, secondoche le r (necessaria- 
mente contenute in un piano paraUelo aU’asse centrale) siano o non siano paraUele; 

2. ^ a piu rette r dello spazio, le cui projezioni siano paraUele, corrispondono rette 
r', le cui projezioni sono coincidenti o paraUele, secondoche le r (necessariamente paraUele 
ad uno stesso piano per I’asse centrale) sono parallele o no. 

5 . 

Suppongo orizzontale I’asse centrale, e denomino ortografieo il piano di projezione, 
che incontrer^ I’asse centrale nel proprio polo. Posta in questo punto Torigme degli assi 


Cremona, tomo 111. 


23 



338 


LE FIGURE RECIPROCHE NELLA STATICA GRAPICA. 


delle coordinate rettangolari x, y, 2 , I’ultimo dei quali coincida coll’asse centrale, la 
suesposta legge di corrispondenza reciproca sara espressa dalle segnenti formole. H punto 
Xi 2/1 2 i e il polo del piano 

xyi — yxi + lc(e — Zi) = 0, 


dove k una costante. Vieeversa, al piano 

ax + by + ez + d = 0 


eorrisponde il polo 




d 


c 


E la retta 


6 conjugata aU’altra retta 


dove 


ax by + c =0 
px + qy + rs = 0 

ax by c' = 0 
px-^-qy + r'z — O, 

r d = r' c = k{aq — bp). 


6 . 


Diro reciproei due poliedri, se i vertici del prime sono i poli deUe facce del secondo, 
cosi che anehe le faece del primo saranno porzioni dei piani polari de’ vertici del secondo, 
e gli spigoli deU’uno saranno ordinatamente conjugati agli spigoli dell’altro. 

Siccome ogni polo giace nel rispettivo piano polare, cosi ciascuno de’ due poliedri 
reciproei b simultaneamente inscritto e circoscritto ^’altro. Per es. siano A B C D i ver- 
tici di un tetraedro, ap 7 S le facce del tetraedro reciproco; i piani a, p, y, 5 passano 
pei rispettivi poli A, B, C, D: ed i vertici YaSj apS, aPY giaceiono ne’ rispettivi 
piani polari BCD, CAD, ABD, ABC *). 

Projettinsi ora i due poliedri sul piano ortografico; le projezioni saranno due figure 
dotate di propriety reeiproche. Ad ogni lato della prima figura corrisponder^ un lato pa- 
rallelo della seconda, due lati eorrispondenti essendo le projezioni di spigoli conjugati 
de’ due poliedri. Se I’un poliedro ha un angolo solido, nel eui vertice coneorrano m spigoli. 


*) Mobius, Kami von sneei dreiseitigen Pyramiden eine jede in Beeug mif die andere um- 
und eingeschrieben sugleich seinf (Ceelle’s Journal, III Bd., 1828 jovvero, Qesammelte Werlce 
vol., I, p. 439( ). — LeJirhuoh der Stedik, I Th., p. 166-158. — Ueier eine hesondere Art dualer 
VerTiaUnisse zwisohen Figuren im Bamne (Cselle’s Journal, X Bd., p. 324 e seg.). 
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I’altro avra una faccia poligonale di m lati; epper5, considerando le due figure ortogra- 
fiche, se nelFuna vi sono m lati divergenti da un punto o nodo, gli m lati corrispondenti 
nell’altra saranno i lati di un poligono cHuso. 

In un poliedro, ogni spigolo e comune a due facee e unisce due vertici; ogni faccia 
ha almeno tre spigoli, ed anche in ogni vertice concorrono almeno tre spigoli; dunque 
in ciascuna delle due figure ortografiche, ogni lato sara comune a due poligoni e congiun- 
gera due nodi, in ogni nodo concorreranno almeno tre lati, come ogni poligono avra tre 
0 pin lati. 

Supposto che I’un poliedro, epperd anche I’altro, sia semplicemenie connesso *), la 
somma dei numeri de’ vertici e delle faece superera di 2 il numero degli spigoli, secondo 
il notissimo teorema di Eulero. Dunque, se la prima figura ortografica ha p nodi, p' 
poligoni ed s rette, sar^ 

+ y = 5 + 2. 

La seconda figura avra p nodi, p poligoni ed s rette. 

7. 

Se Tun poliedro ha un vertice aH’infinito, all’altro spetta una faccia perpendicolare 
al piano ortografieo, e viceversa; cioe, se una delle due figure ortografiche ha un vertice 
aH’infinito, Faltra contiene un poligono, tutt’i lati del quale cadono in una stessa retta: 
e viceversa, 

Se pel primo poliedro, il punto I aU’infinito dell’asse centrale e il vertice comune ad 
n facee, I’altro poliedro avra nel piano aU’infinito una faccia poligonale di nlati. In questo 
caso, la prima figura ortografica ha ^ — 1 nodi, p' — n poligoni ed s — n rette; e la se- 
conda (prescindendo dalla retta aH’infinito) ha j? — 1 poligoni, p — n nodi ed s — n 
rette: dove i numeri p,p\s s’intendono ancora legati dalla relazione p + p' = s + 2. 

8 . 

Quest! diagrammi reciproei^ che si ottengono come projezioni ortografiche di due po- 
liedri reciproci, s’ineontrano per via diretta neUa statiea grafiea. La propriety meccanica 
dei diagrammi reciproci e espressa dal seguente teorema, dovuto all’illustre prof. Clerk 
Maxwell **): 

« If forces represented in magnitude by the lines of a figure be made to act between the 
extremities of the corresponding lines of the reciprocal figure, then the pointHS of the 
reciprocal figiixe will all be in equilibrium imder the action of these forces ». 


*) jToDHlTNTER, Spherical Trigonometry, Chapter XIII, Polyhedra.j 

FhilosopMcaZ Magazine, aprile 1864, p. 258. 
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La verity del teorema si rende subito manifesta, osservando che le forze applicate 
ad UD node qualimque del secondo diagramma sono parallel© e proporzionali ai lati di un 
poligono chiuso nel prime diagramma. H teorema e precipuamente utile, quando se ne fa 
applicazione alia determinazione grafica degli sforzi interni nelle travature reticolari, 

9, 

I primi germi di questa teoria si possono ricercare nelle propriety del poligono delle 
forze^ i cui lati rappresentino in grandezza e direzione un sistema di forze applicate ad 
un punto ed equilibrate; e nelle note costruzioni geometriehe che danno le tension! dei 
lati di un poligono funicolare piano *). Ma chi ha iniziato i’applicazione alle travature 
reticolari e il prof. Macquorn RANKmE, che all’art. 150 del suo eccellente Manual of 
applied Mechanics (1857) dimostr5 il teorema; 

« If lines radiating from a point be drawn parallel to the lines of resistance of the bars 
of a poligonal frame, then the sides of any polygon whose angles He in those radia> 
ting lines will represent a system of forces, wich, being appHed to the joints of the 
frame, will balance each other; each such force being appHed to the joint between the 
bars whose, lines of resistance are parallel to the pair of radiating lines that enclose the 
side of the polygon of forces, representing the force in question. Also, the lenghts 
of the radiating lines will represent the stresses along the bars to whose lines of re- 
sistance they are respectively parallel **) ». 

H medesimo sig. Rakkine pubbHco pih tardi ***) un teorema analogo per le polyhe- 
dral frames, 

10 . 

Pero la teoria geometrica de’ diagrammi reeiproci si deve propriamente al prof. Clerk 
Maxwell, il quale prima nel 1864 f) e poi di nuovo nel 1870 ff) ne diede la definizione 
general© e li dedusse dalla projezione di due poliedri reeiproci Se non che, i poliedri del 
ch. A. sono reeiproci nel senso della teoria delle figure polari reciproehe di Poncelet f*), 
relative ad un certo paroioloide di rotazione in modo che nelle projezioni(ortogonali e paral- 
lel© all’asse) i lati corrispondenti non riescono parallel!, ma perpendicolari fra loro; ond’e 


*) Vaeigno>^, Noumlle MScanique ou Statiquey doni le projet fut donn^. en 1687, Paris, 1725. 

**) Pag- 140 della sesta edizione (1872). Ben inteso che la travatnra o framey di cui parla 
qni TA., ^ un sempHee poHgono. 

♦**) PhilosopMcal Magazine, febbraio 1864, p. 92. 
t) On reciprocal figures and diagrams of forces (Phil. Magazine, aprile 1864, p. 250). 
tt) On reciprocal figures, frames and diagrams of forces (Transactions of the P. Society of 
Edimbnrgh, vol. XXVI, p. 1). Vedi anche una lettera di M. Ranktne nel giornale the Engi- 
neer, 16 febbraio 1872. 

t*) O, se si vnole. di Monge. Vedi CrtASLES, Apergu historique, p. 378. 
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che uno de’ diagrammi dev’essere fatto rotare di 90.® nel proprio piano, affinche assuma 
quella posizione che e richiesta dal problema statico. Invece, col metodo ch’io propongo 
qui, le projezioni ortografiehe di due poliedri reciproci d^no senz’altro i diagrammi, 
quali si ottengono nella statica grafiea. 


11 . 

L’applicazione pratica del metodo delle figure reciproche e il soggetto di una Memoria 
che U prof. Fleeming Jenkin comunic5 nel marzo 1869 alia Societa reale di Edimburgo *); 
nella quale I’A., dopo aver eitata la definizione delle figure reciproche, e la propriety sta- 
tica, come la enuncia Maxwell nel suo lavoro del 1864, aggiunge: 

« Few engineers would, howerer, suspect that the two paragraphs quoted put at their di- 
sposal a remarkably simple and accurate method ’of calculating the stresses in frame- 
work; and the author’s attention was drawn to the method chiefly by the circum- 
stance that it was independently discovered by a practical draughtsmann, Mr. Tatlob, 
working in the office of the weU -known contractor, Mr. J. B. Cochrane ». 

L’A. presenta un buon numero di esempi illustrati con figure, e finisce coU’osservare: 

« When compared with algebraic methods, the simplicity and rapidity of execution of 
the graphic method is very striking; and algebraic methods applied to frames, such 
as the Warren girders, in wich there are numerous similar pieces, are found to result 
in frequent clerical errors, owing to the cumbrous notation wich is necessary, and 
especially owing to the necessary distinction between odd and even diagonals ». 


12 . 

Ma quando si parla di risoluzioni geometriche de’ problemi della scienza delle costru- 
zioni, non si pu5 certamente tacere del prof. Culmann, Tingegnoso e benemerito crea- 
tore della statica grafiea **), al quale h dovuto se i metodi spieei ed eleganti di questa 


*) On the practical application of reeiprocal figures to the calculation of strains on frame- 
worJc (Transactions of the E. Society of Edimburgh, vol. XXV, p. 441). Dello stesso A. veggasi 
an che On braced arches a/nd suspension bridges , read before the E. Scottish Society of arts 
(Edimburgh 1870); e la Memoria On the application of graphic methods to the determination of the 
efficiences of machinery (Transactions of the E. Society of Edimburgh, vol. XXVIII, 1877, p. 1), 

**) Die graphische StatiTc, Zurich, 1866. Nel 1875 e venuta in luce la 2.» ediziono del IP tomo 
con ricche aggiunte Icfr. la prefazione e i n. 81 82}. Siccome quest’opera insigne non h esente 
da difficolth gravi, speciaJmente per chi non ^ famigliarizzato coUa geometria projettiva, cosi 
si saviamente pensato di aiutare la diffusione di queste preziose dottrine per mezzo di trattati 
pih elementari. Veggasi: K. von Ott, Die Grundziige des graphischen Eechnens und der graphic 
schen Statik, Prag, 1871 (3.^ edizione, 1874); — J. Bauschinger, Memente der graphischen 
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scienza, usciti dalla scuola di Zurigo, veiigono ora insognati in parecchi politecnici di 
Germania (e da ben cinque anni anche nell’Istituto tecnico superiore di Milano *)). Tutte 
le quistioni di statica teorica, come pur quelle che appartengono ai singoli rami delle 
pratiche applieazioni, sono risolute dal prof. Culmann con uniforme e semplice procedi- 
mento, clie in sostanza si riduce alia costruzione delle due figure ch egli denomina Krdfte- 
polygoYt e SeilpolygoYi, E ben Che egli non le eonsideri come figure reciproctie, nel senso 
deUa teoria di Maxwell, tuttavia esse sono taH sostanzialmente; ed in particolare, le co- 
struzioni geometriche che il Culmann da nel 5.® Abschnitt della sua Opera, consacrato 
ai sistemi reticolaxi (das Fachwerlc), coincidono quasi sempre con quelle che si dedurreb- 
bero dai metodi del Maxwell medesimo. Anzi le costruzioni di Culmann comprendono 
anche quei casi (non isfuggiti al geometra inglese), ne’ quali i diagrammi reciproci non 
sono possibili. 

13 . 

Prima di tutto voglio mettere in evidenza che il Kmftepolygon ed il Seilpolygon (poli- 
gono delle forze, poUgono funicolare) di Culmann si possono riduire a diagrammi reci- 
procL 

Date in un piano (che supporrb sempre essereil piano ortografico) n forze Pi,Pa,,.,,P^, 
che si facciano equilibrio, per poligono delle forze s’intende un poligono i cui lati 1, 2, , , . , n 
siano eguipollenti **) alle rette che rappresentano quelle forze ***). Preso un punto 0 
(nello stesso piano), che dird polo del poligono tracciato, si projettino da esso i vertici del 
poligono medesimo; e si denomini (r s) il raggio che projetta il vertice comune ai lati r, 
Ora per poligono funicolare, corrispondente al polo 0, s’intende un altro poligono i cni 


Statik, Miiiiclaen, 1871; — ed il 2.^ Abschnitt dell’ opera di F. KeaulbauXj Der Gonstructeur 
(3.^ edizione), Braunschweig, 1869; \ — L. Klasen, GraphiscTie Wrmittelung der Spannungen in den 
HoclibaU'UTid Briickenhau- Construction; Leipzig, 1878; — G. Hermann, Zur graphischen 8ta~ 
tile der Maschinengetriehe; Braunschweig, 1879; — G. Sidenam Clarke, The principles of gra- 
phic Statics; London, 1880; — J. B. Chalmers, Graphical determination of forces in enginee- 
ring structures; London, 1881; — K. Stelzel, Grundzuge der graphischen Statik und deren An- 
wendung auf den contimiirlichen Trdger; Graz, 1882; M. Maurer, Statigue grapMque appUquSe 
aux constructions; Paris, 1882|; oltre a parecchie Memorie meno estese eriguardanti argomenti 
speciali, dei signori Mohr, Hablacher, W. Ritter, E. Winkler, ecc. Che in Inghilterra, oltre 
agU autori gi^ citati, altri matematici abbiano portata la loio attenzione sulla statica grafica 
riJsulta dai Proceedings of the London Mathematical Society, voLIII, pp.233, 320-322. Yeggasi 
inoltre: C. TJnwin, Wrought iron bridges and roofs; London, 1869. — Per le pubblicazioni po- 
steriori veggasi la nota in fine. 

*) Questo fa scritto nel 1872. Ora si pub aggiimgere « ed in tutte le scuole italiane per gli 
Ingegneri ». 

**) tJguali in grandezza, direzione e senso; denominazione ohe prendo dal prof. Bella vitis. 

Nel oostxmie questo poligono, la posizione del primo vertice b arbitraria* 
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vertici cadano nelle linee d’azione (che denominero 1 , 3, . . . , delle forze Pi , Pg, . , P,, , 
ed i cui lati siano rispettivamente parallel! ai raggi per 0 *): in modo che il lato compreso 
fra le linee d’azione di P^ , P^ , sia parallelo al raggio (rs), epper5 esso medesimo sia indicate 
col simbolo (rs). 

n poligono funicolare risultera chiuso, al pari del poligono delle forze. 


14 . 

Se le linee d’azione delle forze date, fossero concorrenti in uno stesso punto (fig. 
si avrebbero gi^ cosi due diagrammi reciproci: che evidentemente sarebbero le projezioni 
ortografiche di due piramidi ?^-edre. 



Pig. 1.* 


Se le forze sono parallele, il poligono delle forze si ridurrji ad una retta, ossia la base 



Fig. 2.» 

linee di nn diagramma dalle corrispondenti 


deUa prima piramide sara perpendicolare al 
piano ortografieo; ed il rertiee della seconda 
cadra aU’infinito; vale a dire, il secondo po- 
liedro sar^ an prisma avente una sola base a 
distanza finita. Questo case h illustrato daUa 
fig. 2.^ dove i lati del poligono delle forze 
sono indicati, non gia da un solo numero 
1, 2, 3, , ma da due numeri posti ai ter- 
mini di ciaseun segmento; eosi che i seg- 
mentiOl, 12, 23, 34, ... corrispondono aUe 
rette 1, 2, 3, 4, ... del secondo diagramma. 

Qui, come in seguito, si adoperano nd testo 
due serie di numeri 1, 2, 3, ...» r, ... , s, ... , 
1, 2, 3,..., r, ..., per distinguere le 
deU’altro. 


*) Nella costruzione di questo poligono, il primo lato e dato soltanto in direzione. 
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15. 

Consideriamo ora il caso generale, cite le forze non concorrano in uno stesso punto. 
Assumasi un secondo polo O', si congiunga ai vertiei del poligono delle forze mediante 
rette, e costruiseasi un secondo poligono funicolare, corrispondente al polo 0 ; cioe un 
poligono, i cui vertici cadano sulle linee d’azione delle forze, ed i cui lati siano risp. pa- 
ralleli ai raggi uscenti da O'. Vedi le fig. e 5.^ nelle quali i raggi uscenti dal secondo 
polo, come pure il corrispondente poligono funicolare, sono segnati a tratti non continui. 



Fig. 3 • 

Per tal modo il diagramma costituito dal poligono delle forze e dei raggi projettanti 
per 0 e per O', ed il diagramma costituito dai due poligoni funicolari e dalle linee d’azione 
delle forze sono manifestamente reciprocL II primo e la projezione di un poliedro *) for- 


*) Questo poliedro ha Zn spigoli, 2n facce triangolari, 2 angoli -?^’edri ed n angoli d-edri. 
L’aLtro poliedro ha Zn spigoli^ 2n angoli triedri, 2 basi che sono poligoni di n lati, ed n facce 
guadiilatere. 
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mato da due angoli solidi w-edri le cui facce corrispondenti si seghino lungo il eontomo 
di un poligono gobbo *) di n lati; il secondo e la projezione di un poliedio compreso fra 
due poligoni piani di n lati, tali che i lati deU’uno ineontriuo ordinatamente i lati corri- 
spondenti dell’altro. 

La retta che nello spazio congiunge i vertici de’ due angoli n-edri del prime poliedro 
6 la conjugata di queUa che 6 comune ai piani deUe due basi del secondo poliedro. Donde 
segue, attesa la propriety che due rette conjugate hanno di projettarsi ortograficamente 
in due rette parallele, che due lati corrispondenti qualunque (r s), (r j)' de’ due poligoni 
funicolari si segano sopra una retta fissa, che ^ paraUela alia congiungente de’ due poll 
0, O'. Questo teorema e fondamentale pei metodi del Culmann. 

16. 

Se i poli 0, 0' si fanno coincidere, i lati corrispondenti de’ due poligoni funicolari sa- 
ranno paralleli (fig. 4.»). Ih tal easo, la retta che congiunge i vertici degli angoli «-edri 



del primo poliedro e perpendicolare aJ piano ortografico; mentre le basi del secondo po- 
liedro sono parallele. 

*) i £ evidente che, se questo poligono diviene una curva continna, il poligono deUe forze 
e i, poligoni funicolari diventano rispettivamente la cmva deUe forze, e le curve funicolari di 
Tin sisteiua eontmuo di forze in un piano. { 
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17. 

La diagonale fra i vertiei di due angoli tetraedri del prime poliedro (n.«> 15), ossia la 
diagonale fra due vertiei del poligono gobbo, e conjugata all’intersezione delle corri- 
spoudenti faeee quadrilatere del secondo poliedro, la quale cougiunge U punto comune 
a due lati di una base col punto comune ai lati corrispondenti dell altra base. Nellaproje- 
zione ortografica la prima retta da una diagonale fra due vertiei (r . r + 1), (s . s + 1) 
del poligono delle forze, ossia una retta equipollente alia risultante delle forze P,.+i, 
P,.^o, ..., P,; la seeonda retta dar^ la linea d’azione della risultante medesima. Dunque 
la linea d’azione della risultante di un numero qualunque di forze consecutive Pr+i, 
P,+ 2 , ... , P.passa pel punto comune ai lati(r . r + 1), (s . 5 + 1) del poligono funicolare: 
altro teorema fondamentale neUa statica grafica. Veggasi per es. nella fig. 3.® la risultante 
delle forze 6, 1, 2. 

18 . 

Se I’accennata diagonale del primo poliedro e perpendicolare al piano ortografico, la 



Fig. 5.* 

retta conjugata sara all’infinito. Allora, nel poligono delle forze coincideranno i due ver- 
tici (r . r + 1), (s . s -f- 1) in un solo punto A (vedi fig. d.% dove r = 1, s = 4), ed in 
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oiascuno de’ poligoni funicolari saranno paralleli i lati (r. r+ 1), ( 5 . 5 + 1). La risul- 
tante delle forze P,+i, P,.+ 2 , ••• > P., dunque una grandezza eTanescente e la sua li- 
nea d’azione cadr^ nella retta all’infinito del piano ortografico; essa risultante sar4 una 
forza infinitamente piccola e lontana, equivalente ad una eoppia di forze agenti secondo 
i predetti lati paraUeli del poligono funicolare e rappresentate in grandezza dalla retta 
che congiunge il corrispondente polo 0 al punto A. Siceome queste due forze equivalgono 
al sistema deUe P^^.!, P^ 4 . 2 , P,, cosi il sense di queUa che agisce secondo il lato 
(r . r + 1) e da A rerso 0 ; e il sense dell’altra, agente secondo il lato ( 5 . 5 + 1), e da 0 
verso A. 

19. 

Date le forze P^ Pg, P 3 , , P„_i (n.° 13 ), i due poligoni (delle forze e funicolare) 
servono a determinare la P„, uguale ed opposta alia risultante delle date (vedi la fig. 3 .», 
dove n — 5). Infatti, costruita la hnea spezzata 1 . 2 . 3 . . . w — 1 , i eui lati siano equi- 
pollenti alle forze date, la retta n che ne congiunge gli estremi (diretta dal termine 
all’origine della spezzata) sar^ equipoUente a P„. Indi, assunto un polo 0, costruiseasi 
un poligono (funicolare), i cui primi n — 1 vertici 1, 2, 3, . .. , n — 1 cadano nelle linee 
d’azione delle forze date Pi, Pg, P 3 , ... , P„_i, ed i cui lati (;? . 1), ( 1 . 2), (3 . 3), ... , 
{n — 1 . n) siano risp. paraUeli ai raggi che da 0 projettano i vertici omonimi del 
prime poligono. AUora la retta che passa per I’ultimo vertice n del poligono funicolare, 
vale a dire pel punto di concorso del prime lato (/».!) coU’ultimo {n — 1 . ti), ed e paral- 
lela aU’ultimo lato n del poligono deUe forze, sari la linea d’azione di P,,,. 

Suppongo che U prime lato del poligono funicolare debba passare per un punto fisso, 
e si faccia muovere U polo 0 in linea retta; anche gli altri lati ruoteranno intomo ad al- 
trettanti punti fissi, allineati col prime in una retta paraUela al luogo del polo (n.° 16). 
Cio rientra nel celebre porisma di Pappo: 

« Si quotcumque reotse lineae sese rrmtiio secent, non plnres qnam duae per idem pnnotum, 
omnia antem in nna ipsamm data sint, et reliquornm multitndinem hahentium tiian- 
gulum nnmemm, hujns latus singula habet punota tangentia reotam lineam positions 
datam, quorum trium non ad angulum existens trianguli spacii unumquodque reli- 
quum pimctum reotam lineam positione datam tangent *) ». 

30 . 

Se consideriamo il punto 0 come suscettibile di prendere una posizione qualsivoglia 


*) MatliematiGce CoUectiones, prefazione al libro VII, p. 162 dell’edizione di Commakdino 
(Venetiis, 1589). Veggasi la traduzione o parafrasi del porisma, fatta da Poncelet al nP 498 
del sue Traits des propriStSs ^rojectives (Paris, 1822). 
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nel piano, le proprieta dei due poligoni (delle forze e funicolare) si possono compendiare 
nel seguente enimciato geometrico: - 

Sia dato un poligono piano di n lati 1, 2, 3, - , n — 1, n\ e nello stesso piano 
siano inoltre date n — 1 rette 1, 3, 3,..., n—l risp. parallele ai primi n — 1 
lati del poligono. Da un punto o polo, mobile nel piano (senz’alcuna restrizione), s’in- 
tendano projettati i vertici del poligono dato. Ora si imagini un poligono variabile 
di n lati, i primi w — 1 vertici del quale 1, 2, — 1 debbano trovarsi ordi- 

natamente nelle rette date omonime, mentre gli n lati (/? . 1), (1.2), (2.3),..., 
(/7 — 1 ."/7) debbano essere paralleli ai raggi ehe dal polo projettano i vertici omonimi 
delpoligono dato. II punto di eoneorso di due lati qualsivogliano (r . r + 1), (s . s + 1) 
del poligono variabile cadra in una retta determinata, parallela alia diagonal© fra 
i vertici (r , r + 1), (s . 5 -f 1) del poligono dato. 

Questo teorema la cui dimostrazione per mezzo della sola geometria piana non pare 
owia, risulta invece a dirittura evidente, se si eonsiderano le figure plane come proje- 
zioni ortografiche di poliedri reciproei. 

31. 

H poligono delle forze b la proiezione di an poligono piano o di im poligono storto, 
secondochfe le forze P siano o non siano coneorrenti in un punto. Come s’^ veduto al n.° 14, 
nel primo caso i due diagrammi reciproei sono semplioemente costituiti I’uno dal po- 
ligono delle forze e dal polo 0, 1’altro dalle linee d’azione delle forze e dal poligono funi- 
colare corrispondente ad 0. Invece nel secondo caso (n. 15) 5 d’uopo aggiungere al primo 
diagramma un altro polo O', ed al secondo un altro poligono funicolare corrispondente 
ad O'. Si h pnr veduto (n.® 16) ehe i due poli si possono assumere coincidenti, e allora 
il primo diagramma riesce il pih semplice possibUe. Ma se invece si volesse semplifieare 
il secondo, gioverebbe portare il polo 0' a distanza infinita, in una direzione axbitraria; 
il poliedro la cui projezione ortografiea h il primo diagramma, avrebbe all’infinito il 
vertiee di uno de’ suoi angoli »-edri; e siceome il piano polare di un punto all’infinito 
e parallelo all’asse centrale', cosi il nuovo poligono funicolare, corrispondente ad O', 
avrebbe tutti i suoi lati distesi in una stessa linea retta (il cui punto aU’infinito 5 O'). La 
posizione assoluta di questa retta nel piano ortografico ^ aneora arbitraria, epperd si 
potrebbe portaila a distanza infinita. 

Si ha un risultato ancor pin semplice nel mode seguente. Suppongasi che il primo po- 
liedro abbia il vertiee dell’anzidetto suo angolo «-edro nel punto all’infinito dell’asse 
eenixale; nel primo diagramma seompaie allora agsolutamente il polo 0, giacchfe gli spi- 
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goU di quell’angolo «-edro si projettano ortografieamente nei vertiei del poligono deUe 
forze. n piano polare del vertice e ora il piano all’infinito ; dunque il secondo poligono 
funieolare cadr^ tutto a distanza infinita (efr. n o 7). 

22 . 

Coneludo da ei6 I’aspetto piii semplice, sotto H quale si possono riguardare eome dia- 
grammi reciproei il poligono delle forze e il poligono funieolare di un sistema di n forze 
equilibrate, situate in un piano (U piano ortografico), ma non concorrenti in uno stesso 
punto. L’un diagramma sia eostituito dal poligono delle forze e dai raggi che ne projet- 
tano i vertiei da un polo 0; I’altro dalle linee d’azione delle forze, dal poligono funieolare 
e dalla retta all’infinito. H primo diagramma e la projezione d’un poliedro le eui faece 
si ottengono col projettare gli n lati d’un poligono gobbo si perpendicolaimente al piano 
ortografico, si da un punto dello spazio a distanza finita. Il poliedro reciproco, la cuiproje- 
zione e il seeondo diagramma, e la porzione (infinita) di spazio contenuta da un poligono 
piano e da » piani passanti ordinatamente pei lati del medesimo ed estesi sino al piano 
all’ infinite. 

23. 

Passo ora a diagrammi piu eomplicati, quali si presentano nella teoria delle trava- 
ture reticolari *). Siano s, s' due superficie poliedriebe reciproche, jehe posseggono 
un orlo 0 contorno, che sono sempheemente connesse, e i cui eontorni sono due poligoni 
chiusi sghembij **); p il poliedro formato da s e daUa superficie piramidale, il eui vertice 
sia un punto o fissato ad arbitrio nello spazio, e la eui linea direttrice sia il contorno po- 
ligonale di s; e p>' il poliedro reciproco di p, ossia il poliedro contenuto daUe facce di s', 
dai piani degli angoli dell’ orlo di s' e dal piano m polare di o. Projettando ortografica- 

*) jDioesi travatura reticolare un sistema piano di aste rettilinee riunite agli estremi per 
nodi o articolazioni. Sia AB nn’asta qaalunque (d cui peso e trascurato) di una tale travatura; 
e supponiamo che nessuna forza agisca sopra di essa, fuorcM ai nodi A, B. AUora 1 insieme 
delle forze che agiseono su di essa nel nodo A (alcune esterne, aleune consistenti in pressioni 
esercitate snU’asta medesima da qneUa o da q.ueUe che rinoontrano nel nodo A) possono es- 
sere ridotte ad una sola risultante: lo stesso per queUe che agiseono al nodo B ; e queste lism- 
tanti, essendo necessariamente eguali ad opposte, debbono agire secondo I’asta AB. Qumdi I’a- 
sta e in nn sempUce state di tensione quando queste risnltanti agiseono aU’infuon, o dioom- 
pressione quando agiseono verso rintemo. TJn’asta b chiamata un tirante quando b in tensione. 
un fvmtone quando b in eompressione (Ceofton, Lectures on Applied Mechanics, at the Boy al 

Military Academy, London, 1877)j. [cfr. n. SI]. 

**) Se I’orlo di s b un poligono piano di n lati, quollo di s' sarA nn punto, vertice di un an- 

golo n-edro. 
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mente i due poliedri, si avranno i due diagranuni reciproci, che qui si vogliono prendere 
in considerazione. 

L’orlo di s sia di n lati, e questa superficie abbia altri m spigoli *) e y facce. II polie- 
dro p avrl, n-^ p facee e 2n-\- m spigoli, epperb m -f- « — p + 2 vertici. Dunque s 
ha, fuori dell’orlo, m — p + 1 vertici **). 

Reeiprocamente p' avrh m + w — p + 2 facee, « + P vertici e 2w + spigoli. 


24. 


Suppongo ora ehe la projezione di ^ sia lo schema di una travatura reticolare dotata 
di p nodi e di ?w membri o pezzi rettilinei, per la. quale le forze esterne abbiano a linee di 
azione le projezioni degli spigoli all’orlo di 0 ', e siano rappresentate in grandezza dagli 
n lati del poligono che e projezione dell’orlo di s ***). AUora la projezione di quella fac- 
cia di s' che e nel piano m sara il poligono funicolare deUe forze esterne, corrispondente 
al polo 0, projezione di 0 ; e le projezioni degli m spigoli di s, non appartenenti all’orlo, 
daranno le misure degli sforzi interni, ai quaJi sono soggetti i membri corrispondenti della 
travatura, in eonseguenza del date sistema di forze esterne. 


25. 

Se il punto o si allontana all’infinito nella direzione perpendicolare al piano orto- 
grafico, il piano w coincidera col piano all’infinito. AUora il primo diagramma si ridurrb, 
aUa projezione di s, ciob aU’insieme deUe rette che misurano le forze esterne e gli sforzi 
interni; ed il secondo diagramma, scomparendone affatto U poUgono funicolare, conterrb, 
soltanto lo schema deUa travatura (eioe le linee d’azione deUe forze interne) e le linee 
d’azione deUe forze esterne. NeUe figure che accompagnano questo scritto, U primo dia- 
gramma b indicato coUa lettera b, il secondo coUa lettera a. 


26. 

Se le forze esterne sono tutte paraUele fra loro, come avviene assai di frequente neUe 
applieazioni pratiche, I’orlo di s sarb, un poligono tutto contenuto in un piano perpendi- 
colare aU’ortografico; epperb i lati del poligono deUe forze esterne cadranno tutti in una 
sola e medesima retta. 


*) Evidentemente b 

*♦) Laonde m non pud essere minore di p — 1. 

***) Peroid s non doTrS, avere aloun vertiee a distanza infinita; vale a dire s' non avril 
alcuna faecia perpendicolare al piano ortografico. 
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27. 

Altre forme poligonaJi degeneri possono offrire i diagrammi, le quali provengono da 
degenerazioni analoghe delle figure nello spazio. 

Suppongasi per es. che nello spazio si abbia un angolo soiido tetraedro, al quale corri- 
sponderl. nella figura reciproca una faceia quadrilatera; e cbe due spigoli (non opposti) 
dell’angolo soiido aceostandosi indefinitamente nel loro piano vengano a sovrapporsi 
I’uno all’altro; siccbe da ultimo I’angolo soiido sar^ ridotto al sistema composto di un trie- 
dro e di un piano passante per uno degU spigoU Perci6 anche neUa faccia quadrilatera 
della figura reciproca vi saranno due lati ebe, senza cessare d’avere un vertice eomune, 
verranno a trovarsi neUa stessa direzione o m direzioni opposte. 

Passando ora aUe projezioni ortografiche, si avr^ neU’un diagramma un punto donde 
divergono quattro rette, due delle quali con direzioni sovrapposte; e nell’altro diagramma 
un quadrUatero con tre vertiei in linea retta *). 

28. 

Dato lo schema di una travatura reticolare, e supposto conosciuto il sistema delle 
forze esterne, bisognerS, anzi tutto costruire il poligono di queste forze, vale a dire un po- 
ligono i cui lati siano equipoUenti alle forze esterne. Nelle figure qui unite, le forze esterne 
e i lati del poligono sono indicati coi numeri 1, 2, 3, ... per modo che, percorrendo il 
contorno del poligono nell’ordiae crescente de’ numeri, ciascun lato sia percorso nel senso 
della forza, che esso rappresenta. Questo modo di percorrere il contorno del poligono si 
chiamerh Vordine ciclieo del contorno medesimo. 

Quando si tratta di costruire il diagramma reciproco a queUo che e costituito dallo 
schema della travatura e dal sistema deUe forze esterne, non e arbitrarioTordine col quale 
si fanno succedere queste forze Puna alPaltra per costruire U relative poligono. L’ordine 
di cui si tratta e determinato dalla considerazione che segue. Nel poligono delle forze 
esterne, che fa parte del diagramma b, devono essere successivi i lati equipoUenti a due 
forze, se le linee d’azione di queste appartengono al contorno di uno stesso poligono nel 
diagramma a; giacche questo poligono corrisponde al vertice che e eomune a quei due lati. 

Si daradunque Pindiee 1 ad una qualunque deUe forze esterne; la linea d’azione deUa 
forza prescelta e lato eomune a due poligoni del diagramma a; ciascimo diquestiha nel 
proprio contorno la linea d’azione d’un’altra forza estema; si hanno cosi due forze 
esterne, che possono risguardarsi come coniigue alia forza 1, e sar^ indifferente di attri- 
bute aU’una o aU’altra Pindiee 2; naturabnente Paltra avri allora Pindiee », se « 6 il nu- 


*) Esempi di queste forme degenerate si possono vedere a pag. 444 e nelle prime due tavole 
della citata Memoria del prof. Fleeming Jenkie (1869), ed anche nella 9.» delle nostre figure. 
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mero delle forze esteme. Dopo di ci5, non rimane piii alcnn che d’arbitrario o d’incerto 
nell’ordine col quale si avxanno a disporre i lati del poligono delle forze esterne. 

Supposto che i nodi ai quaU sono applicate le forze esterne si trovino tutti sul con- 
torno dello schema della travatura *), queste forze si dovranno prendere nell’ordine col 
quale sono incontrate da chi pereorra il contorno suddetto. Quando non si seguano queste 
regole e le altre esposte piu innanzi, si pud ancora risolvere il problema della determina- 
zione grafica degli sforzi interni, ma non si hanno pih diagrammiYecipToci, bensi figure 
pih complicate o sconnesse, dove uno stesso segmento, non trovandosi al suo posto con- 
xyeniente^ dev’essere ripetuto o riportato per dar luogo alle costruzioni ulteriori **), come 
accadeva nel veechio metodo di costruire separatamente un poligono delle forze per cia- 
scun nodo della travatura. 

29. 

Formate cosi il poligono delle forze esteme, si eompleterd; U diagramma b, costruendo 
successivamente i poligoni che corrispondono ai nodi della travatura. Il problema di co- 
struire un poligono, i cui lati devono avere direzioni date, h determinate ogni qualvolta 
siano incogniti due soli lati Percid si dovrd/ incominciare da un nodo nel quale concorrano 
tre sole rette; le linee di resistenza di due membri della travatura e la Knea d’azione di 
una forza esterna. Il segmento equipoUente a questa forza sara un lato del triangolo cor- 
rispondente a quel nodo; percid il triangolo pud essere costruito. Nd in questa costruzione 
sussistera alcuna ambiguita, se si ponga mente che ad un membro della travatura, il quale 
insieme coUe linee d’azione di due forze esteme appartenga al contorno d’un poligono del 
diagramma a, corrisponde in b una retta passante pel vertice comune ai lati che sono 
equipoUenti a quelle due forze. 

Indi si passerA successivamente agli altri nodi, in modo che per ogni nuovo poligono 
da costruirsi rimangano due soli lati incogniti. 

Nelle figure qui unite, si sono segnati con numeri tutte le linee di ciascun diagramma 
per indicare Tordine delle operazioni. 

« The figure can be drawn in five minutes, whereas the algebraic computation of the 
stresses, though offering no mathematical difficulty, is singularly apt, from mere com- 
plexity of notation, to result in error ***) ». 

*) Il contorno deUa travatura e costituito dalle due cosi dette tavole {Qurfen, StrecTcbdxime), 
la tavola superiore e Finferiore. I pezzi che congiungono i nodi delFuna a quelli delPaltra di- 
consi aste e saette. 

**) Per questa jragione, non sono diagrammi reciproci le fig. 1 e 3 della tavola 16 neU’a- 
tlante della GrapMsehe. StatiTc di Ctjlmaun, nA le fig. 7 e 7^^, della tavola 19, eco. Invece sono 
perfettamente reciproci i diagrammi 168 e 169 a pag. 422 del testo, eec. 

♦**) Cosi il prof. Flbeming Jenktn a pag. 443 del citato volume delle Transactions di Edim- 
burgo. 
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30 . 

Una considerazione superficiale potrebbe far credere possibile e determinata la solu- 
zione del problema anche in casi ne’ qnali nessun node sia il punto di concorso di tre sole 
rette *). Suppongasi per es. lo schema della travatura eostituito dai lati 5, 6, 7, 8 di 
un quadrilatero e dalle rette 9, 10, 11, 12 ehe ne congiungono i vertici ad un quinto 
punto; e le forze esterne siano le 1, 2, 3, 4 applicate ai vertiei (8.5. 9), (5.6.10), 

(6.7.11) , (7.8.12) del quadrilatero **). Formato il poligono 1 . 2 . 3 . 4 delle forze 
esterne, pei punti (1 . 2), (2 , 3), (3 . 4), (4 . 1) conducasi ordinatamente le 5, 6, 7, 8 
indefinite; indi pongasi il problema di costruire un quadrilatero i cui lati 9, 10, 11, 12 
siano risp. paralleli aUe linee omonime del diagramma dato, e i cui vertici (9 . 10), 

(10 . 11) , (11 . 12), (12 . 11) cadano risp. nelle 6, 6, 7, 8. Siccome il problema di co- 
struire un quadrilatero i cui lati abbiano direzioni date (o passino per punti dati in una 
stessa retta) ed i cui vertici cadano in altrettante rette fisse, ammette in generale una ed 
una sola soluzione, cosi si potrebbe credere a prime aspetto ehe il diagramma delle forze 
riesca cosi perfettamente determinate. 

Ma Pillusione svanisce, se si pon mente che il problema geometrico ha i suoi casi di 
impossibilita e di indeterminazione. Infatti, quando si ometta una delle condizioni pro- 
poste, vale a dire si assoggetti il quadrilatero soltanto ad avere i suoi lati nelle date dire- 
zioni, e i primi tte vertici suUe rette date 5, 6, 7, il quarto vertice descrive ***) una retta 
r; ed 5 11 punto comune a questa ed alia retta data 8 che, preso come posizione del quarto 
vertice, dovrebbe dare la soluzione desiderata. Ora, se i dati della questione sono tali che r 
risulti parallela alia 8, ecco, ci troviamo in un caso d’impossibilit^. Per5, se, in un’ipotesi 
anche piii speciale, la retta r coincidesse appunto colla 8, il problema riuscirebbe indeter- 
minato, cioe, infiniti quadrilateri soddisferebbero alle condizioni proposte. 

A persuaderci che, nella costruzione del diagramma reciproco al dato, si urta precisa- 
raente nell’impossibilit^ o nell’indeterminazione, basta riflettere ehe, ove si consideri il 
diagramma dato come un poligono, di forze, le cui grandezze siano espresse dai segment! 
5, 6, 7, 8 e il cui polo sia il punto (9.10,11. 12), la figura eercata 9 . 10 . 11 . 12 sa- 
rebbe il corrispondente poligono funicolare. Ora, affinche sia possibile la costruzione 
del poligono funicolare, e necessario che le forze siano in equilibrio: al quale scopo, se si 
suppongono date le loro grandezze 5, 6, 7, 8, e le linee d’azione di tre fra esse, 5, 6, 7, la 
linea d’azione della quarta risulta univocamente determinata, ed e appunto quella retta r 

*) jSupposta la travatura retieolare composta di triangoli come dapertutto in questo 
opuscolo j. 

**) Qiieste oonsiderazioni sussistono inalterate, se la travatura sia invece costituita da un po- 
ligono qualunque e dalle rette che ne congiungano i vertici ad un punto fisso. Non do la figura 
relativa a questo paragrafo; ma il lettore potra supplirvi senza difdcolt^. 

***) PoNCEUET, TraiU des ^opridUs projectives (Paris 1822), nP 500. 

Cremona, tomo III ^ 
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ehe sopra si h menzionata. Dunque, se r ed 8 non coineidono, le forze fittizie 5, 6, 7, 8 
non sono in equilibrio, ma equivalgono ad una forza infinitamente piccola e distaute, 
e il problema ^ impossibile. Se poi r coincide con 8, cioe se le forze fittizie sono equilibrate 
U problema e indeterminato, giaccbfe per un dato sistema di forze e per un dato polo, si 
possono eostruire iofiniti poligoni funieolari (n.° 16). 

Nel primo di questi due casi si otterrebbe Tequilibrio, aggiungendo alle forze 5, 6, 7, 8 
una forza uguale ed opposta alia loro risultante (infinitamente piccola e lontana), cioS 
eonsiderando il poligono 6 . 6 . 7 , 8 come projezione, non gi^ di un quadrangolo, ma di 
un pentagono, due vertiei consecutivi del quale si projettino in uno stesso punto (7.8.13). 
Allora la retta 12 h la projezione di due rette distinte neUo spazio, epperb, nel diagramma 
reciproco, al punto (9.10.11.12) corrisponder^ un pentagono (aperto) 9 . 10 . 11 . 12 . 12', 
avente i vertiei (9 . 10), (10 . 11), (11 . 12), (12' . 9) risp. situati nelle 5, 6, 7, 8, e il vertice 
(12 . 12') all’infinito. 

31. 

Ogni membro o pezzo rettiUneo della travatura e linea d’azione di due forze uguali 
ed opposte, applicate risp. ai due nodi cbe sono congiunti da quel pezzo. La grandezza 
comxme di queste due forze, ossia la misura dello sforzo cui va soggetto il pezzo conside- 
rato, ^ data daJla retta corrispondente del diagramma b. Quelle due forze si possono con- 
siderate come azioni o come reazioni: per passare daU’un caso all’altro, basta rovesoiame 
i sensi. Considerandole come azioni, se esse agiscono dai rispettivi punti d’applicazione 
verso rintemo del pezzo, questo si dice premuto o compresso; se agiscono invece all’infuori, 
il pezzo dices! teso o stirato. Spesse volte ai pezzi compress! si d^ il nome di puntoni; ai 
pezzi tesi quello di tiranti *). 

32. 

Ciascun nodo della travatura e il punto d’applicazione di un sistema di forze equili- 
brate, almeno tre dinumero; una di esse pub essere una forza esterna; tutte le altre sono 
reazioni dei pezzi concorrenti in quel nodo. Basterb, conoscere il senso di una deUe forze 
del sistema, per dedurne il senso di tutte le altre; al quale uopo non si avreb cbe a percor- 
rere il contorno del poligono corrispondente a quel nodo. Se al nodo b applicata una forza 
esterna, e si percorra nel senso della medesuna il lato equipoUente del poligono, ciascuno 
degli altri lati del contorno verrb, percorso nel senso cbe spetta alia corrispondente forza 
interna riguardata come reazione appbcata al nodo cbe si considera. Se invece le forze in- 


*) Nell© figure in fondo a questo opuscolo i tiranti sono indioati con line© pib sottili di 
qnelle obe rappresentano i puntoni. Nelle figure del CunMANN e del Eetoeaux i puntoni sono 
eegnati cob linee doppie, i tiranti con linee semplici. 
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terne s’intendono agire nel senso che loro compete come aeioni, nel percorrere il contomo 
del poligono bisognera rovesciare il senso della forza esterna. 

Se ad un nodo non e applicata alcuna forza esterna, ma sole forze interne, bastera del 
pari conoscere il senso di una fra esse, per ottenere, col procedimento ora esposto, il senso 
di ciascuna delle rimanenti. 

Si dira ordine ciclico del contomo di un poligono del diagramma b, quello che corri- 
sponde alle forze interne considerate come azioni. 

Per tal modo, incominciando da un nodo al quale sia applicata una forza esterna, si 
verranno a determinare successivamente le grandezze e i sensi di tutte le forze interne. 
Considerando una forza interna come azione applicata ad uno dei due nodi fra i quali 
essa agisce, si riconoscera tosto se il pezzo limitato dai nodi medesimi sia compresso o teso. 

Ogni retta nel diagramma b e lato'comune a due poligoni; percorrendo i contorni de’ 
quali, nel loro ordine ciclico rispettiyo, quel lato verra descritto una volta in un senso 
Faltra volta nel senso opposto *). Cid corrisponde all’essere quella retta la misura di due 
forze uguali opposte, agenti lungo il corrispondente membro della travatura. 

33. 

6 note che la somma algebrica delle proiezioni delle facce di un poliedro h uguale 
a zero. Applicando questo teorema al poliedro p (n,^ 23) ed osservando che la projezione 
della superficie ^ e costituita dai poligoni del diagramma b corrispondenti ai nodi della 
travatura, mentre la projezione della restante superficie di p non e altro che n poligono 
delle forze esterne, si ottiene il risultato .seguente: 

Riguardata come positiva o negativa Varea di un poligono, secondo che essa giaccia a si- 
nistra 0 a destra di chi ne percorra il contomo nelV ordine ciclico del medesimo, la somma 
delle aree dei poligoni del diagramma b che corrispondono ai nodi della travatura e uguale 
ed opposta alVarea del poligono delle forze esterne, 

H signor Maxwell e giunto per altra via a questo teorema, dimostrandolo per una 
frame piana qualsivogha, sia o non sia possibile di costruire un diagramma di forze **). 

34. 

Il metodo delle sezioni, generalmente adoperato nella trattazione de’ sistemi variabdi, 
offrira al disegnatore un prezioso mezzo di verificazione. 

*) Questa propriety, ^ in aeoordo ooUa cosi detta legge degli spigoli {KantengeseU) nei polie- 
dri dotati di una superJEicie interna e di una superficie esterna. Yedi Mobius, JJeher die Bestim- 
munq des Inhalts eines Polyeders (nei Beriehte della Societa delle scienze di Lipsia, 1865, voL 
17, p. 33 e seg. jowero Gesarrimelte WerTce, vol. II, p. 473 1 e Baltzek, Stereometria (p. 147 
della traduzione italiana, 2.^ edizione, Genova, 1877). 

♦*) Citata Memoria del 1870, p, 30. 
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Se si eonsidera una delle parti nelle quali la travatara divisa da una seeione ideale, 
le forze esteme applicate ad essa parte sono equilibrate dalle reazioni de’ pezzi iucontrati 
dalla sezione. 

Se di queste reazioni tre sole sono incognito, esse potranno dedursi da queUa condi- 
zione d’eqdlibrio, giacche il problema di decomporre una forza P in tre componenti, le cui 
linee d’azione 1, 2, 3 siano date e formino con 0, linea d’azione di P, un quadrilatero (piano) 
completo, e determinato ed ammette una sola soluzione. Infatti (fig. 6.») basta condurre 
una delle diagonal! del quadrilatero, per es. la retta 4 che unisce i punti 01, 23, decom- 
porre la forza data 0 in due componenti secondo le rette 1, 4 (e ci5 costruendo iltriangolo 

delle forze 041, il lato 0 del quale e date in grandezza e 
direzione) e da ultimo decomporre la forza 4 secondo le 
rette 2, 3 (costruendo analogamente il triangolo delle 
forze 432). 

Queste metodo, che potrebbe dirsi statico, basta da se 
solo alia determinazione grafiea degli sforzi interni, al 
pari del metodo geometrico, esposto precedentemente, che 
si deduce dalla teoria delle figure reciproehe e consists 
nella costruzione successiva dei pohgoni corrispondenti 
ai divers! nodi deUa travatura. Il metodo statico mi pare 
per5 mono semplice, e piuttosto pub giovare in combi- 
nazione coU’altro, sopratutto per verificare Pesattezza 
delle operazioni grafiche, gia eseguite. Le forze esterne 
appheate ad una porzione deUa travatura, staccata mediante una sezione qualsivoglia, 
e le reazioni dei pezzi segati devono aver la proprieta che le corrispondenti linee del 
diagramma b siano i lati di un poligono ehiuso. Questo poligono dev’essere la projezione 
di un poligono gobbo, ehiuso del pari, non gi^ di una spezzata, i cui estremi siano in 
una retta perpendicolare al piano ortografieo: la qual eondizione equivale all’esser ehiuso 
anche il poligono gobbo reciproeo, ossia al potersi connettere le linee corrispondenti del 
diagramma a con un poligono funicolare ehiuso. 

n metodo delle sezioni pub anche essere presentato sotto un’altra forma. Indicando 
ancora con 0 la risultante di tutte quelle forze (applicate aUa porzione di travatura) che 
sono conosciute, e con 1, 2, 3 le tre reazioni incognite, la somma dei moment! delle quat- 
tro forze sara nulla. Donde segue che, posto il centro dei moment! nel punto d’incontro 
di due linee di resistenza, per es. nel punto 23, il momento della terza reazione 1 sara 
uguale ed opposto al momento della forza 0. Si ha cosi una proporzione di quattro gran- 
dezze (le due forze e i loro bracci di leva), fra le quali la sola incognita b la grandezza della 
forza 1. In eib consists il metodo dei momenti statici, che s’adopera quando si vogliano 



Fig. 6.” 
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calcolare numericamente (non costruire graficamente) gli sforzi interni nolle travature 
reticolari *). 

35. 

Passo a dare alcuni esempi, atti a mettere in evidenza la semplicita e Teleganza del 
metodo grafico. In questi esempi non mi euro sempre della regolarita o della simmetria 
di forma, sebbene in pratica non vi si rinunei quasi mai. Ma le forme simmetriche della 
pratica non sono che un caso particolare delle forme irregolari della geometria astratta: epper5 
la trattazione di queste include in se tutti i casi pratici possibili. Qui adunque il vocabolo 
travatura retieolare e preso in quel senso generale e teorico cbe il signor Maxwell da aUa 
parola frame **): 

<c A frame is a system of lines connecting a number af points. A stiff frame is one in which 
the distance between any two points cannot be altered mthout altering the lenght 
of one or more of the connecting lines of the frame.... A frame of s points in a plane 
requires in general 2 $ — 3 connecting lines to render it stiff ». 

Soltanto io intendo limitarmi alia considerazione di figure piane |e formate da triangolij. 


36. 


Come primo esempio (teorico, generale) sia 1, 2,..., 10 (fig. un sistema di 
dieoi forze (esterne) equilibrate, cosicche, costruito ii poligono di esse forze e projetta- 



Fig. 7.» a 



tine i vertici da un polo O (fig. 7.® b, dove il poligono delle forze 6 segnato con linee 
doppie), si potri, tracciaxe un poligono funicolare, i eui vertici siano nelle linee d’azione 


*) Vedi A. Ritter, Mementare Theorie und Bereehrmng eisemer Dack-und Brucken-Oon- 
strucUonen^ 2.^ ediz. (Hannover, 1870). 

**) A pag. 294 del Fhilosophical MagaMne, aprxle 1864 
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1, 2, , ed i eiii lati (segnati a tratti nella fig. a) siano ordinatamente paralleli ai raggi 
(pur seguati a tratti nella fig. lb) ohe escoiio da 0. Le dette forze siano applicate ai nodi 
di una travatura reticolaie, i oui membri rettilinei indicherb con 11, 12, 13,... , 27 
(fig. a). 

Comineio dal costruire il triangolo corrispondente al nodo (10 .11.12), conducendo 
dai termini di 10 due rette 11, 12 risp. parallele ad 11, 12; al quale uopo osservo cbe 11 
deve passare pel punto (1 . 10), perchb nel diagramma a le linee 1, 10, 11 appaxtengono 
al eontomo di uno stesso poligono *); e per laidentica ragione, 12 dee passare pel punto 
(9 . 10). Percorrendo il eontomo del triangolo cosi ottenuto, nel senso contrario a queUo 
deEa forza 10, si ottengono i sensi delle’azioni esereitate sul nodo cbe si considera, lungo 
le linee 11, 12; e si vede cosi ehe il pezzo 11b compresso, mentre 12 b teso. 

Costruisco il quadrilatero corrispondente al nodo cui b applicata la forza 9, condu- 
cendo la 13 pel punto (11 . 12) e la 14 pel punto (8 . 9). H pezzo 13 b compresso; 14 
b teso. 

Costraisco il pentagono corrispondente al nodo cui b applicata la forza 1, conducendo 
15 pel punto (13 . 14), e 16 pel punto 1 . 2. Il pentagono cosi ottenuto b a eontomo in- 
treeciato. Il pezzo 15 e teso, e 16 b compresso. 

Costraisco il pentagono corrispondente al nodo cui b applicata la forza estema 8 ; al 
quale uopo guido 17 pel punto (15 . 16) e 18 pel punto (7 . 8). E pezzo 17 b compresso, 
mentre 18 b teso. 

E continuando cosi trovo tutti gb altri sforzi interni. L’ultima costruzione db il 
triangolo cbe corrisponde al punto d’applicazione della forza 5. 

Sono compressi, 20, 21, 24, 25, 27 ; tesi 19, 22, 23, 26. 

37. 

La fig. 8.a a rappresenta un ponte, ai cui nodi sono applicate le forze 1, 2, ... , 16 
tutte verticaJi; la 1 e la 9 sono dirette dal basso in alto ed esprimono le reazioni degli ap- 
poggi ; le forze 2, 3, . . . , 8 sono pesi applicati ai nodi deUa tavola superiore ;elO, 11,,..,16 
sono pesi applicati ai nodi della tavola inferiore. Queste forze sono prese nell’ordiae se- 
condo il quale sono incontrate da cbi percorra il eontomo deUa travatura; c nello stesso 
ordine sono disposti i lati del pobgono delle forze esterne nel diagramma b: il qual poli- 
gono ba tutt’i suoi lati distesi in una stessa retta verticale. In questa retta, la somma de’ 
segment! 1, 9 b uguale ed opposta aba somma de’ segment! 2, 3, ... , 8, 10, 11, ..., 16, 
giacchb U sistema deUe forze esteme dev’essere equilibrate. 


*) Che h ua tjuadraiigolo il cui quarto lato e il lato del poligono funicolare oompreso fra 
le forze 1, 10. Come giS, s’e lietto altrove (n.' 21, 25), il poligono funicolare potiebbe anclie 
allontanaiai tutto all’infinito, 
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n diagramma It) si completa ora preeisamente colle regole gia esposte. Comiaciando 
dal nodo (1.17. 18), tiro la 17 pel punto (1 . 2), cio^ pel punto dove termina il segmento 



17 



I, che e diretto dal basso in alto e dove incomincia il segmento 2, che e diretto d’alto in 
basso, e la 18 pel punto (16 . 1), cio5 pel punto dove termina D segmento 16 diretto d’alto 
in basso e dove eomineia U segmento 1. 

Passando al nodo (2.17,19. 20), tiro la 19 pel punto (17 . 18) e la 20 pel punto 
(2 . 3), ciofe pel punto dove termina 2 e dove incomincia 3, segment! diretti ambedue di 
alto in basso; ed ottengo cosi il poligono 2. 17 . 19 . 20, cbe e un rettangolo. 

Vengo ora al nodo (16 . 18 . 19 . 21 . 22), e tiro la 21 pel pimto (19 . 20) e la 22 pel 
punto (15 . 16); ottengo cosi un pentagono a contorno intreceiato. E continuando nello 
stesso modo, opero.. successivamente rispetto ai nodi o punti d’applieazione delle forze 3, 
15, 4, 14, 13, 5, 12, 6, 11, 7, 10, 9. Siccome nel diagramma a, lo schema della tra- 
vatuxa ed U complesso delle forze esterne hanno un asse comune di simmetria (la verti- 
cale media), cosi anche U diagramma b h simmetrico (iatomo all’ orizzontale media). 
Cosi per es. il triangolo 9.45.44 h simmetrico al triangolo 1.17.18; il rettangolo 
8 . 46 . 43 . 42 al rettangolo 2. 17 . 19 . 20; ecc. 

Tutt’i tronchi della tavola superiore sono eompressi; tesi tutti quelli della tavola in- 
feriore. Le saette oblique sono tutte compresse. Delle aste verticali, due sono tese, 23 
39; le altre sono compresse. 
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38. 


Nella fig. 9.* a si contempla la meta di una rimessa di locomotive *). Le forze esterne 
sono i pesi 1, 2 , 3, 4, 5 applicati ai nodi superiori della tettoja, e le reazioni 6, 7 
del muro e della eolonna. Anche qui le forze esterne sono tutte parallele, epper6 il loro po- 
ligono nel diagramma b si riduce ad una linea retta. La forza 6 e (presa in senso oppo- 




sto) uguale ad una parte del peso 5; aggiungendo la differenza agli altri pesi, si lia la gran- 
dezza della forza 7. 

Nel diagramma b coincidono in direzione le linee 8. 13; la prima una parte della 
seconda. Qui sipresenta adunque, come poligono corrispondente al nodo (8.10.12. 13) 
una di quelle forme degeneri, delle quali si e diseorso nel n.® 27 ; si ha eioe un quadrila- 
tero 8 . 10 . 12 . 13, tre vertici (13 . 8), (8 . 10), (12 . 13) del quale sono per diritto fra loro. 

Una forma degenere analoga e anche queUa del quadrilatero 5 . 17 . 18 . 6 corrispon- 
dente al punto dove il tetto s’appoggia sul muro; infatti i vertici (6 . 5), punto pih basso 
del segmento 6, (5 . 17), (18 . 6) sono in una stessa linea retta. 

Sono compressi i pezzi ioferiori 8, 13, 18, le saette 10, 14, 16, la eolonna 7 ed il 
muro 6; sono tese le parti superiori 9, 11, 15, 17 e la saetta 12. 

39. 


n diagramma a della fig. 10.® rappresenta una capriata ai cui nodi superiori sono ap- 
pUeate le forze oblique 1, 2, ... , 7, che si possono eonsiderare come risultanti dalle 
azioni combinate della gravity e del vento; le forze 8, 9 rappresentano le reazioni degli 
appoggi. 


*) Qnesto esempio e preso dalla tav. 19 dell’atlante della QrapMsehe StatiJe di Culmann 
( 1.* edizione). Ivi per5, come ho gi^ notato, i due diagrammi non sono rigorosamente reciproci. 
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n poligono delle forze esterne e traeoiato nel diagramma b con linee doppie. Si sono 
successivamente costruiti il triangolo 1 . 10 . 11, ii quadrilatero 9 . 10 . 12 . 13, il pen- 
pentagono 2 . 11 . 12 . 14 . 15, il quadrilatero 13 . 14 . 16 . 17, il pentagono a eontomo 


10 




intrecoiato 3 , 15 , 16 . 18 . 19; il quadrilatero 4 . 19 . 20 . 21, pure intrecciato ; il penta- 
gono 17 . 18 . 20 . 22 . 23, ecc. 

Eisultano compress! i pezzi superior! 15, 19, 21, 26, i pezzi inferior! 10, 13, 30 
e le saette 12, 16, 24, 28; tesi tutti gli altri membri. 


40. 

H diagramma a della fig. 11.“ rappresenta un ponte sospeso, caricato nei nodi supe- 
rior! dai pesi 1, 2 ,..., 8, ne’ nodi inferiori dai pesi 10, 11, ...,16; i quaJi pesi 
sono equilibrati dalle due reazioni oblique 9, 17 ai punti estremi della travatura *). 

n poligono delle forze esterne ha i primi otto lati distesi in unaretta verticale, e i lati 
10, 11, . . . sino al 16 parimente distesi in un’altra retta verticale. I lati obliqui 9 e 17 
s’intersecano, cosi che U contorno del poligono risulta intrecciato. 

Costruisco successivamente i poligoni 

1 . 17 . 19 . 18, 16 . 19 . 20 , 21, 2 . 18 . 20 . 22 . 23, 

15 . 21 . 22 . 24 . 25, 3 . 23 . 24 . 26 . 27, ... , 

che per la maggior parte sono a contorno intrecciato. 

Anche in questo esempio, i due diagrammi sono simmetrici. 
n diagramma b mostra che i membri della parte superiore sono tutti tesi, e che la 


*) Questo esempio h analogo a quello che il sig. Maxweu. nella sua Memoria del 1870. 
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tensione decresee andando dalle estremiti verso il mezzo ; che sonotutti tesi anche i membri 
della tavola inferiore, ma qui la tensione diminuisce andando dal mezzo verso le estre- 




mit^. Le saette sono altemativamente tese e compresse, fuorehb al centro, dove due 
saette consecutive sono tese Tuna e I’altra. Considerando solamente le saette tese, o so- 
lamente le compresse, si vede che lo sforzo interno decresee dalle estremit^ verso il mezzo 
della travatura. 

41. 

n diagramma a della fig. 12.^ rappresenta una gru reticolare; il peso proprio della gru 
e distribuito in varie forze 1, 3, 3, 4, ... , 9 applicate ai nodi; 5 comprende anche il 
peso accidentale che la gru dee sostenere. Tutti quest! pesi sono equilibrati dalle reazioni 
degli appoggi, le grandezze delle quali si ottengono decomponendo il peso risultante in 
tre forze dirette secondo le linee 10, 11, 13. Le quali, prese in sense opposto, danno gi^ 
le pressioni del puntone 10, della colonna 11, e la tensione del tirante 13. 

Nella figura anche espressa siffatta detenninazione delle forze esterne. Presi succes- 
sivamente i segmenti d’una stessa verticale che rappresentino i pesi 1, 2, . . . , 9, si e 
fissato un polo; e projettati da esso i punti (0 . 1), (1 . 2), (2.3),..., (8 . 9), (9 . 0) *) 


’•') Qui (0.1) indica I’oiigme del segmento 1; e (9 . 0) il teimine del segmento 9. Nella 
figura, i raggi uscenti dal polo del diagramma b ed il poligono fnnieolace del diagramma a 
sono indioati con linee a tratti discontinui. 
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si (S costniito il corrispondente poligono funicolare. La verticale che passa pel punto co- 
mune ai lati esterni (0 . 1), (9 . 0) sar^ lalinea d’azione del peso risultante, la euigran- 
dezza e del resto indicata dal segmento che ha Porigine eomune col segmento 1 e il termine 



comune col segmento 9. Se ora si decompone questo peso risultante, che e una forza eo- 
nosciuta in tutt’i suoi elementi, intre componenti le cui linee d’azione siano 10, 11, 12, 
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e cio impiegando la costruzioae gia dicMarata nel n.«> 34 e nella fig. 6.*, si ottengono le tre 
forze 10, 11, 12. Queste, prese in senso opposto, e i pesi dati costituiscono il sistema com- 
pleto delle forze esteme. 

Per ottenere il diagramma b, comincio dal costruire il poligono delle forze esterne, 
prendendo queste nell’ordine in cui sono incontrate da chi percorra il contorno della tra- 
vatura. Indi costruisco suecessivamente i poligoni corrispondenti ai nodi 

(5.13. 14), (4. 13.15.16), (6 . 14 . 15 . 17 . 18), ... , 
col metodo gi^ esplieato. 

H diagramma che ne risulta fa eonoscere che sono tesi i pezzi della parte superiore, e 
compress! i membri inferiori; quanto aUe saette, si alternano le pressioni colie tension! *). 


*) Debbo essere grato al signor ingegnere C. Saviotti, che mi ha usata !a cortesia di eseguire 
disegni delle figure che accompagnano questo scritto. 
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Nota al § 12. 

Dopo il 1872 molte Memorie ed Opere speciali furono pubblicate intorno alia Statica gra- 
fica 0 a qualcbe speciale argomeuto della medesima. Oltre alia seconda edizione di iina prima 
parte delF Opera capitale di Culmanti, riportiamo qni i titoli di quegli scritti cbe al memento 
oi sono present! alia mente, alcuni de’ qnali segnano un vero progresso della scienza. Fac- 
oiamo pero osservare ohe la nostra liata ^ del tntto incompleta: 

R. H. Bow, Economics of costmetions in relation to framed structures. London, 1873 *). 

M. Levy, La statique grafique et ses applications aux constructions. Paris, 1874. 

Mohr, Beitrag mr Theorie des FacJiwerlcs (Zeitschrift des Arohitekten — nnd Ingenieur — Ver- 
eins zn Hannover, t. XX, 1874). 

F. Weyrauch, Ueher die graphiscJie 8taiik: mr Orientirung: mit LiieraiurverzeieJiniss. Leipzig, 

1874. 

Jay DU Bois, The elements of graphical statics and their application to framed structures, etc. 
New York, 1875. 

G. B. Favero, Intorno alls figure reciproche della statica grafica (Atti della R. Accademia dei 

Lincei, Roma, 1875). 

F. Stetiscer, Die graphische Zusammensetmng der Krdfte: ein Beitrag zur graphischen Mecha- 

niclc. "VYien, 1876. 

G. Jung, On a new Construction for the Central Nucleus (Report- 1876 della British Associa- 

tion for the Advancement of Science). 

C. Saviotti, Sopra alcuni punti di statica grafica (Atti della R. Accademia dei Lincei, Roma^ 
1877). 

I M.-W. Crofton, Lectures on the elements of applied mechanics. London, 1877. \ 

H. G. Zeuthen, Ovelser i grafisk Sfatik (Tidsskrift for Mathematik, Kjobenhavn, 1877). 

G. Grugnola, Dei tetti metallici: appUcadone dei metodi grafici alio studio delle incavallaiure. 

Torino, 1877. 

H. T. Eddy, New constructions in graphical statics (Van Nostrand’s Engineering Magazine. 

New Jork, 1877). 

G. Jung, Ueber die Bedeutung des Oentralkerns in der Biegungsfestigkeitslehre (Amtlicher Be- 

richt d. 50. Yersammlrmg dentscher Naturforscher. Miinchen, 1877). 

H. T. Eduy, Besearches in graphical statics (Van Nostrand’s Engineering Magazine, New 

Jork, 1878). 

H. G. Zeuthen, Anvendelse af Saetning af Maxwell til at finds de biliigste BygningskonstrucTc- 
tioner (Den tekniske Forenings Tidsskrift, 1877-78). 

G. B. Favero, La determinazione grafica delle forze interne nelle travi reUoolari (Atti della R. 
Accademia de’ Lincei, Roma, 1878). 


Cfr. un articolo di Clerk Maxwell nei Proceedings of the Cambridge Philosojphical Society, febbraio 1876. 
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C. Saviotti, Le travature reticolari a membri caricati (Atti della E. Acoademia de’ Lincei, Ro- 
ma, 1878). 

H. T. Eddt, On the two general recijprocal methods in grajphical statics (American Journal of 
Mathematics pure and applied, volume 1.^ n.o 4, Baltimore, 1878). 
jC. Guini, Sugli archi elastici (Memorie deUa R. Accademia di Torino, serie 2.®, t. XXXVI, 
1884) |. 

Inoltre, molte Memorie e Note di: 

G. JxTNG e A. Sat2^o, ne’ Bendiconti del Beale IsUtuto Lomhardo (Milano, 1874-75-76-79). 
Hiesch, Mohe e Rittee, nel Civilingenieur, t. XXI e XXII (Leipzig, 1875-76). 

G. Jung, A. Satno, C. Saviotti ed E. Cavalli, nel anniXXlV e XXV (Milano, 

1876-77-78-79). 

G. Foueet, nei Comptes rendus de VAcadSmie des Sciences (Paris, 1875). 

G. JuNG> nel Bullettin de la SocUU mathSmatique de France (Paris, 1876-79). 

E. Cavalli, negli Annali delVIstituto tecnico di Livorno (1877). 

G. Sacheei e C. Modigliano, nel periodico VIngegneria civile (Torino 1876-77). 

C. Sacheei e P. Zucchetti, negli AZZi della B. Accademia delle Science di Torino (1875-76). 
ECC. 600 . 


\ Inline, gli soiitti pih reoenti ohe si riferiscono all’argomento delle travature retioolari sono 
i seguenti: 

C. Guidi, Sulla determinazione grafica delle forze interne nelle travi omogenee e nelle travi reti- 
colari appoggiate agli estremi e soggette ad un sopracarico mobile (Atti della R. Accade- 
mia dei Linoei, Roma, 1880). 

C. Saviotti, Buovi tipi di travature reticolari strettamente indeformahili (Annuario del R. Isti- 
tuto tecnico di Roma, 1880). 

C. Guini, Sul calcolo delle travi armate (Giornale del Genio Civile, Roma, 1880). 

C. Gumi, Belle travi reticolari paraboliche e parallele (Giornale del Genio Civile, Roma, 1881). 

C. Saviotti, II proUema dei tre membri nella StaUca grafica (Giornale del Genio Civile, Roma, 
1883). 

C, Saviotti, Le funicolari coniche dedotte da forme reciproche nello spazio (Giornale del Genio 
Civile, Roma, 1884).! 


Del presente opuscolo Le figure reciproche nella Statica grafica, che C(ui viene ristampato 
in una terza edizione conforme alia seconda del 1872, fu fatta una traduzione libera in tedesoo 
dall ingegnere A . Migotti ed inserita nella Zeitschrift des osterr. Ingenieur — und Arehitelcten 
— Yereins^ Wien, 1873. 
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COMMEMORAZIONE DI ALFREDO CLEBSCH. 


Bendiconti del B. Istituto Lombardo, serie II, volume V (1872), pp. 1041-1042. 


Ho una triste notizia da darvi, o Colleghi; il di 7 del mese corrente mori in Gottinga 
il professore Alfredo Clebsch *), uno fra i primissimi matematiei de’ nostri tempi. 
Ebbe cattedra dapprima neila scuola politeenica di Carlsrube, poi nell’universit^ di Gies- 
sen; da ultimo era stato cMamato a Gottinga ad occupare il posto gia tenuto da Gauss, 
da Lejeune-Diriohlet, da Riemann. Si banno pochi esempj di tanta operosit^ nel pro- 
muovere la scienza, quanta n’ebbe il prof. Clebsch: nel giro di quindici o sedici anni, 
egli arriecM di un gran numero d’importanti memorie il giornale matematico diretto in 
Berlino dal sig. Borchaedt (tomi 52-70), i Mafhematische Anmlen, periodico fondato 
da lui, nel 1869, in compagnia del prof. Carlo Neumann, e gli atti {NaehricMen e Ahhand- 
lungen) della R. Soeieta delle scienze di Gottinga; e pubblico anche libri a parte, cbe sono 
preziosissimi trattati di alta scienza, come la Theorie der Elastieitdt fester Korper (1862) 
la Theorie der Aielschen Functionen (1866), che compose tasieme col coUega prof. Gordan, 
e la Theorie der hmdren algebraischen Formen (1872). Lavori di Clebsch si trovano in- 
seriti anche nei nostri Annali di Matematica **), nei Rendiconti dell’Istituto Lombardo 
(1868, p. 794), nei Compile Rendus dell’Accademia delle scienze di Parigi. Non fu eultore 
esclusivo di pochi argomenti prediletti, ma col suo vasto iagegno e colla sua feconda atti- 
vita abbraccib tutto il dominio delle matematiche discipline, pure ed applicate: basti 
il nominare la teoria deUe funzioni abeliane e queUa deUe forme algebriche, coHe loro appli- 
cazioni geometriche; la teoria delle curve e delle superfieie algebriche, in eonnessione colle 
equazioni algebriche riducibili a gradi inferiori; I’integrazione delle equazioni differenziali; 
la nuova geometria dei complessi di PlCcker; il calcolo deUevariazioni; la teoria dei de- 


*) Nominato sooio corrispondente del K. Istituto Lombardo nella tomata del 2 luglio 1368. 

**) Tomo 4;“ della 1.* serie, £oma 1862, e tomo 1.® della 2fi serie, Mhaao 1867. 
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terminanti; la dinamica de’ fluid! e de’corpi immersi; la statica de’ sistemi elastici; la 
teoria della luce; ecc. Lo strumento di cui si serviva era Fanalisi, sempre portata alia piti 
squisita elegauza: ma egli era non meno profondo geometra che analista, ed anzi a lui si 
debbono in massima parte gli straordinari progress! che in quest! ultimi anni ha fatto lo 
studio delle curve e delle superficie, merc^ 1’ applicazione de’ teoremi di Abel e di 
Eiemann. 

Clebsch era eziandio efficacissimo maestro: se la Germania conta ora nel suo seno 
una numerosa plejade di giovani geometri, che promettono di tenervi alta la bandiera 
della scienza, insieme ad altre scuole iUustri, deve essa riconoscere come benemerita quella 
di Clebsch. 

Tutti coloro che lo conobbero, o personalmente o per relazione epistolare, dovettero 
amarlo come uomo nel quale la modestia era pari all’ingegno. Aveva quindi moltissimi 
amici, non solo in Germania, ma anche in Italia. Un giovane professore di questa citt^ 
il dott. Jung, recatosi a Gottmga nel settembre p. p., aveva combinato con lui un conve- 
gno di matematiei tedeschi e italiani pel settembre 1873, in Salzburg. Triste destino che 
ha rapito a noi e a lui una gioia gi^ sperata da molti anni! 

Forse una vita puo essere giudicata abbastanza lunga, quando lascia dietro di se un 
si ricco tesoro di opere, che dureranno immortah; ma non e anche permesso di pensare, 
con profondo rammarico, a tutto cio di cui siamo stati defraudati dalla morte che ha col- 
pito Clebsch neU’etl di soli quarant’anni? 



100 . 

EELAZIONE 


INTORNO AD UNA MEMOEIA DEL SIG. COLONNELLO PIETEO CONTI, AVENTE PER TITOLO -« SULLA 
RESISTENZA d’ ATTRITO » DELLA COMMISSIONE COMPOSTA DEGLT ACCADEMICI LINCEI BETOCCHI, 
BLASERNA, BELTRAMI, CREMONA (rELATORE). LeTTA NELLA SEDUTA DEL 6 DICEMBEE 1874. 


Atti dtlla -B. Accadtmia dei hincei, Memorie, aerie 2.^, volume II (1874-75), pp. 345. 


La resistenza d’attrito da lungo tempo chiam6 a se Tattenzione dei fisici: grazie alle 
indagini del prof. Govi, possiamo al giorno d’oggi far risaHre ad un’et^ ben remota la data 
dei primi studii, e rivendicare al nome di Leonardo da Vinci *) quelle leggi che non do- 
vevano esser ritrovate se non tre secoli piii tardi da Coulomb. Ma sgraziatamente le 
scoperte di Leonardo, ignorate sino a questi ultimi anni, non ebbero alcuna influenza 
sugli studii ulteriori, dimodoche quando I’Amontons, dueeento anni piu tardi, prese ad 
occuparsene, la cosa dovette parere del tutto nuova. — Amontons sperimentd sui ferro, 
sul rame, sul piombo, sul legno spalmati di grasso, tenendo compresso contro un piano 
orizzontale, eon una moUa, il corpo cimentato: la tensione cbe bisognava produrre in una 
seconda molla per ismiioverlo gli forniva la misura della resistenza opposta dall’attrito : 
cosi riconobbe cbe: Pattrito e indipendente dalPestensione della superficie di contatto: 

2.0 proporzionale alia pressione: 3.o che il coefficiente di attrito e quasi lo stesso per tutti 
i corpi (per quelli almeno, su cui egli pote sperimentare) ed uguale ad I risultati de’ 


*) Vedi — Saggio delle opere di Leonardo da Vinci — Milano — Tito di Griovanni Ricordi 
— Anno MDCCCLXXII — Leonardo letterato e scienisiaio — di G-ilberto Grovi — pag. 17^ 
colonna sinistra. 

Per far vedere sino a qual punto Leonardo avesse condotto i suoi studii suir attrito, estraggo 
dalla oitata opera il passo seguente: 

«... Meravigbose . . . e quasi incredibili sono le esperienze fatte da Leonardo sulT attrito 
«t e le leggi, cbe ne dedusse. 

« Egli misurb il peso necessario a movere i corpi appoggiati su piani orizzontali, tirandoli 


Oremonaf tomo III. 


24 
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suoi studii sono eonsegnati in una Memoria *) presentata Tanno 1699 all’Aceademia reale 
delle scienze di Parigi, Memoria la quale, pel tempo in cui fu scritta, ^ ancora notevole 
per alcune considerazioni suUa natura fisico-meccanica delPattrito, riprodotte poi piii 
volte, tra gli altri da VALLiis **) nel 1870. Sebbene molto imperfette possano parere le 
esperienze di Amontons, nondimeno per un pezzo quanti dopo lui trattarono delPattrito 
(Muschenbroeck, Bolffinger, Desaguliers, ecc.) non promossero gran fatto lo stato 
della questione. 

L’anno 1781 segna un grande progresso: lo studio delPattrito venne siniultaneamente 
ripreso in Francia da Coulomb ***) ed in Italia dallo Ximenes f) con mezzi in so- 


« mediante funieelle cbe si accavalcavano su carrucole mobilissime, esperimentb pure sotto 
a quale angolo bisognasse inolinare i piani, a£5nch6 i corpi sostenuti da essi cominciassero a 
<i sdrucoiolare. Variando le prove, ne trasse le conseguenze cbe qui si trascrivono: 

« Ze eonfregazioni dei corpi son di tante varie potenze, quante sono le varietd delle luhricitd dei 
« corpif eJie insieme si confregano, 

« QmlU corpi, che son di piic puUta superficie, hrnmo piit facile confregazione, 

« Ogni corpo resisie nella sua confregazione con potenza eguale al quarto della sua gravezza, 
« essendo il euolo piano e le superficie d*esso pulite. 

« Quando I obliquitd pulita dispone il grave pulito a passare nella Mnea del moto per la quarta 
« parte della sua gmvitd, allora il grave d per s^ stesso disposto al moto per discenso. 

a La confregazione di quahinque corpo variamente laterato semprefia di eguale resistenza e sia 
« faMa sopra qual lato si voglia, purchd non si ficcM sovra del piano, ove si conjrega. 

« La confregazione del grave sard di tanta potenza a essere creata circonvolubilmente, quanto 
a per piano. 

« LIcci una quarta confregazione ; la quale, h (quella del)la rota del carro, che si move 

« s(^ra della terra, che nonfrega, ma tocca e puossi dire di natura del camminare con passi di in- 
« finita minimitd e parvitd ». 

« Cosi due secoli avanti I’Amontons e tre prima del Coulomb riconobbe Leonaedo cbe la 
« resistenza d’attrito dipende dalla natura propria dei oorpi e daUo stato delle loro superficie: 
« s’avride cbe pib son lisce le superficie e minore h I’attrito, e che la resistenza cresoe col eresoere 
« del peso dei coi^i. Se egli ^ede una sola misura per tutti i casi di siffatta resistenza, fu percb6 
« forse nolle condizioni da lui amnaesse le differenze pel varii corpi sono piccolissime. L’Amontons 
« nel 1699, il BCletinger nel 1727 e il Dbsaguliebs nel 1732 non formularono infatti altrimenti 
« la relazione fra la pressione e Tattrito ». 

*) M^moires de I’Academie royale des sciences. — 1699 — pag. 206 . « De la rMstamce e<ms4e 
dans les machines tani par les frottcmenis des parties, qui les composent, que par la roideur des 
cordes, gu'on y emploie et la mcmUre de ealculer Vwne et Vcmhre ». 

**) V. .^ales des Fonts et Cbauss^es — 1870 — 2.® s^mestre — pag. 404. tEecherches tUo- 
nques sur les causes dufrottemeni soil d VMat staMque soit d VUat dynamAgue. 

♦*♦) M6nioires presentees b I’Academie royale des sciences — Tome X — 1781 TMorie des 

machines simples. 

t) Teoria e praiica deUe resietenze dei soUdi nei loro <rtl/riti — Pisa 1782, 
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stanza identic! e con risultati conformi, ma le sperienze del primo, perehe maggiormente 
variate, sono piii concludenti e perci6 pin volgarmente conosciute. Coulomb, studiando 
il moto di un corpo collocato sopra un banco di due metri di lunghezza e tirato da un peso 
mediante una corda passante su di una girella posta a capo del banco, dedusse che Tat- 
trito e: 1.^ proporzionale alia pressione, 2.^ indipendente dall’estensione delcontatto, 3.® 
quasi indipendente dalla velocita. Ma qualche eccezione trovata a questa terza legge non 
gli permise di poterla affermare in modo assoluto. 

II bisogno di risolvere i dubbii, di riempire le lacune lasciate da Coulomb, di verificare 
se Fattrito, come s’era ammesso sino a quel tempo senza la conferma della esperienza, du- 
rante Furto e lo seorrimento di due corpi conservi la stessa intensita relativa, che nel caso 
delle pressioni ordinarie, mossero A. Morin ad intraprendere a Metz una lunga serie di 
sperienze dal 1831 al 1834, i cui risultati furono per ordine dell’Accademia delle scienze 
raccolti ed inseriti tra les Memoires des samnis Strangers *). H Morin segui nelle sue 
sperienze un metodo analogo a quello di Coulomb, con questo divario, che il banco su cui 
operava aveva otto metri di lunghezza (di cui per6 quattro soli erano disponibili): rile- 
vava la velocita da curve descritte da una punta mossa da movimenti di orologeria sopra 
dischi di carta annessi alia girella in cui passava la corda sostenente il peso motore, e per 
misurare la tensione della fune, che produceva il moto del carretto, interponeva tra essa 
ed il carretto un dinamometro. Riconfermo le leggi di Coulomb, togliendovi persino Fec- 
cezione riguardo alia velocity, si nel caso di pressioni ordinarie, che in quello di percosse. 

Dopo quelle sperienze, per un certo tempo potfe parere che le vere leggi dell’attrito 
fossero finalmente conosciute: esse vennero accolte in tutti i trattati di meccanica; in tutti 
i prontuarii furono registrati i numeri dati da Morin. Tuttavia i pratici non tardarono 
ad avvedersi che quelle esperienze non meritavano tutta la confidenza, che loro general- 
mente si concedeva. Per esempio in Italia i nostri ingegneri avevano osservato **) che que- 
gli stessi freni, che valevano a tener costante il movimento abituale dei convogli discen- 
denti la china dei Giovi, non riuscivano piu ad impedire Faccelerazione del moto, qualora 
Ja velocita avesse da principio ecceduto certi confini. La qual cosa manifestamente diino- 
strava che suUe ferrovie Fattrito di seorrimento diminuiva col crescere della velocita. 

Di piii, PoiRBE e Boohet (1858) da esperienze fatte nelle ferrovie, attaecando alia lo- 
comotiva col mezzo di un dinamometro una carrozza, della quale si erano fermate le ruote, 
in guisa che scorressero suUe rotaje senza girare, o vi erano sostituiti dei pattini, rieonob- 


*) Nouvelles expMences sur le frottement, isdteB a Metz en 1831, 1832. 1833, imprimees par 
ordre de FAcad^mie des sciences. 3 volumes m-4, 1832, 1833 et 1835. 

**) V. Accademia Beale deUe scienze di Torino — Adunanza della classe di scienze fisiche 
e matematiche del giorno 7 aprile 1861 — Bendiconto di una memoria del Cav. Quintino Sella 
BuU’attrito. 
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bero Fattrito non dipendere dall’estensione del contatto, ma si bene dalla pressione e dalla 
velocity: credettero che esso fosse massimo quando la velocitS- e nulla, e che diminuisse 
col crescere di questa: anzi, parve loro che in circostanze apparentemente identiche I’at- 
trito non fosse sempre lo stesso, per modo che, assunte come ascisse le velocity e per ordi- 
nate gli attriti, questi non fossero rappresentabili con una curva sola, ma si con una zona 
eompresa tra due curve. 

Per5 il processo di Poikee e Bochet era troppo grossolano, ed acconcio pih ai biso- 
gni della meccanica applicata che a quelli della fisica molecolare; e le loro esperienze po- 
tevano servire piuttosto a rimettere in questione le leggi sulFattrito e a promuovere delle 
ricerche accurate, che a stabilire queste medesime leggi. Risultati pih probabili fornirono 
invece Hirn (1855) ed il sig. comm. Sella (1861). 

Hirn (Gustavo Adolfo) nel 1855 * **) ) pubblicd alcune sue sperienze condotte con cura 
grandissima, suU’attrito tra due coxpi con interposizione di sostanze lubrificanti: attrito 
che egli dice mediato. Esse lo menarono a concMudere, che se per Tattrito tra due corpi 
senza interposizione di sostanze lubrificanti (da lui detto immediate) possono essere vere le 
leggi di Coulomb, queste pero non valgono pihper Tattritomediato. Per questocaso giunse 
ad alcune conseguenze degne di essere meditate: 1.° quando i due corpi sono abbondan- 
temente lubrificati e la temperatura resta costante, I’attrito varia proporzionalmente alia 
velocity: 2.^ esso e sensibilmente proporzionale alia radice quadrata delle sup erficie di con- 
tatto ed a quelle delle pressioni: 3.<> osservo che il miglior lubrificante e quello pih fluido, 
che non sia espulso nelle condizioni di pressione, di velocita e di temperatura dei due corpi: 
che Pacqua pu6 servire da lubrificante in circostanze convenienti, e che allora essa e supe- 
riore a tutti gli olii: che Faria stessa diventa il migliore dei lubrificanti, quando essa possa 
giaeere tra i due corpi confricantisi: ma se, per una modificazione della velocita o della 
pressione, Faria viene espulsa, le superficie dei due corpi vengono ad immediate contatto 
e I’attrito quasi nullo da principio assume tosto un valore grand issimo. 

Sei anni piii tardi venne letto alia Reale Accademia delle scienze di Torino il lavoro 
del sig. Sella *'*'). Ei si valse di due strumenti da lui ideati (tripsometri) e fondati sui 
seguenti principii. 

« Si ppnga un corpo piano sopra un cilindro che gira: Fattrito tendera a spostare il 
corpo, e se questo e tenuto da un elastieo, la sua tensione dara la misura dell’attrito. 
Owero si posi il corpo sopra un disco girante attorno ad un asse verticale ; la tensione 
dell’elastico, che vale ad impedire il trascinamento de] corpo, misurera pure Fattrito. » 

Col sussidio di questi due apparecchi, dope alcune prove fatte coU’ingegnere Monte- 
FiORE, trovd che: 


*) BulletiQ de la Soci6t6 industrielle de Mulhouse — n. 128 et 129; ann^e 1856. 

**) Vedi la pubblicazione citata alia not a della pag. preoedente. 
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l.° fra gli stessi eorpi I’attrito varia moltissimo a seconda della nettezza delle loro su- 
perficie: 2.° fra i limiti di velocitei compresi tra zero e mezzo metro per 1", Fattrito cresce 
col crescere della velocity 3.° Fattrito varia nei cristalli a seconda della direzione in cui 
si esercita. 

Le leggi di Coulomb, confermate da Morin, erano dunque revocate in dubbio, anzi 
poste in forse anehe come leggi approssimate: ma per decidere la questione richiedevansi 
nuove esperienze variamente moltiplicate, e condotte con tal cura da evitare tutte quelle 
cause perturbatrici che a Morin avevano tolto di ritrovare la vera ed intima natura del- 
Fattrito. Questo fu lo scopo che si prefisse il sig. Colonnello Conti, spintovi anche dal- 
Fosservazione di certi fenomeni d’attrito, che si erano manifestati nel varamento del Le- 
viathan a Londra, contraddicenti alle idee fino allora aecettate, e dagli studii che da ben 
dieci anni egli andava faeendo sulla resistenza dei material! Eipiglih da capo le esperienze 
senza farsi, egli dice, una idea preeoncetta del fenomeno, procurando solamente di elimi- 
nate tutte le cause, il cui apprezzamento potesse dar luogo a dubbii, o tali che non tutte 
potessero calcolarsi con eguale esattezza. Nel 1871 e 1872, ad Alessandria prima, a Firenze 
dope, il sig. Conti aflerma d’aver eseguito intorno a due mila esperienze, di aleune delle 
quali d^ il rendiconto nella Memoria che ora e sottoposta al giudizio delFAccademia. 

In questa Memoria, dopo d’aver aecennato a chi Fha preeeduto in questi studii, e per 
quali motivi egli giudichi imperfetti i risultamenti ed i proeessi seguiti da Moein, da 
PoiEEE e da Boohet, passa ad esporre il suo modo di sperimentare. Non riferkemo gli 
appunti che esso fa a Poiree e Boohet: e troppo evidente che dal loro metodo non si 
potevano aspettare risultati molto precisi: pih istruttive sono le osservazioni sul modo 
tenuto da Morin nelle sue esperienze. H sig. Conti dice: l.° che Morin, avendo cereato 
le resistenze di attrito e di rigidezza deUa puleggia e della fune per piccoli carichi, non 
poteva concludere quali sarebbero esse state per grandi carichi: 2.° che simOmente nel 
calcolo della tensione deUa fune, avendo paragonato la determinazione ottenuta mediante 
formule eon quella data dal dinamometro, e trovata coincidenza fino a 95 kg., non aveva 
il diritto di concludere che lo stesso fatto avrebbe avuto luogo per tension! maggiori, 
quale quella di 600, che pur egli ebbe raggiunto nelle sue sperienze. 3.° H Morin, per 
mantenere la sua shtta sempre nella stessa direzione, la faceva guidare da roteUe: se la 
slitta deviava dal suo retto cammino, un considerevole strisciamento era inevitabile. 
4.° Il Conti critioa pure il modo di determinate la velocity, perche sinora, egli dice, non si 
ottiene mai eon nessun congegno di orologeria un moto rotatorio perfettamente uniforme; 
e 5.° osserva che Ferrore maggiore fu commesso nel rilevamento deUe curve: imperoeehe 
il Morin, per verificare se le Hnee degli spazii erano parabole, vi menava a vista delle tan- 
genti sino aU’incontro della tangente nel vertiee, cereando poi se le perpendicolari erettevi 
passavano tutte per lo stesso punto. 
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II Conti credo di essere riuscito ad eliminare tutte queste cause di errore. Per le sue 
esperieuze egli si servi di un piano inclinato, facendovi scorrere sopra il corpo da cimen- 
tarsi, per modo die esso stesso fosse causa del proprio movimento e die lo sforzo, il quale 
lo soUecitava alia discesa, fosse eonoseiuto eolla stessa approssimazione die la inclinazione 
del piano. 

L’appareechio del Conti consiste in una robusta trave lunga quattro metri, su cui h 
fissata la superfieie di scorrimento. composta di due piani ad angolo molto aperto (Fan- 
golo aeuto misura 10°) per evitare (senza far uso di guide, come Moein), die la slitta nella 
sua discesa devii dalla primitiva sua direzione. La slitta e poi munita di due zoccoli fog- 
giati in modo da potersi esattamente sovrapporre aUa superfieie di scorrimento. Porta 
una sella su cui si coUocano i pesi, e sul davanti una lastra di ferro, die presenta sempre 
uguale area resistente all’aria: alia medesima e legato un deflagratore ad arco, una spe- 
cie di U rovescio coUe guide terminate da due piceole punte die possono essere spostate. 
Mettendo in moto la slitta, ciascuna delle punte cammina rasentando quasi una striscia 
di carta affumieata, disposta su una sbarra di ferro perfettamente isolata, che mediante 
viti si pud alzare od abbassare, per mantenere costantemente molto piccola la distanza 
tra la carta e le due punte del deflagratore. Una delle due sbarre h in comunicazione con 
uno e Faltra col secondo dei due capi di uno dei reofori di an rocchetto di Rithmkoeff: 
ad ogni interruzione di circuito scoeca fra la carta ed il deflagratore una scintilla, che la- 
seia sufla carta affumieata un segno di carbone esportato con un picoiolissimo foro. Di 
tal disposizione si giovd per determinate i successivi spazii percorsi in uguali intervalli di 
tempo, e per questo dovette trovar modo di produrre ad uguali inter-Kalli di tempo la in- 
terruzione della corrente; ed ecco come procedette. Si immagini una mollafissa ad un capo e 
libera all’altro, messa in vibrazione. L’estremo libero porta una punta di platino, che ad 
ogni vibrazione completa riene ad immergersi in un vaso pieno di mercuric. Se ora il vaso 
di mercuric sia in comunicazione con un polo di una pila, e la moUa coU’altro, quando la 
punta di platino tocca il mercurio, il circuito h chiuso e la corrente passa: quando la punta 
si soUeva, fl circuito si apre e la corrente I interrotta. La moUa e regolata in modo, che 
le sue vibrazioni durino un decimo di secondo. Cosi di decimo in decimo di secondo due 
scintiUe scoecano e lasciano sulla carta segni, merce cui si possono rilevare gli spazii per- 
corsi. Percib, fissato prima il carbone, perche nel maneggiare la carta non si stacchi, ba- 
sta misurare le distanze tra due fori consecutivi, cosa che si pub fare con esattezza fino 
al decimo di millimetro. Siccome perb la carta non resta pih di ugual lunghezza, cosi, dopo 
averla distesa sulla sbarra di ferro, si dispongono di decimetro in decimetre dei cilindretti 
di ferro muniti di una punta, e si girano tanto, che la distanza tra due punte consecu- 
tive risulti di un decimetro. I cilindretti servono a flssare la carta ed i segni lasciati dalle 
punte fanno ufficio di caposaldi. 
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Per regolare la molla vibrante, se ne paragonano le oscillazioni eon nn buon pendolo 
a mezzi second!, facendo in mode ehe I’uno e I’altra mandino una scintilla contempora- 
neamente su una striseia di carta messa in moto da una macebina Morse: spostando un 
pesetto lungo la molla, poteva ottenere in breve una perfetta coincidenza nei due segni 
lasciati sulla carta dalle due scintille. 

L’arresto della slitta si produce mediante due sbarre disposte ai lati e scavate a cuneo, 
le quali al termine della corsa sono imboccate da altre due sbarre corrispondenti, pure 
foggiate a cuneo, e che penetrando nella cavity delle prime vi generano un grande attrito, 
mentre lateralmente due sistemi di moUe brevi e robuste abbraeciano fermamente la 
slitta. 

Finalmente ecco in ehe modo il Conti determina I’inolinazione della trave. Un can- 
nocchiale 6 fissato alia trave e ad essa parallelo si mantiene U suo asse ottico. Si coUima 
prima ad una stadia, essendo la trave orizzontale, e poi si varia cosi la inclinazione di que- 
sta, che la tangente letta sulla stadia corrisponda precisamente all’angolo di inclinazione 
che si vuol dare al piano di scorrimento. 

Sebbene il Conti avesse procurato di costruire il suo piano inclinato con una robu- 
sta trave di 30 anni almeno, pure non pot^ fare che assolutamente non si producesse ve- 
runa inflessione; ma cereo rimediarvi intercalando delle zeppe di ferro tra due braghe 
consecutive, che servivano a legare il piano di scorrimento eolla trave. 

Volendo procedere alle esperienze, un gran numero di cure minuziose erano neces- 
sarie per mantenere costantemente nelle superiicie uno stato determinate. I piani di scor- 
rimento e gli zoccoli erano spianati colla massima dhigenza, ed alcuni giorni prima del- 
I’esperienza gli zoccoli s’attaccavano alia slitta. Per ottenere la massima purezza, quando 
volevasi sperimentare con superficie sgrassate, si lavavano con grande quantity di alcool 
e zoccoli e piani di scorrimento, lavavansi del pari con alcool gli straeci di bucato, che 
servivano a detergere tali superficie. Si usava poi sempre, nello awiluppare gli stracci, 
la precauzione di fare in modo che la parte usata a detergere non fosse tocca dalla mano. 
Tutte queste awertenze potrebbero parere inutili, ma il fatto dimostra che questo non 
e vero. Il sig. Conti si provd a fare una esperienza con tutte le cautele ora indicate, ed 
essa procedette colla massima regolarit^; poi, toecato uno straceio con mano lavata di 
fresco e pulitissima, e con esso fregato leggermente un tratto del piano di scorrimento, 
ripete I’esperienza, e trov6 in quel tratto nella curva delle velocitS, un salto, un inere- 
mento di velocity. 

Quando sperimentava con superficie untuose, vi ottenne uno strato d’unto leggero 
ed uniforme facendo imbevere d’olio molti stracci, poi spremere fortemente, e eon essi 
strofinare tutto il piano a lungo: owero spargere aleune poche gocce d’olio sul piano, 
stendere uniformemente, ed aseiugare il piano eon stracci asciutti. 
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Altra preeauzione, che egli uso, e che da altri finora pare sia stata trascurata, e quella 
di determinare esattamente la vera e reale superficie di contatto degli zoccoli: egli trov5 
che per i metalli, mentre la superficie totale era di inq. 0,0420, appena, in media, 0,0040 
a 0,0110 era quella di contatto, ossia da un deeimo ad un quarto; talora sitrovh solo '/go* 
ma piu ordinariamenteVs. Essa rieonoscevasi guardando le parti di mutato colore sopra 
lo zoccolo e sui piani di seorrimento. Cosi pote determinare la pressione specifica, tanto 
al prineipio degli esperimenti, quando I’estensione del contatto era minima, quanto alia 
fine, quando essa era massima. 

Quando speriiuentd con superficie oleose, fece in modo che I’olio fosse tanto da man- 
tenere interamente sommersi gli zoccoli: in questo caso la superficie vi entrava tutta 
come superficie di contatto. 

Eseguite con queste cautele le esperienze, resta a dedursi il valore della forza d’at- 
trito dai segni laseiati sulle striscie. Come si rilevino gli spazii percorsi nei successivi in- 
tervalli di tempo e facile a eapire, ed e agevole quindi a eapire, come si possa costruire 
la linea degli spazii. Da questa bisogna poi dedurre la linea delle velocity, e quella delle 
aecelerazioni. Si deduce la linea deUe velocity da quella degli spazii determiriando i coef- 
ficienti angolari delle tangent! nei successivi punti deUa linea degli spazii, e quella delle 
aecelerazioni in modo analogo da quella delle velocity.. 

Per evitare poi in queste costruzioni gli error! prodotti dal eondurre tangenti a vi- 
sta, il Conti osserva che neUa linea degli spazii, per es., la differenza 2/i — y deUe ordi- 
nate corrispondenti ai tempi a: ed a; + 1 di il valore del coefficiente angolare della tangente, 
nei punto di ascissa x-\- y^, aU’arco parabolico (coU’asse parallelo alle y) che, in luogo 
della vera curva, si puo far passare per i punti di ascisse a: ed a: -f 1. Dimodoche coi dati 
dell’esperienza, senza ricorrere a costruzioni grafiehe, si possono successivamente ealeo- 
lare eoUo stesso ordine di approssimazione le velociti e le aecelerazioni, e ottenere cosi, 
per le velociti e per le aecelerazioni. Knee che presentano la medesima regolariti che 
quella degli spazii. 

Costruite queste curve, e facile calcolare il coefficiente di attrito, ossia quel numero 
f che, moltipUcato per la pressione, di il valore dell’intensiti della forza d’attrito. 

Difatti, se diciamo a rinelinazione della trave all’orizzonte, 2p I’angolo ottuso dei 
due piani di seorrimento, X la resistenza dell’aria, A I’accelerazione della slitta, si ha 


f 


Psena — -A — S 



P ^ 

sen 9 


Mortn ritenne che I] fosse trascurabile, almeno per le velocita delle sue sperienze* Conti 
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trovo questo non essere vero, che anzi pu5 raggiungere talora un decimo della resistenza 
totale d’attrito: ed a calcolare S assunse la formula di Poncelet *) 

S = S (0^^ 036 + 0, 084 ± 0, 16 A) 

essendo S I’area battuta, v la velocity ed A raccelerazione. 

Le sperienze di cui tratta la Memoria attuale, appena in numero di 135, sono state 
trascelte, secondo che riferisce I’A., dalla terza di cinque serie di sperienze analoghe **); 
in esse la superficie fissa era di ghisa, sulla quale si fece scorrere successivamente ghisa, 
acciajo, ferro inglese, ferro d’Aosta, bronzo, ottone, rame, macigno di Fiesole, quercia, 
olmo, pioppo, cuojo e gomma elastica. Molte esperienze dovette tralasciare perche non 
fatte colie volute cautele; altre perche, come colPacciaio o col ferro d’Aosta, dopo alcuue 
prove il piano di scorrimento era rigato, per la qual cosa il coefficiente di attrito subiva 
tosto degli accrescimenti strani. Riconobbe avere grande influenza la nettezza delle super- 
ficie: narra di aver fatto certi sperimenti in giorni di polvere o di intemperie, e che allora 
non si avevano piii risultati regolari, ma saltuarie elevazioni nel valore del coefficiente 
d’attrito. Percio nelle esperienze definitive procure di mantenersi eonstantemente in stati 
ben definiti. 

Succedendosi gli esperimenti, il piano di scorrimento si alterava: cita come esempi 
le tavole VIII e XV della presente Memoria, in cui, per date velocity, il coefficiente di 
attrito cresce succedendosi le esperienze. Ma quando queste si ripetano per un po’ di tempo, 
le variazioni diininuiscono; cosi dopo otto esperienze nel cuojo e sette nell’ottone, le dif- 
ferenze si riducono quasi a zero ***). 


*) V. Poncelet — Introduction d la micanique industrieJle — troisieme edition — pag. 626, 
Veramente la formula e dovuta aDiDiON. 

**) Le cinque serie prese insieme (soggiunge il sig. Conti) contengono piii di 2000 esperienze 
fatte con materiali d’ogni sorta, adoperando per superficie fissa persino il ghiacoio. Egli feoe 
alcune prove con lubrificanti, con detergent! diversi, con polveri corrodenti. eoc. 

***) Cerc5 di rendere sensibile questo fatto costruendo per ogni corpo oimentato una serie 
di linee, le quali, per date pressioni e date velocity, rappresentassero i valori del coefficiente 
d’attrito ottenuti in esperienze successive. Percib, assunte distanzc uguali su una retta, vi 
eresse ordinate proporzionali ai successivi valori del coefficiente d’attrito. In questo modo trov6 
che: 1.0 generalmente gli estremi deUe ordinate stanno su una linea retta, tantomeno inclinata 
alL’asse deUe ascisse, quanto maggiore A la velocity., la pressione restando la stessa: 2.° per una 
medesima velocity le rette corrispondenti alle diverse pressioni sono sensibflmente paraUele: 
3.0 la velocity restando sempre la stessa, le differcnze delle ordinate di queste rette per una 
medesima ascissa sono proporzionali aUe differenze delle pressioni. Ma su questo punto pare 
cbe possano sorgero molti dubbii. Prima di tutto la rappresentazione geometrica ideata dal sig. 
Conti, se pub farci vedere che al succedersi delle esperienze, non oambiando le condizioni d4 
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Osserva che, variando i detergenti, varia del pari il coeffieiente d’attrito; che anzi, 
secondo i diversi lavori di una macehina, certi liquidi lo diminuiseono meglio ehe altri, 
che per esempio una lima bagnata in trementina canforata lavora il vetro come se fosse 
un metallo; mentre a secco, e bagnata d’acqua, non dura due minuti. Soggiunge ehe, va- 
riando i liquidi, possono anche mutare le leggi fondamentati deli’attrito. 

Riporta una osservazione curiosa. Faeendo seorrere ghisa su ghisa o bronzo su ghisa 
con superficie untuosa, trovo per coeffieiente di attrito circa 0,1: dopo d’aver spruzzato 


velocita e di pressione, varia tuttavia il coeffieiente di attrito, non ci illumina affatto sul come 
esso varii coUa durata del contatto, ne verso qual valore limite esso tenda. E di quanta uti- 
lita sarebbe questo valor limite per la pratiea industriale, tutti sel vegp:ono: diremo di piii cbe 
questo valor limite, e nessun altro, .sembra doversi ritenere eomevero e reale coeffieiente d’at- 
trito. Imperocolie dipendendo I’attrito in sostanza dall’ elasticity dei corpi confricantisi, deve 
con molta probability succedere il fatto osservato nolle verghe elastiche, che, ove siano tese 
da una forza agente secondo il loro asse, e I’esperimento si rinnovi pih volte di segnito, dopo 
alcune sperienze rallungamento permanente non varia piti, e gli allungamenti (sempre uguali 
fra loro) osservati nolle successive sperienze sono meramente elastici. E chi voglia determinare 
il coefficients di elasticity di una verga terry conto di questi ultimi allungamenti, non 
dei primi. Questa osservazione ci mette in grade di capire come nelle prime sperienze il ooef- 
fteienle d’attrito debba andar variando fino ad un certo limite e poi rimanere costante (non 
cambiando ben inteso la pressioue e la velocity); questo succedery quando la deformazione 
permanente dei due corpi abbia raggiunto il suo massimo. Pei corpi che non si trovino in uno 
state ideale di levigatezza, dovra certamente influire su questo limite anche il distacco di mi- 
nute particelle per la scabrezza delle superficie di contatto: distacco, che tuttavia diminuisce 
sensibilmente colla durata del moto. — D’altra parte possiamo anche dire che la rappresen- 
tazione geometrica del sig. Conti ha molto dell’arbitrario, perche,non avendo egli indicato quale 
intervallo di tempo trasoorresse tra una sperienza e I’altra, i punti rappresentativi di queste 
sperienze con egual diritto si potrebbero anche segnare a distanze diseguali. Oltreaccid pare 
che essa non debba forse ispirare nna grande fiducia, anche perche moltissime di queste linee sono 
tracciate conoscendone appena due o tre punti; per I’ottone soltanto venne fatto uno studio 
pill accurate. Tutto questo ci rileva un difetto del metodo del sig. Conti che pu6 parere abba- 
stanza grave: infatti la lunghezza del sno piano di scorrimento h troppo piocola, pub dar agio 
a fare delle esperienze che durino un po’ di tempo, d’altronde il moto accelerandosi continua- 
mente e impossibile mantenere ima velocita uniforme nel corpo scorrente. Ora per apprezzare 
convenientemente I’influenza della velocita sul valore del coeffieiente d’attrito bisognerebbe 
proprio ceroar di mantenere una velocita costante per un tempo tanto grande quanto si vuole: 
d’altra parte, per eliminare le variazioni prodotte nel coeffieiente d’attrito dal venire a contatto 
sempre porzioni nuove del piano di scorrimento, sarebbe da procurare che periodicamente ve- 
nissero ad a^acciarsi le medesime parti delle superficie dei due corpi. In questo modo, trascorso 
un certo lasso di tempo dopo il principio del moto, sul variare del coeffieiente d’ attrito non 
influirebbe piii che il variare della velocity (la pressione rimanendo la stessa). Ma col metodo 
del sig, Conti pare che nessqna di queste condizioni possa essere soddisfatta. 
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con acqua il piano, il coefBciente diseese a 0,03 per la ghisa alia velocity di l"',e pel bronzo 
a 0,014, la velocity, essendo di 4“ Egli attribuisce questo risultato al fatto, che I’acqua 
sulla superficie untuosa si era disposta in una serie di sferette di circa 1””’ di diametro e 
che si mantenevano tali anehe sotto la slitta, in guisa da cambiare I’attrito di scorri- 
mento in attrito di rivolgimento. 

In generale trovd essere il eoefficiente di attrito maggiore se I’olio abbonda, minore 
se le superficie di scorrimento sono semplieemente untuose. Questo egli dice dipendere 
da che nel primo caso, tutta la superficie esercitando contatto, la pressione specifiea e 
minore, mentre nel seeondo, una parte solamente esercitando contatto, la pressione spe- 
ciflea e maggiore. 

La Memoria e corredata di un atlante, in cui sono raccolte le curve delle sperienze 
ed i fascicoli di calcolo: per ogni eorpo sperimentato hannovi due tavole, neU’una deUe 
quali son contenute le linee delle velocity nelle diverse sperienze, nell’altra le linee che 
per ogni sperienza rappresentano la legge di variazione del eoefficiente d’attrito calco- 
lato coUa formula pih sopra riferita. Ma non sempre furono tracciate queste linee: per 
es., nel caso della ghisa e per le superficie sgrassate, non si vedono le linee che per tre 
delle sette sperienze eseguite. 

Dall’ispezione delle tavole cade immediatamente sotto gli oeehi che per certi corpi 
Je linee deUe velocity sono sensibilissimamente rettilinee: tali sono per es. nella tav. XVI 
quelle per la ghisa scorrente sulla ghisa, nella tav. XIX quelle pel ferro d’Aosta e per 
I’olmo (fibre trasversali), nella XX quelle pel bronzo e per I’ottone scorrenti su ghisa, e 
per la ghisa scorrente su bronzo. Ne seguirebbe che, nelle condizioni in cui vennero fatte 
quelle sperienze, I’attrito doveva con molta approssimazione essere indipendente dalla 
velocita: ed infatti si osserva in generale che le differenze sono abbastanza piccole. Ma in 
alcune sperienze non si possono pih ritenere come tali, ad esempio nella ghisa (superficie 
untuosa, esperienza 1369), 

per V = 0™, 20, si ha f= 0, 067 

v = 2”\80, f= 0,016, 

e nel caso dell’olmo (fibre trasversali, esperienza 1689) per 

v = l"’, /== 0,336 

72, /==0,372. 


Laseiamo di riportare altri esempii. 

Le linee che per una data pressione rappresentano la legge con cui varia il eoefficiente 
d’attrito offrono tutte generalmente il medesimo aspetto; prima la convessit^ rivolta 
yersp I’asse delle velocity, poi un punto di inflessione, indi iin punto di massimo, e poscia 
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un nuovo puuto d’inflessione, e rimanendo convesse tendono ad aecostarsi all’asse delle 
velocita. Se non clie le curve ora indicate non sono sempre le curve dedotte dall’esperienza: 
cosi, a cagion d’esempio, per la ghisa (superficie untuosa) I’A. sperimentd alle pressioni 
di 16009, 23490, 30971 kg., ma nella tavola IV son tracciate le linee corrispondenti alle 
pressioni di 15000, 25000, 30000 kg., dedotte da quelle delle sperienze ritenendo che alia 
medesima velocity le differenze tra i coefficienti di attrito sieno proporzionati alle diffe- 
renze delle pressioni (vedi pag. 377, nota ***)); insieme con qiieste curve per5 furono 
segnati anche i punti ottenuti nelle sperienze. 

Per aleune sostanze, oioe per la ghisa, aeciajo, pioppo (fibre trasversali), quereia 
(fibre trasversali), euojo, I’.A., costrui anche alcuni diagrammi, i quali indicano come varii 
n eoefficiente di attrito eolla pressione, e trovo generalmente che le curve sono tutte con- 
vesse verso Passe delle pressioni, che si alzano abbastanza rapidamente col diminuire 
della pressione, restando invariabile la velocity 

Dei resultati numerici dell’esperienze del Conti non daremo qui che qualeuno de’ 
piii interessanti. Per es. si trova che, tra i coefficienti dati dal Morin per superficie sgras- 
sate e quelli trovati dal Conti per velocity intomo ad un metro, non passa grande diva- 
rio: si dee fare eecezione pel euojo. Eeco il paragons per il euojo frai coefficienti trovati 
da Morin e da Conti. Per le superficie sgrassate sotto la pressione specifica di 5000 kg. - 
trovarono 

Morin Conti 

f = 0,56 t; = 0’",40 0,615 

?; = 0’’\65 0,687 

v = l’^ f = 0,80 (massimo ) ; 

ad un metro di velocita, seco ado il Conti, si avrebbe il massimo di f. 

Morin, pel euojo ancora ma per le superficie bagnate ed untuose, d^ f = 0, 23. Conti 
invece, per superficie rese untuose nel mode piii sopra indicate, 

per V == O’", 6, trova f = 0, 518 

w = l“, f =0,697 

V — 1"\ 4 , / = 0 , 648 (mass .) . 

Pih sensibili ancora sono i divarii per i metalli (superficie untuose); 

Morin Conti 

Ghisa su ghisa, pressione 15000 kg. 
u = 0’", 6 if = 0,05 

i; = l“ ^==0,079 

v — X”',5 f — 0 , 122 (mass.) 


f = 0,07 a 0,08 
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Rame su ghisa 
t;=:0^6 f== 0,038 

f= 0,0586 

v = 2^,2 f = 0, 129 (mass.) 

Bronzo su ghisa 
= ^^0,0975 

v^2”^ f= 0,125. 

Queste cifre che si potrebbero ancora moltiplicare a volont^, fanno vedere come, a 
pari pressione, Tattrito varii moltissimo coi diversi corpi e coUa velocity, e che il massimo 
di f non corrisponde per tutti i corpi alia stessa velocita. 

Finalmente, le conclusioni general! del lavoro del sig. Conti eono che la resistenza 
d’attrito: 

1,^ Cresce coUo scemare della pressione specifica, e che questo accrescimento e assai 
grande se le superficie di contatto sono untuose, piccolo se sgrassate. 

2.0 Cresce rapidamente col crescere della velocita e poi, passato un massimo, dimi- 
nuisce con rapidita poco diversa, per continuare in segnito a diminuire di piii in pih lenta- 
mente. Cosi Taccrescimento come la diminuzione e molto grande nelle superficie untuose, 
piccolo nelle sgrassate. 

3.0 Quanto e maggiore la pressione, tanto minore e la differenza fra il massimo ed 
il minimo coefficiente, allorche si passa per la stessa serie di velocity diverse, cosi nelle 
superficie untuose, come nelle sgrassate * * ). 

n coLo Conti, verso il termine della sua Memoria, espone alcune sue ipotesi intorno 
alia causa probabile del consume considerevole di forza viva dovuto all’attrito nelle mac- 
chine: lo attribuisce a trasporto di particelle materiali con grandissima velocita, operate 
da correnti elettriche che si desterebbero nel mutuo sfregamento de’ due corpi. Ma quale 


*) Non possiamo pero tratteneroi dall’osservare che dalle 135 esperienzeriferitenella Memo- 
ria si pu6 ben trarre argomento per mettere in dnbbio i risnltati ottenuti da Coulomb e da Mo- 
rin, ma che si puo dubitare se esse bastino a convincere della verita delle leggi enxmeiate dal 
sig. Conti, tanto piti che col sno processo non e evidente la possibility di giungere a qnalche risnl- 
tato concludente (vedi nota ***) a pag, 377). Se nell’apprezzamento di alcune oircostanze egli fu 
scrupoloso fino alFecoesso, non si pu5 dire che abbia fatto altrettanto quando voile deter min are 
rinclinazione del piano di scorrimento usando la stadia, e Testensione del contatto osservando 
sulle superficie di scorrimento le parti di mutato colore, metodo questo assai vago, per Fincer- 
tezza che rimane sempre nel passaggio tra le parti che hanno e quelle che non hanno cambiato 
colore. D’altra parte, nella sua Memoria egli non indica come siasi guidato nel misurare Farea 

di queste porzioni di superficie. N^ pot^ certamente coUa disposizione da lui ideata evitare gli 

efietti dovuti alia tendenza della slitta al serpeggiamento: a ci5 basta la menoma irregolarith 
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sia propriamente il suo modo di ved6r6j qualo il valore delle sug opinioni, 0 difficile il poter 
giudieare, perche le sue dichiarazioni non sono abbastanza esplicite *), 

Il sig. Conti afferma che delle numerosissime esperienze da lui intraprese s’e limitato 
a riportare in questo lavoro una piccola parte, per non dare al medesimo un’eccessiva 
estensione; ed aggiunge che, quando pure le avesse riferite per intero, la sostanza delle sue 
conelusioni non ne sarebbe stata alterata. Di siffatta ommissione e naturale che si abbia 
a lasciare a lui tutta la responsabilit^. 

E questa riserva e tanto piu necessaria dal momento che il sig. Conti riferisce i risul- 
tati di 135 esperienze soltanto, alcune delle quali (sull’acclajo e sul ferro d’ Aosta) confessa 
egli stesso non essere riuscite con troppa regolarit^. 

Noi concediaino per5 che le esperienze del sig. Conti appajono condotte con ability 


nello spianamento deUe superficie di acorrimento (di questa irregolaritA fornisce egli stesso una 
prova, ove dice che la massima estensione del contatto variava da ^ ad Ve della superficie 
totaJe): impedendo il serpeggiamento, certi punti finiscono per essere premuti pih degli altri, 
donde deve nascere un aumento dell’attrito. Non parr^ dunque indiscroaione il pensare che, 
prim a di poter accettare come definitive le leggi enunciate, sono ancor necessarie altre sperienze 
pih variate, e fatte in condizioni tali che sia possibile Tapprezzare con maggiore accuratezza 
I’influenza eseroitata dalla velocita, daU’ estensione e daUa durata del contatto. 

*) Tra le molte oonsiderazioni che egli fa sulle cause delTattrito una ve n’e che ^ ben dura 
ad ammettersi. Dice in sostanza: immaginate un oorpo che si muova lungo un piano inclinato, 
nel sense, poniamo, della linea di massimo pendio; se a questo corpo imprimeteun altro movi- 
mento in direzione diversa da quella del primo, per questo solo fatto, I’attrito deve diminuire. 
Quest’ asserzione gratuita, appoggiata a nessun fatto, e cos! contraria aUe idee che possianao 
farci suil’attrito, che non sappiamo in veritA da chi possa essere accettata. Per ispiegar meglio 
le sue idee soggiunge: osservate ohi deve sturare una bottiglia: se tira iltappo nel sense dell’asse 
della bottiglia, e obbligato a fare uno sforzo grandissimo, mentre se imprime al tappo un moto 
elicoidale, gli basta uno sforzo molto minore; dunque, egli conclude, nel secondo caso Tattrito 
fra tappo e vetro ^ minore. Ma non A necessario ricorrere a sifiatta ipotesiper vedere che lo sforzo 
da esercitarsi* nel secondo caso, deve essere minore, Imperocche se diciamo 9 I’area laterale del 
tappo, p la pressione per unit A di superficie fra tappo e vetro, / il coefficiente d’attrito, r il raggio 
del tappo, il il raggio del manico del cavatappi, h il passo oomune aile eliche descritte da ciascun 
punto del tappo, lo sforzo da impiegarsi per ottenere lo sturamento si trova essere (finchA il 
tappo giace tutto entro la bottiglia). 


P=/i>9 


V(4 Tu* r* + 
y(4x2R2+A2) 


che A massimo per A = 00 ed uguale ad fpQ e questo A iJ primo dei casi considerati dal sig. 
Conti: ma qualunque sia 7i, purchA finite, si ha sempre T </pQ. Che . nel caso di corpi non 
isotropi I’intensitA dcll’attrito possa cambiare coUa direzione del moto, A fuori di dubbio: ma 
questo fatto dipende aUora daUe proprietA de’ corpi rispetto aHa loro elasticitA, non giA dalla 
circostanza cheil oorpo scorrente sia animato da pih moti difierenti in diverse direzioni. 
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non comune; e che, sebbene esse non forniseano leggi positive, ma piuttosto servano a iii- 
firmare le leggi ammesse finora, a ogni modo non possono mancare d’importanza per la 
ricerca delle vere leggi. Se non che un precise apprezzamento del metodo seguito dall’Au- 
tore, e de’ risultati ai quali e pervenuto, non puo essere raggiunto per mezzo di una sem- 
plice lettura della Memoria presentata, quale s’S potuta fare da noi; ma solo deve atten- 
dersi da un profondo e accurate esame critico intrapreso da eminenti cultori delle scienze 
sperimentali. £ quindi naturale che a noi paja desiderabile la pubblicazione della Memoria 
medesima, affincne su di essa venga provocata una discussione fecoiida, e si pronunci la 
sentenza dai giudici piu competenti. 



101 . 

SULLA CORRISPONDENZA FRA LA TEORIA DEI SISTEMI DI RETTE 
E LA TEORIA DELLE SUPERFICIE. 


Atti della R. Aceademia dei Lincei, MemoiHe, serie II, volume 111 (1875-76), pp. 285-302 


l.° Se un sistema di valori particolaxi attribuiti a n paramein o coordinate x^, ... x„, 
OTvero (quando si vogliano formole omogenee) agli n rapporti fra w + 1 coordinate 
*1 : aij ; . . . : a;,, : x^^^ individuano un ente geometrico, la totalit^i degli enti geometrici corrispon- 
denti alia totality de’ valori attribuiti agli n parametri o agli n rapporti dicesi spazio di n 
dimensioni di cui quegli enti geometrici si riguardano come elementi *). Per esempio, i 
punti di una linea, le liaee o le superficie di un fascio, le generatrici di una superficie ri- 
gata, i piani tangerti di una sviluppabile, ... costituiseono spazi di una dimensione. I punti 
0 i piani tangenti di una superficie, le rette di un piano, le rette tangent! comuni a due su- 
perficie, le rette bitangenti o osciilatrici o normal! di una superficie, le corde di una data 
curva gobba , . . costituiseono spazi di due dimension!. 1 punti o i piani dello spazio ordi- 
nario, i cireoli di un piano, le sezioiii plane di una superficie, le rette tangenti di una super- 
ficie, le rette che incontrano una curva, ... sono elementi di spazi a tre dimensioni. Le rette 
dello spazio ordinario, tutte le sf ere, le conicbe appoggiate a quattro rette date, . . . sono gU 
elementi di spazi a quattro dimensioni. Le conicbe esistenti in un dato piano, le cubicbe 
gobbe situate su di una data superficie di 2.° grado, ... formano spazi di cinque dimensioni 
ece. ecc. 

TJno spazio di n dimensioni contiene in seinfiniti spazi di n — 1. n — 2,... dimensioni, 
definiti da una o piii equazioni fra le coordinate. Fra questi spazi siihordinati sono rimarche- 
vob quelli determinati da equazioni lineari. 

2.0 Una trafiformazione geomelrica eonsiste nello stabiiire relazioni fra le coordinate 
degli elementi variabUi in due spazi d’uno stesso numero di dimensioni, tali che a ciascun 


Mannig/altigheit dei matematici tedcsehi. 
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elemento del prime o del secondo spazio corrisponda un elemento o uu numero finite di 
elementi dell’altro spazio La trasformazione e detta razionale quando a ciascun elemento 
del primo spazio corrisponde un solo elemento del secondo ed a ciascuno del secondo un 
solo del primo; eccezione fatta di aleuni elementi detti fondamentali (isolati o costi- 
tuenti spazi subordinati), ai quali corrispondono, non un solo, bensi infiniti elementi. 

Per mezzo di una trasformazione cosi fatta si puo riferire un complesso lineare di rette 
alio spazio ordinario i cui elementi siano punti. Complesso di rette, secondo la denomina- 
zione di Pluecker *) e uno spazio a tre dimensioni i cui elementi sono rette. II complesso 
e di grado n se sono n le rette del complesso che passano per un punto dato ad arbitrio e 
giacciono in un piano condotto pure ad arbitrio per esso punto. Se n = 1 , il complesso 
dicesi lineare. 

3.0 I signori Noether **) e Lie ***), partendo da diversi punti di vista, diedero una 
rappresentazione *!*) d’ un complesso lineare C sullo spazio ordinario S costituito da 
punti, in virtu della quale ai piani di S' corrispondono le eongruenze lineari t|) conte- 
nenti una retta fissa (fondamentale) r appartenente al dato complesso e alle eongruenze 


*) Neue Oeometrie des Baumes gegruTidet auf die Betrachtung der geraden Linie als Baume^ 
lemeni (Leipzig 1868-69). 

*♦) Zur Theorie der algehmischen Functionen mehrerer complexer Vari^iheln- (Naclrricliten 
di Grottinga 1869). 

***) Over en Olasse geometrisTce Transformaiioner (Atti della Society di Christiania, 1871), 
TJeher Complexe, inshesondere Linien - und Kugel-Complexe, etc. (Mathematische Annalen t. 5). 
— - II presente mio scritto non ha altro fine che di attirare Tattenzione su cotesti bellissimi la- 
vori del signor Lie. ridondanti di concetti original! e fecondissimi. 

t) Dico uTva e agginngo la piti semplice, qnella cio© che corrisponde alia trasformazione 
omografica d’lino spazio ordinario in un altro spazio ordinario. Inf atti, in quella rappresenta- 
zione gli spazi di due e di una dimensione contenuti nello spazio ordinario e definiti da equa- 
zioni lineari, vale a dire i piani e le rette, corrispondono a spazi analogamente subordinati al 
complesso lineare, definiti essi pure da equazioni lineari, ossia a eongruenze lineari (contenenti 
la retta fondamentale) e ad iperboloidi rigati (contenenti la retta fondamentale). Si potrebbe, 
invece, fare la rappresentazione in modo che queste eongruenze corrispondessero a superficie 
di qualunque ordine dato, purch^ costituenti un cosi detto sistema omaloidico. Vero ^ che 
questa rappresentazione si pu6 considerare come risultante dalla prima e da una delle trasfor- 
mazioni da me studiate in una Memoria inserita negli Annali di Matematica (t. 5) [Qneste 
Opere, n. 96]. 

tt) Bitenuta la denominazione di Pluecker, congruenza h uno spazio di due dimensioni 
{sistema di raggi secondo Kummer), i cui elementi siano rette. Se delle rette d’una congruenza 
ve se sono n passanti per un punto arbitrario ed m situate in un piano arbitrario, la congxu- 
enza dicesi d’^orddm n e di classe m. Quando la, congruenza dicesi di grado n. Idneart 

appellansi le eongruenze di 1.® grado, 

Cremona, tomo 111. 
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lineari contenute in C (in generale non eontenenti r) corrispondono le quadriche (super- 
ficie di 2.° grado) passanti per una conica fissa (fondamentak) K'. I punti del piano it' 
di K', non situati in questa conica, comspondono alle rette di 0 infinitamente vicine ad 
r, ma non seganti r. Ad un punto M' di K' corrispondono tutte le rette di C che passano 
per un punto M di r, le quali sono in un piano passante per r. Ai punti di una retta g' qua- 
lunque in S' corrispondono rette di C che sono generatrici di un iperboloide, fra le quali 
e compresa anche r. Ma se gi' incontra K' in un punto M', 1’ iperboloide si spezza in due 
fasci piani, I’uno delle rette di C passanti pel punto M di r, I’aJtro delle rette di C che 
passano per un punto G e conseguentemente giaeciono in un piano q (yiano polar e di G 
rispetto al complesso C). Donde risulta che ai punti dello spazio ordinario S nel quale 
e dato ii complesso C, eioe ai centri de’ fasci piani contenuti in C, e simultaneamente 
ai piani di questi fasei, corrispondono in S' le rette appoggiate alia conica fondamentale 
K', rette che formano un complesso C' di 2." grado. 

4.0 Tre punti nello spazio S' individuano un piano; i tre raggi corrispondenti in C, 
insieme eon r, determinano la congruenza lineare che corrisponde al piano. 

b.° Due piani in S' hanno in comune una retta; cosi i raggi comuni alle congruenze 
che corrispondono a quelli, sono le generatrici dell’iperboloide eorrispondente alia retta 
data: iperboloide che ha per generatrice anche la retta r. La generatrice infinitamente 
vieina ad r corrisponde al punto in eui la retta comune ai due piani dati incontra il piano 
n'. Le direttrici dell’iperboloide sono a due a due rette reciproche rispetto a C e formano 
un’involuzione: due qualsivogliano di queste rette reciproche sono le direttrici di una 
congruenza eomprendente in se I’iperboloide e eorrispondente ad un piano del fascio in- 
dividuate dai due dati. I punti in cui questo piano incontra K' corrispondono a quelli 
dove le due rette reciproche sono appoggiate ad r. I raggi doppi dell’involuzione appar- 
tengono al complesso C e corrispondono a quei piani del fascio che toccano la conica K'. 

6.0 Due punti in S' determinano una retta ; i due raggi corrispondenti in C indivi- 
duano, insieme con r, I’iperboloide le cui generatrici corrispondono ai punti della retta 
data. Se la retta incontra K', P iperboloide si spezza in due fasci di raggi; Funo corrisponde 
al solo punto di K' ed e formato da rette eoncorrenti in un punto di r; Faltro e eostituito 
dalle rette corrispondenti aUa serie de’ punti della retta data. Se due rette in S' si se- 
gano, gF iperboloidi corrispondenti in 0 hanno, oltre ad r, un’ ultra generatrice comune 
(eorrispondente al punto d’incontro delle due rette date) e due direttrici comuni, che sono 
le direttrici della congruenza eorrispondente al piano delle due rette date. Se le due rette 
in S' s’incontrano sul piano jc', i corrispondenti iperboloidi si toccano lungo la genera- 
triee comune r. A tutte le rette in S' passanti per uno stesso punto corrispondono in C 
gl’iperboloidi passanti (per r e) per uno stesso raggio, U eorrispondente del punto dato. 
A tutte le rette contenute in uno stesso piano in S' corrispondono in C gF iperboloidi 
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passanti (per r e) per una stessa coppia di rette reciproche, le direttrici deJla congrueiiza 
corrispondente al piano dato. A tiitte le rette di kS' passanti per iinn stesso punto e con- 
teinite in uno stesso piano corrispondono in C gFiperboloidi passanti per un dato quadri- 
latero gobbo, Eormato da r, da un altro raggio a: di C e da due rette. reciproche i, i!,. Le 
coppie di piani {pci^rt^), comprese in questo faseio d’iperboloidi corrispondono 

alle due rette del dato faseio in S' che incontrano K'. 

7.0 Tre piani in S' individuano un punto, al quale eorrisponde il raggio C eomune 
alle tre congruenze (contenute in C e passanti per r) che corrispondono a que’ tre piani. 
Lo stesso raggio, insieme eon r, e segato da un numero doppiamente infinite di coppie 
di rette reciproche; ciascuna coppia da le direttrici di una eongruenza corrispondente ad 
un piano passante pel punto eomune ai tre dati. 

8.0 Un piano qualunque p.' in 8' sega K' in due punti M', M',; alle rette passanti 
per questi punti e contenute in quel piano corrispondono i punti di due rette reciproche 
g, rispetto a C, le quali sono le direttrici della eongruenza corrispondente al piano 
dato p-'. Le rette g, g, incontrano r in due punti M, M, che, in un certo senso, corri- 
spondono ad M', M'l. Ai punti di una retta esistente nel piano p' corrispondono le ge- 
neratrici d*un iperboloide contenuto nella eongruenza che eorrisponde al piano dato. A 
ciascuno de’ punti M', corrispondono i raggi d’un faseio D cui centro e il punto M od 
Ml ed il cui piano passa per r. Per conseguenza I’iperboloide corrispondente aUa retta 
eomune ai piani p^, ic' si decompone ne’ due fasci piani i cui centri sono M, Mi. Se il 
piano p' varia restando fissi i punti M', M'l (o uno solo di questi), yariano le rette g, gi, 
manon gihi punti M, Mi (o uno di questi). Se coincidono i punti M',M'i, coincideranno 
anche i punti M, M', epperh le rette g, g\; vale a dire: ad un piano tangente a K' corri- 
sponde una eongruenza speeiale, la cui direttrice (unica) e un raggio del eomplesso C ap- 
poggiato ad r. 

9.0 Ad una eongruenza eontenuta in C, ma non contenente r, eorrisponde una su- 
perfleie qu^drica in S', che passa per K' : ai due sistemi di generatriei di questa quhdriea 
corrispondono i punti delle due rette (reciproche, non appoggiate ad r) direttrici deUa data 
eongruenza; e propriamente aUe generatriei di un sistema corrispondono i punti di una 
direttrice e i piani per I’altra; ed aUe generatriei del secondo sistema corrispondono i punti 
della seconda direttrice ed i piani per la prima. Se la data eongruenza e speciale, vale a 
dire, se ha per direttrice unica un raggio di C non appoggiato ad r, la corrispondente quh- 
driea in S' sara un cono passante per K' ed avente il vertice nel punto che eorrisponde 
all’anzidetto raggio di C. 

10.0 Una retta arbitraria in S, insieme colla sua reciprooa rispetto a C, individua 
una eongruenza lineare, di cui queUe due rette sono le direttrici, ed a cui eorrisponde in 
S' una quhdrica passante per K'. Se la retta in S incontra r, la quhdrica si spezza in due 
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piani, uno de’ quali e iJ piano mentre I’altro e quello che corrisponde alia eongruenza 
le cui direttrici sono la retta data e la sua reciproca. Se la retta in S appartiene al com- 
plesso C, la quadriea e un cono. 

In un certo senso adunque si pud dire che ad una retta data in 8 (e alia sua reciproca 
rispetto a C) corrisponde in S' una quadriea per K'. Se la retta in 8 passa per un punto 
dato (o giace in un piano dato), la quitdriea conterra il raggio del complesso C' che eorri- 
sponde al punto (o al piano) dato. Se la retta data in 8 passa per un punto dato e giace 
in un piano dato (passante pel punto dato), la quMrica avrd. per generatrici (di sistemi 
differenti) il raggio eorrispondente al punto ed il raggio corrispondente al piano. 

11. " Due quadriche in S', passanti per K', si segano lungo un’altra eonica, alia quale 
corrisponderd, I’iperboloide (non passante per r) formato dalle rette di C eomuni alle due 
congmenze che eorrispondono alle due qud.driche date. Le direttrici deU’iperboloide sono 
a due a due rette reciproche e quindi formano un’involuzione: due rette reciproche sono 
direttrici di una eongruenza (contenente Fiperboloide) che corrisponde ad una quadriea 
del fascio individuato dalle due quadriche date; e i raggi doppi deU’involuzione sono queUe 
rette di C che eorrispondono ai due coni del fascio. QueUe due rette reciproche (fra le di- 
rettrici dell’iperboloide) che sono ineontrate da r sono le direttrici deUa eongruenza 
corrispondente al piano deUa conica eomune alle due quadriche date. 

12. ® AUa serie dei punti di K' eorrispondono le rette della eongruenza speciale che 
ha per direttrice unica r, e che ha con un’altra eongruenza qualsivoglia (contenuta in 
C, ma non passante per r) un iperboloide eomune, del quale r e una direttrice. Questo 
iperboloide corrisponde alia conica K' considerata come sezione piana deUa quadriea eor- 
rispondente aUa eongruenza qualsivoglia: vale a dire, tutte le congmenze che compren- 
dono m sb uno stesso iperboloide, pel quale r sia una direttrice, eorrispondono a qua,driche 
che si toeeano lungo la conica K'. Fra queste quhdriehe vi e un cono; esso corrisponde 
a quell’altra retta del complesso C che pure una direttrice dell’iperboloide. L’ iperbo- 
loide e individuate quando sia data un’altra direttrice g, oltre ad r: a queUa direttrice 
corrisponder^ una quldrica per K', e tutte le altre quadriche tangenti a questa lungo 
K' corrisponderanno alle direttrici deU’iperboloide. 

13. ° Altrimenti: una eongruenza (lineare) in C ha infinite rette appoggiate ad r, le 
quali formano un iperboloide, e questo ha fra le sue cUrettrici un altro raggio del complesso 
C. Questo raggio corrisponde al polo del piano nr' relativo aUa quildrica per K' che eor- 
risponde alia eongruenza anzidetta. 

14.0 Viceversa: ad un iperboloide qualunque le cui generatrici siano raggi del com- 
plesso C corrisponde una conica segante K' in due punti corrispondenti a queUi in cui 
Fiperboloide b ineontrato da r. Se Fiperboloide S formato da rette del complesso ap- 
poggiate ad r, la conica corrispondente coincide con K'. Se invece r e una generatrice 
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dell’ iperboloide, la conica corrispondente si spezza in una retta (che non incontra K') 
ed in un’altra retta posta nel piano u' : le due rette hanno in comune quel punto che 
corrisponde alia generatrice infinitamente vicina ad r. 

15.0 Si ^ gi^ detto che ad un punto G dello spazio S corrisponde in S' un raggio g' del 
complesso C', cioe un raggio appoggiato a K': ai raggi di 0 passanti per G eorrispondono 
i punti di g' (ovvero, se si vuole, i coni che hanno questi punti per vertici e K' per base); 
alle rette passanti per G ma non appartenenti a C eorrispondono le qu^driehe che con- 
tengono o' e K'. A tutti i punti G di un piano s, U eui polo rispetto a C sia E, corrispon- 
dono i raggi d’una congruenza in C, ciofe le rette che incontrano K' e queUa retta e' (ap- 
poggiata a K') che corrisponde ad E. H punto comune al piano s e alia retta r corrisponde 
a queUo in cui e' incontra K'. Alle rette del piano s eorrispondono le quadriche conte- 
nute nella predetta congruenza, cioe le quadriche le cui generatrici sono appoggiate a 
K' e ad e'. 

16.0 A. tutti i punti G di un iperboloide formato da raggi di C eorrispondono rette 
di una congruenza o sistema di 2.° grado, avente per direttrici la conica K' e una retta 
non appoggiata a K', ovvero una conica segante K' in due punti, secondoch^ 1’ iperbo- 
loide eontiene o non contiene la generatrice r. Se 1’ iperboloide I formato da raggi di C 
appoggiati ad r, esso avr^ un’altra direttrice appartenente al complesso C, alia quale 
corrisponde un cono per K' ; e ai punti dell’ iperboloide corrisponderanno le rette tan- 
gent! al cono nei punti di K'. 

17.° In un piano s' deUo spazio S' sia tracciata una curva U d’ordine w', per la quale 
i punti A', B' comuni al detto piano e a K' siano multipli rispettivamente secondo i 
numeri a, p. AUa curva U corrisponderii in C una superfleie gobba contenuta nella 
congruenza lineare che corrispondera al piano s'. Siccome L' ha, all’infuori di K', un 
numero 2w — a — p di punti comuni con una quadrica eondotta ad arbitrio per K’, cosi 
una retta arbitraria in S ineontrer^ la superfleie gobba in 2»i — a — p punti; vale a dire, que- 
sto numero h il grado della superficie. Un piano qualunque in S' incontra L' in n punti; 
dunque una retta appoggiata ad r incontra n generatrici deUa superficie gobba: donde 
segue ehe, per questa,lar ^ una generatrice multipla secondo n — a — p. Le n — a — Pgene- 
ratriei infinitamente vicine ad r corrisponderanno ai punti in cui L.' e incontrata dal piano 
fuori di K'. Le direttrici a, b della congruenza saranno direttrici anche della super- 
ficie gobba. Una retta eondotta ad arbitrio per A' nel piano s' incontra L' inaltri n — a 
punti, ai quali eorrispondono altrettante generatrici deUa superficie gobba uscenti da un 
punto di a e contenute in un piano per 6; ed analogamente ogni piano per a contiene w — p 
generatrici concorrenti in un punto di b. Agli n punti m cui L' e segata da una retta del 
suo piano eorrispondono le n generatrici comuni alia superficie gobba e ad un iperboloide 
passante per le rette r, a, b. Ai 2n — a — p punti in eui L' e incontrata da una conica 
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descritta in s per A', B' corrispondono le 2n — a — p generatrici che la superficie gobba 
ha in comune con un iperboloide passante per a, 6, Viceversa una retta arbitraria in 8 
incontra 2n — a — p generatrici della superficie gobba, alle quali corrispondono altret- 
tanti punti comuni alia curva L' e ad una conica per A, B'. Ossia possianio dire che 
ad una retta incontrante la superficie gobba corrisponde una conica per A', B' nel 
piano s' (e come caso particolare una retta). Ma reciprocamente ad una conica per A', B' 
nel piano s' (o ad una retta) corrispondono infinite rette in S, tutte direttrici d’uno stesso 
iperboloide che ha per direttrici anche a e 

Di qui segue che le proprieta concernenti le rette tangenti, osculatrici, bitangenti 
ecc. della superficie gobba corrispondono a quelle deUe coniche per A', B' *) e delle rette 
tangenti, osculatrici, bitangenti, ecc. della curva L'. 

18.0 una curva gobba d’ordine n situata in una quadrica per K' corrisponde una 
superficie gobba, che e pure d’ordine n, perche ogni altra quadrica per K' incontrera la 
curva in n punti fuori della conica fondamentale K'. La superficie gobba ha due direttrici 
rettilinee a, b, che sono le direttrici della congruenza corrispondente alia quadrica su cui 
giace la data curva. Questa segher^ rispettivamente in a, (3 (a -j- ^ = n) punti le rette 
de’ due sistemi esistenti sulla quadrica ; percib da ogni punto di a partiranno a genera- 
trici della superficie gobba, contenute in un piano per &, e da ogni punto di h ne parti- 
raiino ^ contenute in un piano per a, 

19.0 una cai*va gobba qualsivogiia C',,, che con K' abbia k punti comuni, corri- 
sponde una superficie rigata (gobba) d’ordine 2n — ifc, per la quale r e una generatrice 
multipla secondo n — L 1 punti di questa superficie corrispondono alle rette che incon- 
trano la data curva gobba e la conica fondamentale K'. I punti della curva doppia della 
superficie corrispondono alle corde della curva data incontrate da K': quindi Tordine 
della curva doppia, ossia il numero de’ punti comuni a questa e ad un piano s, sara 
uguale al numero delie corde di C',, che incontrano K' ed una retta e' appoggiata a K', il 
qual numero e (m — k) (rt—l) + Ji, dove h sia il numero delle corde di C,„ che passano 
per un punto arbitrario dello spazio **). Un piano per r incontra la curva doppia in h 
punti fuori di r, corrispondenti alle h corde di che escono da un punto di K'; dunque 
la curva doppia e appoggiata ad f in {n — k) {n — 1) punti. Un’altra generatrice qualun- 


*) Ossia de’ cii'coli, se si suppone clie K' sia ii circolo imaginario all’infinito nello spazio S' . 

**) Infatti: da un punto qualunque di ^ partono li corde di ; un piano qualunque per e' 
Sega 0';, in n punti, eppero contiene ^n{n — l)Jcorde diU'/t^.; dunque il luogo delle corde di C'n 
ad e’ e delPordiue ~n{n — 1) -|- e per esso la e multipla secondo n — 1. Questo 

luogo ha su K un punto multiplo secondo A e A; ijuuti multipli secondo n — 1; X->eroi6 incontrorr^ 
IL in altri n{n — 1) 2h — h — k{n — 1) — (n — k)(n — 1) -[- A, 
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que incontra la curva doppia in n — 1 punti, corrispondenti alle corde di C',, appoggiate 
a K' e passanti per uno stesso punto di G ,, Le intersezioni ed i contatti della superficie 
gobba con linee rette appoggiate o no ad r corrispondono alle intersezioni ed ai contatti 
della curva C,, con piani o con quMriche per K' *). 

20.O Se tutte le tangent! di incontrano K', vale a dire, se C',, e la curva cuspi- 
dale di una sviluppabile circoscritta a K', la superficie rigata corrispondente sara una 
sviluppabile; infatti siccome due punti successivi di C',, sono sempre in una retta del 
complesso C', cosi due generatrici successive della corrispondente superficie rigata avranno 
sempre un punto comuiie. I punti della curva cuspidale di questa superficie corrispondono 
alle tangenti di C',,, e le tangenti di quella corrispondono ai punti di C',, **). 

21.<^ Sia ora data in S' una superficie F'. Essa ammette in un suo punto qualunque 
due tangenti appoggiate a K'; e tutte le rette analoghe saranno le tangenti di un sistema 
di curve F, delle quali due passano per un punto qualunque di F'. Ai punti ed alle tan- 
genti di una curva F corrispondono in S ordinatamente le tangenti e i punti di una curva 
r ; e il luogo di tutte le curve F sara una superficie F, i cui punti sono le imagini delle 
tangenti di F' appoggiate a K'. Siccome ogni punto di F' appartiene a due curve F', 
cosi la corrispondente retta del complesso C toccliera due curve F, cioe toccher^ F in 
due punti; questa e dunque la siqjerfieie focale del sistema di rette che appartengono al 
complesso C e che corrispondono ai punti di F'. Per un punto qualunque di F passa (in 
generale) una sola curva F, la cui tangente e Fintersezione del piano tangente di F col 
piano che contiene le rette del complesso C incrociate in quel punto. Ne segue che una 
sola curva F' e toccata da una retta del complesso C' che sia tangente ad F'. Se in un 
punto particolare F e toccata da infinite rette del complesso C, la corrispondente retta 
di C' giacer^ per intero su F' e fara parte del sistema F. 

Per tal mode ad ogni punto di F ne corrisponde uno di F', ma viceversa ad un punto 
di F' ne corrispondono due di F. Pero a due punti infinitamente vicini dell’una superfi- 
cie e situati in una retta del relative complesso corrispondono due punti del pari infini- 
tamente vicini dell’ altra superficie e giacenti in una retta del relative complesso, per- 
che ad un elemento di curva F o F' corrisponde un elemento della corrispondente curva 
F' 0 F. Ond’ e che ad una curva qualunque tracciata suU’una superficie corrisponder^ 
una curva tracciata suU’altra: propriamente, ai punti della prima curva corrispondono 
le generatrici di una superficie rigata circoscritta alia seeonda superficie lungo la seeonda 
curva. Se le tangenti della prima curva sono rette del rispettivo complesso C o C', anche 


*) Ossia con sfere, nell’ipotesi snesposta. 

**) Della corriapondenza di codeste curve le cui tangenti appartengono ai eomplessi C, O, 
il sig. Lie ha fatto import an tissime applioazioni (Math. Annalen, t. 5). 
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le tangenti dell’altra curva hanno I’analoga propriety, e la superfieie rigata diviene svilup- 
pabile. 

Lo studio di una superfieie qualunque F' concepita come luogo di punti nello spazio 
S' si traduce cosi immediatamente nello studio di un sistema doppiamente infinite 
di rette contenuto nel complesso lineare C: sistema la cui superfieie focale F Ma corri- 
spondente di F'. Se F', a cagione d’esempio, e suscettibile d’essere rappresentata punto 
per punto sopra un piano, questo si potr^ considerare come una rappresentazione del si- 
stema per mode che ogni retta di 4> avra per imagine un punto del piano. Se poi i 
punti e le rette di questo piano si trasformano per dualita nelle rette e nei punti del piano 
medesimo (o di un altro), le imagini delle rette di <J> saranno le rette di un piano. 

22.0 Per presentare un esempio, assumiamo una superfieie di terz’ordine F' che passi 
per la coniea fondamentale K'. Siccome una retta appoggiata a K' incontra F' in al- 
tri due punti, cosi per un punto arbitrario di S passano due raggi del sistema <I>, ed un 
piano arbitrario in S ne eontiene due del pari. II sistema e dunque di seeondo grado 
e ad esso appartiene la retta r, a cagione della retta che F' ha nel piano tc'. Alle rette che 
toecano F' e incontrano K' corrispondono i fuochi e i piani foeali *) del sistema <l> ; di 
quale grado sara il luogo di tali punti e di tali piani ? Ossia, quanti fuochi si trovano su 
di una retta arbitraria g o quanti piani foeali passano per essa? Ci6 equivale a domandare 
quante rette sono ad un tempo tangenti di F' e generatrici (di una stessa serie) di una 
quadrica per K'. Siccome la quadrica sega F' lungo una curva di quart’ ordine e questa 
tocca quattro generatrici (di una stessa serie) deUa quadrica, cosi la retta g corrispondente 
alia quadrica eontiene quattro fuochi e giace in quattro piani foeali, vale a dire, la su- 
perficie focale F del sistema <I> e di quart’ordine e quarta classe ’**). 

La superfieie F' eontiene ventisette rette, sedici delle quali incontrano K' ***); a que- 
ste corrispondono percio sedici punti e piani singolari: vale a dire sedici punti (e sedici 
piani) tali che tutte le rette del complesso C passanti per essi (situate in essi) apparten- 
gono al sistema In altre parole, il sistema eontiene sedici fasci piani di raggi. Con- 
ducendo una trasversale ad arbitrio per uno de’ punti singolari, ad essa corrisponde una 
quadrica (per K') la quale conterra la retta di F' corrispondente a quel punto, eppero se- 
ghera F' lungo una cubica gobba, che tocca due sole generatrici della quadrica: dunque 
la trasversale incontrera F in due soli punti, oltre al punto singolare. Per conseguenza 


*) I piaaii foeali sono i piani polari dei fuocM rispetto al complesso C. 

**) Ktjmmer nei Monatsberichte dell’Accademia di Berlino, 1864-65, 

***) Cremona, MSmoire de gSomitrie pure sut les surfaces du 3.® ordre (Berlin 1868) [Queste 
Opere. n. 79]. — 8uUa superfieie di *4.® ordine dotata di una coniea doppia (Rend. 1st. Lomb, 
1871) [Queste Opere, n. 88], 
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questo punto e doppio per F. La superficie F ha dunque sedici punti doppi e sedici piani 
tangenti doppi, che corrispondono alle sedici rette di F' appoggiate a K'. Una qualunqne 
di queste rette ne incontra altre cinque ; dunque ciascuno de’ sedici punti doppi di F 6 
congiunto ad altri cinque mediante cinque rette del complesso C; e siccome tutte le rette 
di C che passano per uno stesso punto giacciono nel relative piano polare, cosi ciaseun 
piano doppio di F contiene sei punti doppi, uno dei quali (cio^ il polo del piano) e con- 
giunto agli altri cinque per mezzo di cinque raggi del sistema 4 >. Correlativamente: per 
ciascun punto doppio passano sei piani doppi, uno dei quali (il piano polare del punto) 
e segato dagli altri cinque lungo cinque raggi del sistema ^ *). 

Oltre alia retta a nel piano %' ed alle sedici rette appoggiate a K', la superficie F' ne 
contiene altre died (Jj , Ci)) (^25 ^2)) (^3> <^3)1 (^4) ^4); Cs) contenute in cinque piani passanti 
per la retta a. A ciascuna di queste dieci rette corrisponde un iperboloide le cui generatrici 
sono raggi del sistema $, ossia rette bitangenti di F. Dunque: ogni raggio, come r, del 
sistema e comune a dieci iperboloidi formati da raggi del sistema medesimo; i dieci 
iperboloidi formano cinque coppie, e i due di una stessa coppia hanno in comune un altro 
raggio del sistema, epper6 si segano inoltre secondo due rette direttrici : le cinque coppie 
di direttrici incontrano r negli stessi due punti**). 

Delle rette Tuna incontra otto e I’altra le altre otto delle sedici rette di F' ap- 
poggiate a K'; dunque dei due iperboloidi d’una coppia I’uno contiene otto e T altro gli 
altri otto punti doppi di F ; e cosi pure I’uno tocea otto e I’altro gM altri piani doppi. E 
siccome le otto rette segate da una stessa 6 0 c si segano per coppie in quattro punti, 
ossia giacciono in quattro piani passanti per la & 0 c, cosi gli otto punti doppi pei quali 
passa uno stesso iperboloide giacciono in quattro rette del sistema O (che non sono rette 
deir iperboloide). Per gli otto piani doppi ha luogo la proprieta correlativa. 

I piani passanti per le rette &, c segano F secondo coniehe appoggiate in due punti a K': 
tali coniche formano dunque dieci fasci conjugati a due a due ***). Due coniehe conjugate 
giacciono in una stessa qu^drica per K' f), la quale tocca F' ne’ punti comuni aUe due 
coniche, ed alia quale corrispondera in S una retta (e la sua reciproca) tangente ad F in 
due punti. Di rette cosi fatte ne passano due per un punto qualunque (e ne giacciono 
due in un piano qualunque) dello spazio S; infatti il raggio corrispondente in S', essendo 
appoggiate a K', incontra F' in due punti M', N'; e si hanno cosi due qul.driche. Tuna 
passante per K' e per le coniche di F' situate ne’ piani c,.N’, 1 ’ altra per TS e per 

*) Kummee, 1. 0 . 

**) Corrispondenti a quelli in cui a incontra K'. 

***) Diciamo conjugate due coniche poste in piani passanti risp. per br , c,- , dove b,- , Or 
sono in uno stesso piano per a. 

t) Ceemona, MSmoire de gimnMrie pure etc. chap. 9. 
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le coniche poste iie’ piani A1 sistema delle quadriche passanti per K' e ta.n- 

genti ad F' in coppie di punti allineati colpunto corrisponde adunque un iiuovo si- 
stema di secondo grade (doppiamente infinito) di rette bitangenti ad F ; e siccome queste 
rette soiio a due a due (le due corrispondenti ad una stessa quadrica) reciproche rispetto 
a C, cosi il predetto sistema appartiene ad un complesso lineare che e in involuzione col 
date sistema C. Di tali sistemi se ne hanno cinque, quante sono le coppie delle rette 6,. c,.. 
La superficie F e pertanto la superfieie focale di sei distinti sistemi di rette, di secondo 
grado, *) appartenenti a sei complessi lineari, a due a due in involuzione: dei quali sei 
sistemi di rette I’uno corrisponde ai punti di F' e I’altro ai cinque sistemi di quMriche per 
K' che toccano in due punti F'. 

Si ottengono gli stessi risultati se invece di una superficie di terz’ordine passante per 
K' si assume nello spazio S' una superficie di quart’ ordine per la quale K' sia una conica 
doppia. 

Per tal modo dalle note proprieta delle superficie di terz’ordine e di quelle del quarto 
ordine, dotate di una conica doppia **), si conclude la teoria dei sistemi di rette di so- 
condo grado ***). 

In modo simigliante si ridiirrebbe lo studio di altri sistemi di rette a quello di altre 
superficie. 

23.® Le formole analitiche per la corrispondenza fra gli elementi de’ due spazi C, S 
sono facili a stabilirsi. Siano Xi Xq le note coordinate tetraedriche di una retta 

soggette alia condizione 

Xi + ccg Xq — 0. 

x\ssiimiamo ccj 4 - 0)4 = 0 come equazione del complesso dato G, e come retta fon- 
dainentale scegliamo la 0^6 = 0. Nello spazio S' siano P', Q', R', S' le coordinate di un 
punto qualunque e 

S'=:0, P'^H-Q'^+R^^==0 


*) Kummer L < 3 . e: Ueher die algebraischen Strahlensysteme, in^s besondere uber die der enten 
ui'id sweiten Ordnung, (Mem. dell’Aocademia di Berlino, 1866). 

**) Veggansi in particolare la Memoria del sig. Gaset; On cycUdes and spheroquartios nolle 
Transazioni filosoficlie deUa Societa Reale di Londra, 1871; Popera del sig. Darboux: Sut 
une dasse remarquable de courhes et de snrfaces algSbriques etc. (Paris 1873), nella quale sono 
menzionati i lavori precedenti d’ altri geometri; e la gia ricordata Memoria del signor Lie (Ma- 
them, Annalen, t. 5). 

♦♦♦) ZuT Theorie der Innien-cornplexe des ersten und sweiten Orades* (Math cm. Anna- 

len, t. 2), — Lie, h c. 
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le equazioni della conica fondamentale K', la quale, se si suppone che P', Q', R' siano 
coordinate cartesiane ortogonali, sar^ il circolo imaginario aU’infinito : come appunto sup- 
pone il sig. Lie. 

Ciascuna delle equazioni Xi — 0 , x.i — 0 , = 0 insieme colla a:, + == 0 deter- 

mina una congruenza lineare contenente la retta fondamentale, eppero corrispondente 
ad un piano in S'. Siano R' = 0, P'+ *Q'=0, P' — 'iQ' = 0 i tre piani che per tal 
modo corrispondono alle tre congruenze; allora potremo porre 

Xi = R' 

= — (P ' + i Q ) 

Xi = — R' 
x, = -P'-iQ' 
x, = S' 

dove il segno = indica proporziomlitd; e determinando X 3 mediante la 

Xi Xi 4 - 2^5 + ^6 — 0) 

ne verranno le formole 

x, = B!S', a:, = — R'S' 

(1) a^ = -(P'-f iQ')S', a% = (P'-t:Q')S' 

3:3 = P'* + Q'* + R'% = S'^ 

che dhnno la retta XiX^ . . del complesso C corrispondente al punto P'Q'R'S' dello spa- 
zio S'. 

Siano ora P, Q, R, S le coordinate di un punto qualunque della retta x; avremo le 
note relazioni 

Pxe + Sa;* — Ra:4 = 0 
Qxe — SiCi — RaJs = 0 

e ponendo per le a: i valori (1) 

PS' — S(P' + iQ') + RR' = 0 
QS' — SR' — R(F — iQ') = 0 

e queste sono, meno la diversita dei simboli, le equazioni di Lie. Considerando P Q R S 
come coordinate di un punto dato in 8, le (2) rappresentano la retta corrispondente in 
S'; percio le coordinate x'^x'^. . x\ di questa retta saranno espresse come segue: 
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= Q S — P R = i(R^ — S') 

(3) = i (Q S + P R) a;'5 = R^ + S' 

ic'a = — (P S -f • Q R) x’, = 2iRS 

le quali eqiiazioni daDno 

x’l + x'l+ x'l=^0 

equazione del complesso di 2.^ grade C' che nello spazio S' corrisponde ai punti dell’altro 
spazio. In questo la retta fondamentale e R == S = 0. 

24. Mediante questa trasformazione adunque, le congruenze linear! in 0 corrispon- 

dono alle quadriche passanti per la conica fondamentale K'; ossia, diremo, alle sfere, ri- 
tenuto che K' sia il circolo imaginario all’ infinite. Le rette di una congruenza lineare 
sene, coin’e note, appoggiate a due rette direttrici, le quali sono rette reeiproche rispetto 
ad ogni complesso lineare contenente la congruenza. Nel nostro caso adunque, una retta 
I assunta ad arbitrio (fuori di C) come direttriee indi vidua una congruenza, la quale ri- 
sulta formata da tutte le rette del complesso C che segano la retta I e quindi anche la se- 

conda direttriee, cioe la retta reciproca di I, Alla retta I considerata come direttriee di 

una congruenza corrisponde una sfera, vale a dire, alle rette di C appoggiate ad I corri- 
spondono i punti di una sfera; ma viceversa alia sfera corrispondono due rette (recipro- 
che rispetto al complesso C), le direttrici deUa congruenza i cui raggi sono gli elementi 
corrispondenti ai punti della sfera. 

25. <^ Se dunque ora chiamiamo S la totalita delle rette in uno spazio ordinario, ed 
S' la totalita delle sfere in un altro spazio ordinario, S ed S' saranno due spazi di quat- 
tro dimension! i cui elementi si possono mettere in relazione tale che ad una retta qua- 
lunque in S corrisponde una sfera in S', ma ad una sfera in S' corrispondono in S due 
rette, le quali sono conjugate o reeiproche rispetto ad un determinato complesso (fonda- 
mentale) C contenuto in S. 

Siano Si io • • • ^6 le ordinarie coordinate tetraedriche di una retta in S; per le rette 
X che segano la retta S si avra 

S 4 iTi ^5 ^3/2 “f" Se ^ “h ^4 “h S 2 -f- I 3 Xq == 0 
e sostituendo alle x i valori ( 1 ) avremo 

le (P'® + Q'^ + E'^) + (?s — is) P S' — (i, + is) i Q' S' H- (i, — iO E' S' + is S’" = 0 

equazione della sfera corrispondente aUa retta i. 

Ponendo quest’equazione sotto la forma 

2 (Xi P' + X* Q' + X 3 E') S' + X 4 (F" + Q'" + E’" — S'") 

+ i X 5 (P" + Q-* + R-* + S’") = 0 


( 4 ) 
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e considerando le Xi . . X5 come coordinate (omogenee) della sfera, le relazioni fra que- 
ste coordinate e le 6 delle rette eorrispondenti divengono 

= S2 — 65 
X2 = — i (62 + Ss) 

(5) X3 = 14-^1 

X4 — 60 S3 

X5 = Z (Se “h Ss) 

<l> (X X) = (Si + S4)^ a causa di Si S4 + S2 Ss + S3 Ss = 0 

ovvero 

51 = -X 3 ± 

5 2 = Xi ^2 

(6) S3 = -X4 + iX5 

5 4 = X 3 ± 

55 = Xi i X2 
Se = X4 -4” i X5 

dove per brevita si e posto 

^(XX)~Xf+Xl+XI + XI + XI . 

Secondoche nelle (6) si prende il radicale col segno + 0 col segno — , si ha Tuna 0 
Taltra delle due rette eorrispondenti alia sfera X. 

26.0 H raggio della sfera ( 4 ) e 

VcE>(XX):(X. + iX,), 

dunque la sfera si riduce ad un punto {eono- sfera) se O (XX) = 0, ad un piano se 
X4 + i X4 = 0 . L’ equazione <E» (X X) = 0 da Si + I4 = 0 , e la X4 + i X5 = 0 corri- 
sponde aUa ^== 0 ; dunque aUe rette dello spazio S che appartengono al complesso C 
corrispondono le sfere di raggio nuUo, vale a dire i punti dello spazio S', mentre a quelle 
rette deUo spazio S che incontrano la retta fondamentale ^ = 0 corrispondono le sfere 
di raggio infinito, vale a dire i piani deUo spazio S'. 

Questa elegantissima trasformazione dello spazio S costituito da rette neUo spazio 
S' costituito da sfere ^ dovuta al fecondo ingegno del signor Sophus Lie di Christiania, 
il quale ne ha fatto numerose e important! applicazioni specialmente per la riduzione del 
problema delle linee di curvatura d’una superfieie a quella delle linee assintotiche di un’al- 
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tra superiicie, o viceversa *). Noi abbiamo creduto di dover qui richiamare quella tra- 
sformazione con una veste analitica un po’ diversa, perche di essa abbiamo bisogno per 
lo scopo di future ricerebe, cio^ per la deduzione della teoria dei sistemi di rette (con- 
gruenze, spazi a due dimensioni formati da rette) dalla teoria di superficie volgarmente 
conosciute. 

27.0 Due sfere X, Y determinano un fascio che eontiene due punti o eoni-sfere, 
eorrispondenti alle radici Xi, X^ dell’equazione quadratica 

(Xj + X Y,y + (X* + X Y,y + (Xa + x Y3)* 

+ (X4 + XY,)* + (Xs + XYa)* = 0 

ossia 

<!> (X X) + 2 X (X Y) + ^ (Y Y) = 0 

essendosi posto: 

4> (X Y) = X. Y, + Xa Ya+ Xa Ya + X. Y, + X^ Y^. 


Detto M I’angolo delle due sfere X, Y, si ha facilmente 


COSO) = 


4>(XY) 


V4»(XX).<f>(YY)’ 


0 ) : 


1 , X, 

’2i X, 


vale a dire, co e, secondo il linguaggio della geometria projettiva di Cayley, la distanza 
de’ due elementi X, Y delio spazio di quattro dimensioni S', nel quale si assuma come 
assoluto lo spazio subordinato di tre dimensioni definite dall’equazione 

4>(X X) = 0, 

cioe la totalita dei punti dello spazio ordinario. 

In tutte le sfere Y che segano una data sfera X sotto un angolo costante, il cui co- 
seno sia K, si ha dunque 

(7) Xi Yi X2 Y2 -j- X3 Y3 -j- X4 Y4 -f- X5 Y5 -|- K <1^ (XX) (YY) = 0 . 

Ora, dette yle coordinate di una retta corrispondente alia sfera Y, I’equazione prece- 
dente, mediante la sostituzione (5), dara 


*) Xon bisogna per5 dimentioare i lavori gi^ citati di Darbotjx e di Casey, ne* quali h 
pure studiato a fondo lo spazio di quattro dimensioni i cui elementi sono sfere; e quelli, pure 
import antissimi, del signor Klein. 
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(2/2 i/s) i X2 (i/2 i/s) + X3 (i/4 — i/i) -f- X4 (i/s — i/s) — i Xs (i/s + ^3) 

+ K(i/, + i/4)V<&"(XX)==0 

equazione di due eomplessi di rette (a seeonda del doppio segno +) corrispondenti alle 
sfere Y contenute nell’equazione (7). L’equazione che precede pud scriversi 

(8) Vi + iCs 2/2 + Xe ih + a:i 2/4 + + *3 2/6 = 0 

purche si ponga 

a:j = — X3 Y K V^(XX) 

•Z2 jSi-i i ^^2 

(9) a!3 = -X4 + iXs 

x, = X,tK V ^ (XX) 

‘4“ ^ X.2 

Xq =r X4 * 4 “ ^ ^5 » 

ovvero inversamente 

Xi =: X^ — " iJSj 
X 2 = — i {x^ + Xg) 

(10) X3 = — Xi 

X4 = a;, 5 — 0:3 

X5 ^ — i (a^ti ~h ^3) 

T K V ^ (XX) + ^4- 

Qui le a;, non piu soggette alia condizione X 4 + X:^ + 0:3 = 0 (infatti + x.> a:^ 

+ iCo aje = $ (X X) (K*^ — 1), ehe non e zero se non e K = ±lj sono le coordinate 

di un complesso di rette, contenuto nello spazio S. 

28**^ Denominiamo complesso di sfere la totalita delle sfere Y (7) che segano sotto un 
angolo dato (definite dalla costante K) una sfera data X. A questa puo darsi il nome di 
nucleo del complesso. Un complesso e dunque individuato dalla sfera -nucleo e dal para- 
metro K, e puo designarsi col simbolo (X, K), essendo K il coseno dell’angolo sotto il 
quale le sfere del complesso segano la sfera - nucleo, di coordinate Xi Xg . . . . Alle sfere 
di un complesso corrispondono adunque, per le formole (8, 9, 10), le rette di un com- 
plesso in S e le loro conjugate 0 reciproche, rispetto a C, le quali formano un altro com- 
plesso, che possiamo dire conjugato 0 reciproco al primo, rispetto a C. Viceversa ad un 
complesso qualunqiie di rette in S corrisponde un complesso di sfere in S'. Due eomplessi 
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conjugati determiaano insieme col jsomplesso fondamentale C una stessa congruenza, 
le eui direttrici sono appunto le rette corrispondenti a queUa sfera X che e segata sotto 
angolo costante dalle sfere Y del complesso corrispoadente a quel due. 

29.0 Se K = 0, si ha aJi + 0:4 = 0; allora i due complessi conjugati coincidono in un 
solo, formato da rette che a due a due sono conjugate rispetto a C. Vale a dire: ad un 
complesso di sfere ortogonali ad una data sfera X corrisponde un complesso di rette 
che e in involuzione col complesso fondamentale C. Le direttrici deUa congruenza co- 
mune ai due complessi corrispondono alia sfera X. 

30.0 Se K = + 1, si ha 0:4 + 0:2 iEs + *3 ais = 0, vale a dire, ciascuno de’ due com- 
plessi conjugati ^ formato da rette che segano una retta data x. Dunque: ad un complesso 
di sfere tangenti ad una data sfera X corrispondono i due complessi speeiali formati dalle 
rette che segano I’una e I’altra delle due rette x corrispondenti ad X. In altre parole: se 
due rette x, y inS si segano, le corrispondenti sfere X, Y, in S' si toccano. II punto di 
contatto, come sfera di raggio nuUo, corrisponde a quella retta del complesso C che passa 
pel punto xy e giace nel piano xy. 

31.0 Se XiX-i.. . Xe, 2/1 I/a ... 2/6 sono le coordinate di due complessi (in generale non 
speeiali), e se Xj Xa . . . X5, H, ed Yi Y*. . . Y5, K sono i parametri de’ corrispondenti 
complessi di sfere, avremo per le (9), (10) 

a:i2/4 + «2 2/5 + i/s + 2 /i + «5 i/j -f aie 1/3 = 

= 2 ( + H K V<1>(XX).<I>(YY)— $ (XY) ), 

4 (Xi Yi -H Xa Ya + X3 Y3 + X4 Y4 + Xs Y5) = 

= 4 4> (XY) = — 2 (ail 2/4 + ®2 2/5 + 3:3 2/6 + 2:4 2/1 -h *5 I/a + »6 1/3) 

+ (®i + *4) (i/i + Vi)- 

Dunque se H 0 K 6 nuUo, vale a dire se e zero x,, -j- X 4 od yi + yt, si ha 

2/4 4 - . . . = — 2 (X Y). 

Donde segue che a due complessi di sfere uno de’ quali (almeno) sia formato daUe sfere 
ortogonali ad una sfera X e I’altro dalle sfere seganti sotto angolo costante una sfera Y or- 
togonale ad X, corrispondono due complessi che sono fra loro in involuzione. In generale 
a due complessi in iavoluzione corrispondono due complessi di sfere (X, H), (Y, K) 
tali che le sfere -nuclei X, Y, si segano sotto un angolo il cui coseno 6 + HE, essendo 
H, K i parametri dei due complessi medesimi. 

32.® S noto che in infinite maniere si possono determinare cinque sfere che a due a 
due si seghino ad angolo retto, Imaginiamo d’ aver trovato un gruppo di cinejue sfere 
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Si, S3, S5 dotato di tale proprieta; dalle cose premesse segue che ai cinque eom- 
plessi formati dalle sfere che ordinatamente sono ortogonali alle sfere S corrisponderanno 
nello spazio S cinque complessi lineari di rette, a due a due in involuzione fra loro ed 
inoltre tutti in involuzione col complesso fondainentcile C. Vale a dii'e: ai sei spazl di tre 
dimensioni (S), (Sj), (S^), (S3), (S4), (S5) *) subordinati ad S', costituiti Tuno dai punti 
0 coni-sfere di S', gli altri dalle sfere che segano ortogonalmente una delle sfere S, cor- 
rispondono sei complessi lineari di rette, C, Cj, C,, C3, C4, C5, a due a due in involii- 
zione fra loro. 

Cio suggerisce naturalmente di riferire gli elementi dello spazio S' alle cinque sfere 
S,, 0 ai cinque complessi il che avra per effetto di riferire simultaneamente gli 
elementi dello spazio S ai sei complessi C: e saremo cosi coiidotti nel modo piii spon- 
taneo alle coordinate che il sig. Klein ha introdotto nella geometria dello spazio costi- 
tuito da rette **). Gia le coordinate X sono relative a cinque sfere a due a due ortogo- 
nali; infatti le equazioni 

P'=:0, Q'=0, R' = 0, 

alle quali si riduce la (4) ponendo uguali a zero le X tranne Xi 0 Xo 0 X3, rappresentano 
tre piani ortogonali; mentre requazione(4) medesima, postovi Xi = X^ = X3 = X5 = 0, 
ovvero Xi = X^ = X3 = X4 = 0 da le 

P'^+Q'^+R'*' — 1==0 
P''+Q''+R'"+1 = 0 

che rappresentano due sfere ortogonali, il cui centro comune e il punto P' = Q' = R' = 0. 
Percib la ricerca di un altro gruppo (generale) di cinque sfere S,. a due a due ortogonali 
equivarr^ alia trasformazione delle forma bilineare d> (X Y) in se medesima. 

33.0 Posto per brevita 

a, = 2 F S', 
a3 = 2Q'S', 

03 = 2 R S', 

04 = P'2 + Q'^+R^~ S'^ 

a3 = i(F‘^+Q'"+R'^+S'^), 

dove ha luogo 1’ identita of + a| + al + + o? = 0, le cinque sfere S,, siano date dalle 

equazioni 


*) Indichiamo oon il complesso delle sfere ortogonali alia sfera S,- 

**) L, 6 *. 


Oremcnay tomo III. 


26 
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( 11 ) 


1 

* 1 ^ 32 “ S2 = X21 ( 3 i -]- X22 ^2 “l~ ^23 '^3 ~l~ X24 O4 -|- X25 % , 
_1^ 

#33® Sg = X31 Oi + X32 O2 + X33 Cg + ^34 O4 + Xgs Og ! 

4*44'^ S4 = X41 Oi + X42 O2 "f" ^43 *^3 "f" X44 (J4 + X45 O5 , 

£ 

4 * 55 ^ ^5 = Xsi Oi + X52 O2 -h X53 O3 -)- X54 (34 X55 CJ5 , 


dove 

( 12 ) 


4>.„. = X,.? + X,„| + X.I + X,4 + X J . 

L’ortogonalita delle due sfere sar^ espressa dalla condizione 

4>.,, = 0 

ossia 

(13) Xyi X,1 + Xr2 X.,2 + X,.3 Xs3 X,.4 Xs4 + X,,6 X^s = 0. 

Sia A il determinante de’ eoefficienti X e suppongasi ch’esso non sia nullo; escludasi 
eio^i che le cinque sfere siano ortogonali ad una medesima sesta sfera. 

Dalle (12), (13) si hanno le , 

aA 


X^, A = 4>, 


ax. 


epper5 dalle (11): 


(14) 




a,. J 2 ji -f- J 2 j 2 + 1 "3 H f ^4 + f ^5 

4>iiT 4>j2S 4>33T 4>44T 4>55T 


(16) 

(16) 


Siano ora 


+ <33 -1- O 4 + O 5 = Sf + -|- Sg + ^4 + Sf » 


j X,/ Xg..^ Xg,^ 
\ ^11 ^22 ^33 

Xi/ 

+^+ 

Xs,," ^ 

4>25 ~ ’ 


/Xi,.Xu , 

X 2 , X., 

1 ^3r ^3s 

I -^4 r ^^4 s 

X 5 ,. Xs 

4>xx ‘ 

4*22 

■*" 4>gg 

4>44 

^ 4*~ 

X, a, 

. + X 2 CJg 

“h X 3 ^3 

X 4 04 -f- X 5 

05 = 0 , 

aJiSj 

-f- ^^2 Sg -j-' (3^ S 3 -|- S 4 * 4 - S 5 

= 0 
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le equazioni d’una medesima sfera, riferita dapprima alle sfere o,., poi alle sfere 
Viste le (11) o le (14), le due equazioni eoincideranno se si far^ 

(13 )' ^rr ^ = X,., X, + X,2 X, + X,, X3 + X,., X4 + X,5 X5 

ovvero inversamente 


(14)' 

Per un’altra sfera 
od 

sar^ analogamente 


X,. ' 


J:U.x,+ '^x, + ^x, + ^x, + ^x,. 

CpnT <I>JSS <f>33T 4>,,2 4>55T 


Xl < 3 , + Y2 *32 + Y3 <13 4" Y4 O4 + Y5 tSj = 0 
yi + 2/2 ^2 + y-i + 2/4 “H ^5 ^5 = 0 


2/i- ~ X,.i Yi + Xr 2 Yj + X ,.3 Y 3 + X^^ Y< X ,.5 Y 5 , 
X„. 


Y l^l ,* I ^^2>’ I ^^3}’ I ^^4,’ I 1^5 j* 

=-^2/1 + r2/2d r2/3H r2/4H 

<I>222 $332 4>^42 <>352 


dalle quali formole e dalle (11)', (14) si ha subito 

X, Y, + X2 Y2 + X3 Y3 + X4 Y4 + X3 Y3 = 

= + ®2 2/2 + *3 2/3 + 2/4 + ^ 2/5 » 

vale a dire, la forma bUineare 4> (X Y) e trasformata in sS stessa. 

34.° Possiamo dunque ritenere una sfera qualunque dello spazio S' riferita mediante 
le coordinate XiXiXtX^ alle cinque sfere fondamentali S ; essa h definita dai rapporti 
fra le sue coordinate x. La condizione di ortogonalit^ di due sfere x,y h 

cl> (xy) = a:, yi + y^ + X 3 2/3 + »4 2^4 + 2/5 = 0 

e come caso particolare la condizione che una sfera sia ortogonale a se medesima, vale 
a dire ch’essa si riduca ad un punto e 

$ (xx) = a:* + a:| + alH- a:^ + ic| = 0. 

La condizione che due sfere x, y si tocchino e 

$3 (xy) — 4> (ass) $ (yy) = 0 

e la condizione per I’intersecarsi sotto un angolo di dato coseno fc 
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4*2 {xy) — F 4* (xx) 4* (yy) = 0. 

Le medesime coordinate Xi x^ x^ x^ sk determinano nello spazio S due rette, reeipro- 
che rispetto al complesso C, e distinte fra loro mediante il segno di V 4* (xx). Le rette 
dello spazio S sono eosi riferite ai cinque complessi rappresentati ‘dalle equazioni 
ajj = 0, iCj = 0, Xs = 0, Xi = 0, Xs = 0,i quali sono a due a due in involuzione, e tutti 
poi in involuzione col complesso €. 

Ponendo V 4*(a:a;) = ix^, si hanno le coordinate di Klein. 
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SUR LES SYSTilMES DE SPHfilRES ET LES SYSTEMES DE DROITES. 


Meport of the for ty^^sixth Meeting of the British Association for the Advancement of Science (Glasgow, 1876) — 
Notices and Abstracts of Miscellaneous Communications to the Sections, pp. 12-13. 


Cette communication avait pour objet d’exposer une m6thode pour transformer 
les congruences (syst^mes doublement infinis) de droites, contenues dans un complexe li- 
n6aire donne, de maniere qu’^ chaque droite de la congruence corresponde un point d’une 
surface, et vice-versa. La m4thode r6sulte de la combinaison des transformations de I’e- 
space k trois dimensions, expos4es par I’auteur dans les « Annali di matematica » (s4rie 
2.‘, tome 6.®) [Queste Opere, n. 96], avec la trasformation, donnSe par MM. Noether 
et Lie, d’un complexe lineaire en I’espace ordinaire (point-espace). Suivant cette tran- 
sformation, les plans de I’espace correspondent aux congruences lineaires du complexe 
donne qui contiennent une droite fixe; et aux autres congruences lin4aires du m§me com- 
plexe correspondent les spheres de I’espace ordinaire. La methode expos4e dans la com- 
munication donne toutes les transformations d’un complexe lineaire en I’espace ordinaire, 
telles qu’ aux congruences lin4aires contenant mie droite fixe correspondent des surfaces 
d’un ordre donn6. En particulier, on obtient toutes les congruences (non - lin4aires, con- 
tenues dans le complexe donne) qui sont susceptibles d’etre repr4sent4es sur unplan,de 
maniere que chaque droite de la congruence ait pour image un point d4termin6 du plan 
et que, vice-versa, chaque point du plan corresponde ^ une droite unique de la congruence. 
Si Ton transforme le plan par les polaires r6ciproques de Poncelet, les images des droi- 
tes de la congruence seront les droites du plan repr4sentatif. 



103 . 


TEOEEMI STEREOMBTRICl DAI QUALI SI DEDUCONO LE PROPRIETA 
DELL’ESAGRAMMO DI PASCAL. P“] 


Atti della B, Accadeinia dei Lincei, 3femorie della Classe di Scicnae fisiche, matematiche e naiurali, 
aerie 111, volume 1 (1876-77), pp. 854 874. 


Un egregio giovane, sig. Giuseppe Veronese, gia allievo del Politecnico di Zurigo 
ed ora studente all’llniversita romana, mi preg6, tempo fa, di leggere un manoscritto nel 
quale egli aveva raccolto e dimostrato, per mezzo di semplici eonsiderazioni di triangoli 
omologiei, tutte le proprieta conosciute dell’esagrammo di Pascal e molti altri teoremi 
di sua propria invenzione. La lettura di quella Memoria, che poi merito d’essere inserita 
negli Atti della nostra Accademia, mi fu oecasione a cereare una via per la quale si potesse 
ottenere ed abbraeciare una cosi grande quantita di proposizioni. Credo averla trovata, 
poiche m’e riuscito di ridurre ogni cosa a poche proprieta intuitive del sistema di quindici 
rette nello spazio, situate tre a tre in quindici piani: dove si scopre un esaedro, che e quasi 
U noeciolo della figura. Nel presente lavoro, d’indole affatto elemontare, sono contenuti 
i risultati delle mie ricerche su quest’argomento. 


1. Sia una superficie di terz’ordine dotata di un punto doppio (conico) 0. Oltre 
alle sei rette, che indichero con 1, 2, 3, 4, 6, 6, concorrenti in 0 e situate in un cono 
quMrico, la superficie ha altre quindici rette r, rispettivamente situate ne’ quindici 
piani determinati dalle prime sei prese due a due. Chiaminsi 12, 13, 14, 16, 16, 23, 24, 
25, 26, 34, 35, 36, 45, 46, 56 queste quindici rette r; in mode che le rette 1, 2, 12 
sono in uno stesso piano, ecc. *). Le quindici rette r sono poi situate tre a tre in altri 


*) Secondo questa notazione, che ^ la consueta, una delle rette 1, 2, . . . ed una delle 
rette 12, 13, . , . s'moontrauo se i loro simboli baono an indice comune; invece due delle rette 
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quindici piani t, ehe sono i piani tritangenti (propriamente detti) della superficie: quelli 
cioe pei quali nessun punto di coutatto eade in 0. I quindici piani tritangenti sono: 


(12. 34. 56), 
(13. 24. 56), 
(14. 23. 56), 
(15. 23. 46), 
(16. 23. 45), 


(12. 36. 46), 
(13. 25. 46), 
(14. 26. 36), 
(16. 24. 36), 
(16. 24. 36), 


(12. 36. 46), 
(13. 26. 45), 
(14. 26. 35), 
(15. 26. 34), 
(16. 25. 34). 


Per oiascuna delle rette r = 12, 13, . . . passano tre de’ quindici piani t. 

In altre parole: la superficie contiene quindici triangoli t, i cui vertici sono tutti diversi 
da 0. e ciascuna delle rette r e lato conaune a tre triangoli t. 

2. Dir6 che due triangoli t formano una coppia t quando non abbiano un lato co- 

15 8 

mune; un triangolo entra in otto coppie, epper5il numero delle eoppie h =60. I 

a 

piani de’ due triangoli di una coppia si segano lungo una retta, che dir6 retta di Pascal *), 
e che inoontra la superficie in tre punti P, ne’ quali i tre lati di un triangolo segano ordi- 
natamente quelli dell’altro. Per es. la retta comune ai piani (12. 34. 56), (13. 26. 46), 
formanti una coppia, incontra la superficie ne’ punti (12. 46), (34. 25), (56. 13). 

Le sessanta coppie di triangoli x ddnno eosi sessanta rette di Pascal. 

3. Siccome ogni piano tritangente entra in otto coppie, cosi esso contiene otto rette 
di Pascal; vale a dire, le sessanta rette di Pascal sono distribuite, otto ad otto, ne’ quin- 
dici piani tritangenti. Per ogni retta di Pascal passano due piani tritangenti. 

4. In un punto P concorrono due rette r, per es. 12 e 46; perci6, oltre al piano 
(12. 46. 36) determinate da queste due rette, concorrono in P due altri piani tritangenti 
passanti per 12 (e sono 12. 34. 56, 12. 36. 45) e altri due passanti per 46 (e sono 
13. 25. 46, 15. 23. 46). I due piani per 12 combinati coi due piani per 46 dtono quattro 
coppie t; eppero in ogni punto P concorrono quattro rette di Pascal. 

60 3 

II numero de' punti P e adunque = 45, com’e 'd’altronde evidente, perch6 essi 
sono i vertici de’ quindici triangoli ne’ piani tritangenti. Una retta f, essendo situata in 


12, 13, . . sono in uno stesso piano se i loro simboli non hanno aJonn indice comune. Per que- 
sta notazione e per le propriety qui richiamate del sistema dell© rette e de’ piani tritangenti 
d’nna superficie di terz’ordine, veggasi per es. il mio JKSmoire de gionYiHrie pure sur les surfciGes 
du troisibme ordre (Gr. di Borchardt, t. 68) Berlin, 1868 [Queste Opere, n. 79]* 

*) Per la ragione che si vedrk appresso. 
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tre piaui tritangenti, ineontra sei altre rette r; dunque ciaseum delle qtiindiei retie r eon- 
Hene sei 'punH P. £ noto ehe questi sei punti sono accoppiati in involuzione. 

5. Le tre coppie di rette r (per es. 12. 46, 34. 25, 13. 56) concorrenti nei tre punti 
P di una retta di Pascal (intersezioiie de’ piani 12. 34. 56, 13. 26. 46 di una coppia) 
d^nno due triangoli i i cui terzi lati (36, 16, 24) sono in un piano, ossia formano un 
nuovo triangolo z. Si ha cosi un triedro formate da tre triangoli t (12. 34. 56, 13. 25. 46, 
16. 24. 35) i cui nove lati si distribuiscono in altri tre triangoli r (12. 35. 46, 
16. 25. 34, 13. 24. 56) costituenti un secondo triedro. Questi sono due triedri emjugati 
ben noti nella teoria delle superficie di terz’ordine *). Due facce qualisivogliano di un trie- 
dro formano una coppia t; peroio i sei spigoli de’ due triedri sono altrettante rette di 
Pascal. T vertici de’ due triedri conjugati — punti conjugati della Hessiana di ^ **) — 
si diranno funti di Steiner (conjugati.) 

Ogni coppia t determina due triedri conjugati, ma ciascun triedro comprende tre 

0 0 

coppie; percib il mimero dei triedri i -g- = 20, conjugati due a due. Gli spigoli de’ venti 
triedri sono le sessanta rette di Pascal. 

Ogni retta di Pascal e spigolo di un triedro, eppero contiene un punto di Steiner. 
Ogni triedro ha tre spigoli, dunque in un punto di Steiner concorrono tre rette di Pascal. 

6. Assunti i tre piani z che formano uno di questi triedri, gli altri dodici piani tri- 
tangenti sono distribuiti cosi: l.o tre piani formanti il triedro conjugate; 2.° nove piani 
ciascuno de’ quali contiene una delle nove rette r situate nel triedro proposto. Segue da 
cio che le sei rette r non situate nel triedi-o proposto non costituiscono due triangoli z. 

Un piano che sia faccia di un triedro entra in due delle tre coppie z appartenenti 
al triedro. Ora un piano e comune ad otto coppie; dunque ogni piano tritangente appar- 
tiene a quattro triedri differenti, eppero contiene quattro punti di Steiner. Due di questi 
quattro punti non possono mai esssere conjugati, perche due triedri conjugati non hanno 
alcun piano comune. 

7. Ci sono altri triedri, ehe diro di 2.a specie. Infatti, prendasi una coppia r; i piani • 
che la formano contengono sei rette r (per es. 12. 34. 56, 13. 25. 46); le altre nove 
rette r si possono combinare, in una sola maniera, in tre triangoli (14. 26. 35, 15. 24 36, 
16. 23, 45) formanti un nuovo triedro, i cui spigoli sono ancora rette di Pascal (distinte 
per5 da quella della coppia anzidetta) e il cui vertice chiamero punto di Kirkman. 

8. Assunta una coppia di piani tritangenti (per es. 14. 26. 35, 15, 24. 36), gli 
altri tredici piani z si possono classificare cosi: 


*) Loco citato, n. 148. 

•*) L. 0., XX. 161. 
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il piano (16. 25. 34) che colla coppia forma un triedro di 1.® specie; 

2. ° i tre piani (14. 25. 36, 15. 26. 34, 16. 24. 35) che formano il triedro di I.® specie 
eonjugato al precedente; 

3. ° i sei piani (14. 23. 56, 26. 13. 45, 35. 12. 46, 15. 23. 46, 24. 13. 66, 36. 12. 45) 
che contengono una delle sei rette r della coppia; 

4. ° i tre piani (12. 34. 56, 13. 25. 46, 16. 23. 46), ciascun de’ quali forma con uno 
della coppia proposta una nuova coppia t. Uno qualunque di questi tre piani costituisce 
adunque, insieme colla coppia data, un triedro di 2.® specie. Ogni coppia entra pertanto 
in tre triedri di 2.®- specie; e siceome, viceversa, ogni triedro contiene tre coppie, cosi il 

60 3 

numero de' triedri di 2.^ sfeeie i ^ — = 60. 

0 

Appartenendo una coppia qualunque t a tre diversi triedri di 2.® specie, ne segue 
che ogni retta di Pascal contiene tre punti di Kirhman ; come in ogni punto di Kirhman, 
perche vertice di un triedro, concorrono tre rette di Pascal. 

9. I sessanta triedri di 2.® specie, e quindi anche i sessanta punti di Kirkman cor- 
rispondono univocamente *) alle sessanta coppie z, ossia alle sessanta rette di Pascal: 
in quanto che le quindici rette r si separano (in sessanta maniere differenti) in due gruppi, 
I’uno di nove rette situate ne’ tre piani di un triedro di 2.® specie; I’altro di sei giacenti 
lie’ due piani della coppia z corrispondente. 

In piu maniere si possono cosi assegnare cinque piani z che contengono le quindici 
rette r della superficie Le quindici rette r costituiscono adunque I’intersezione com- 
pleta di una superficie del terz’ordine con una del quinto; epperh, se nove di esse giac- 
ciono in un triedro, le altre sei saranno situate in una superficie di secondo grade. Ora, 
0 questa superficie e un iperboloide gobbo, o e il sistema di due piani: il prime easo si 
verifica quando il triedro contenente le prime nove rette e di 1.® specie; I’altro quando 
il triedro e di 2.® specie. 

T)i qui emerge, che oltre ai venti triedri (conjugati a due a due) di 1.® specie ed ai ses- 
saiita triedri di 2.® specie, non esistono altri triedri seganti la superficie lungo nove 
rette 12, 13, . . . 

10. Ogni coppia di triedri conjugati di 1.® specie da un iperboloide che sega la super* 
fieie ^ in sei rette (tre non segantisi appoggiate alle altre tre, pure non segantisi); il nu- 
mero di questi iperboloidi e adunque died. 

Questi dieci iperboloidi, indieati per mezzo delle rette che contengono, sono i seguenti: 


*) EindewHg ted. 
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(12. 13. 23) (45. 46. 56), 

(12. 14. 24) (35. 36. 56), 

(12. 15. 25) (34. 36. 46), 

(12. 16. 26) (34. 35. 45), 

(13, 14. 34) (25. 26. 56), 

(13. 15. 35) (24. 26. 46), 

(13. 16. 36) (24. 25. 45), 

(14. 15. 45) (23. 26. 36), 

(14. 16. 46) (23. 25. 35), 

(15. 16. 56) (23. 24. 34). 

11. 1 tre piani di un triedro di 2.® specie e i due piani della coppia corrispondente 
costituiscono un jpentaedro, nel quale tre facce qualunque formano un triedro di 2.® specie, 
ehe corrisponde alia coppia oomposta delle altre due facce; infatti, queste contengono 
sei rette, e le altre facce eontengono le nove rette rimanenti. Dunque i died vertici del 
pentaedro sono altrettanti punti di Kirkman, e le corrispondenti rette di Pascal sono gli 
spigoli ordinatamente opposti del pentaedro medesimo. 

Ciascun punto di Kirkman individua cosi un pentaedro: ma ogni pentaedro ha dieci 

vertici; dunque il numero dei pentaedri e ^ = 6. 

Per tal modo i sessanta punti di Kirkman e le corrispondenti sessanta rette di Pascal 
si distribuiscono in sei gruppi, ciaseurw formate da dieci punti e dalle conispondenti dieci 
rette. I dieci punti e le corrispondenti dieci rette di un gruppo sono i vertici e gli spigoli (or- 
dinatmnente opposti) di un pentaedro, le cui facce sono piani tritangenti della superficie §1. 

12. Ciascuna faccia d’un pentaedro, combinata colle altre, da quattro coppie t; 
ma ciascun piano tritangente entra in otto coppie: dunque queste otto coppie appar- 
tengono a due pentaedri. Ossia, due pentaedri hanno sempre un piano comune; ogni piano 
tritangente appartiene a due pentaedri. 

1 3. Se ora si projettano tutt’i punti e le rette ottenute, dal punto 0 su di un piano ar- 
bitrario, le rette 1,2 .3, 4. 6, 6 danno sei punti di una conioa; le sessanta coppie di triangoli 
dJinno i sessanta esagoni iscritti, che si possono formate con que’ sei punti; e le sessanta rette 
di Pascal, i venti punti di Steiner, e i sessanta punti di Kirkman danno le rette e i punti ugual- 
mente denominati nella teoria delVliexagrammum mysticum. Dai sei pentaedri si ottengono le 
sei figure z del sig. Vekonese *). Ed analogamente, le rette e i punti che in seguito si verranno 
determinando e denominando dkuno in projezione le rette e i punti ugualmente denominati 
nella teoria planimetrica dell’hexagrammum. In cid risiede I’unica ragione delle denorainazioni 
da me qui adottate per gli enti geometrici ottenuti nello spazio a tre dimensioni. 


*) Teorema XI deUa Memoria del sig. Veroitese. 
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14. Indichero i sei pentaedri ooi numori romaBi, I, II, III, IV, V, VI, H piano 
I. II Sara il piano tritangente comune ai primi due pentaedri; . . . ; la retta (di Pascal) 
I (II. Ill) quello spigolo del primo pontaedro che e intersezione dei piani I. II, I. III;.., : 
il punto (di Kirkman) I (II. III. IV) quel vertice del primo pentaedro nel quale con- 
corrono i piani I. II, I. Ill, I, IV; . . . 

Due piani tritangenti formanti una eoppia t appartengono sempre ad uno stesso pen- 
taedro; perci6 i loro simboli hanno un indice comune. Cosi per es. i piani I. II ed I. Ill, 
i cui simboli hanno 1 ’indice comune I, formano una eoppia spettante si pentaedro I. Ma i 
piani I. TI, III. IV non lanno eoppia; essi si segheranno dunque lungo una delle rette 
12, 13, . . . della superficie Per la medesima retta passa anche il piano V. VI, giac- 
che ciascuno de’ sei pentaedri contiene tutte e quindici le rette della superficie. Di qui 
risulta che i sei pentaedri conducono ad una notazione per i quindici piani tritangenti 
e le quindici rette t analoga a quella che le sei rette 1, 2, . . . hanno date risp. per le quin- 
dici rette r e pei quindici piani tritangenti. 

15. Ogni retta di Pascal contiene un punto di Steiner, vertice di un triedro di 1.® 
specie (5). Siceome le died rette di Pascal contenute in un pentaedro sono gli spigoli del 
medesimo, cosi esse s’incontrano esclusivamente ne died vertici (punti di Kirkman), 
epperb le tre rette di Pascal concorrenti in un punto di Steiner appartengono a tre pen- 
taedri diversi. Ossia; le tre coppie t contenute in un triedro di !.=■ specie appartengono 
a tre differeuti pentaedri. Due triedri conjugati di !.» specie contengono le stesse nove 
rette; quindi una eoppia dell’uno ed una eoppia dell’altro hanno necessariamente alcune 
rette' comuni. Ne risulta che due rette di Pascal, spigoli di due triedri conjugati di 1.^ spe- 
cie, non possono trovarsi in uno stesso pentaedro. 

Per conseguenza, le sei rette di Pascal, spigoli di due triedri conjugati di 1.® specie, 
appartengono a sei pentaedri diversi. Ossia: un punto di Steiner e comune a tre pentaedri; 
il suo conjugate e comune agli altri tre pentaedri. 

I dieei spigoli di un pentaedro contengono adunque dieci punti di Steiner distinti, 
tra i quali non se ne possono mai trovare due fra loro conjugati. 

16. Poiche i dieci spigoli di un pentaedro coneorrono soltanto in (dieci) punti di 
Kirkman due di quelli non possono avere un punto P comune (3); ossia, eiascun pentae- 
dro contiene 10.3 punti P distinti. Le quattro rette di Pascal concorrenti in un punto 
P (4) appartengono dunque a quattro pentaedri diversi. 

17 Ogni piano tritangente contiene quattro punti di Steiner ed e comune a due 
pentaedri; dunque due pentaedri hanno quattro punti di Steiner eomuni. I quattro punti 
di Steiner conjugati ai predetti non possono trovarsi in alcuno de’ due pentaedn (15); 
dunque i rimanenti sei punti di Steiner dell’un pentaedro sono conjugati airimanenti 
sei punti di Stoiner dell’altro. 
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Seeondo la notazione gi^ stabUita pel pentaedri (14), il panto di Steiner comune per 
es. ai pentaedri I, II, III si potr^ indieare eol simbolo I. II. Ill; in esso eoneorrono 
i tre piani tritangenti II. Ill, III. I, 1. II. E il simbolo del panto conjugato a qnello sara 
TV. V. VI. I due pentaedri I, II hanno in comune i punti di Steiner espressi dai simboli 
I. II. Ill, I. II. IV, I. II. V, I. II. VI, i cui conjugati sono IV. V. VI, III. V. VI, 
III. IV. VI, III. IV. V *). 

Questa notazione pone in evidenza per es. che la coppia I. II, I. Ill dev’essere as- 
sociata al piano II. Ill per dare un triedro di 1.®' specie; mentre unita a eiascuno de’ piani 
I. IV, I. V, I. VI d^ i tre triedri di 2.^ specie ne’ quali entra la coppia proposta. 

18. Considero i quattro punti di Steiner situati in uno de’ quindici piani tritangenti, 
per es. nel piano I. II, dai quali punti si spiccano, fuori di esso piano, ordinatamente le 
quattro rette di Pascal: III (I. II), IV (I. II), V (I. II), VI (I II). Due qualunque 
di queste quattro rette si incontrano: infatti i piani I. Ill, II. IV si segano (14) 
lungo una retta di posta nel piano V. VI; cosi pure i piani II. Ill, I. IV hanno 
comune un’altra retta di giacente nello stesso piano V. VI; dunque i quattro piani 
1. Ill e II. Ill, I. IV e II. IV — de’ quali i primi due si segano seeondo la retta di 
Pascal III (I. II), e gli altri due seeondo la retta di Pascal IV (I. II) — hanno un punto 
comune: il quale e un punto P (3), perch6 comune a due rette della superfice situate 
nel piano tritangente V. VI. 

Poiche le quattro rette di Pascal sopranominate s’incontrano due a due, esse giacciono 
in uno stesso piano, che diro pmno di Plucher e indicherd col simbolo I. II. I quat- 
tro punti di Steiner da cui si spiccano le medesime rette di Pascal si trovano cosi nel piano 
tritangente I. II come nel nuovo piano di Pldcker I. II. Dunque i quattro punti di Stei- 
ner situati in uno stesso piano tritangente, ossia comuni a due pentaedri, sono situati 
in una hnea retta. La chiamerd retta di Steiner -Plucker o piu brevemente retta di Steiner 
e la indichero collo stesso simbolo (formato di due cifre romane) che gi^ esprime il 
piano tritangente e il piano di Plucker ne’ quali essa giace. 

19. Per tal modo ai quindici piani tritangenti corrispondono ordinatamente quin- 
diei nuovi piani (di Plucker), che contengono, eiascuno, quattro rette di Pascal; e corri- 
spondono pure quindici rette (di Steiner) ciascuna delle quali contiene quattro punti di 
Steiner. La retta di Steiner I. II (ossia la retta comune al piano tritangente I. II ed al 
corrispondente piano I. II di Plucker) contiene i quattro punti di Steiner: I. II. Ill, 
1. IL IV, I. II. V, I. IT. VI. Viceversa, nel punto di Steiner I. IL III eoneorrono 


*) Se nel simbolo di due punti conjugati di Steiner si sostitniscono alle cifre romane. le 
arabiohe, si ha una espressione che pu6 convenire al corrispondente iperboloide (10). Infatti 
coUa scrittura (123) (466) d ohiaramente designate I’iperboloide (12. 13. 23) (46. 46. 56), eoc. 
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e tre rette di Steiner 11. Ill, III. I, I. II, vale a dire: per ogni punto di Steiner pas- 
sano tre rette di Steiner. 

20. Abbiamo vediito che un piano di Pliieker contiene quattro rette di Pascal, ehe 
due a due si segano in sei punti P. Per ogni punto P passano due piani di Plflcker; per 
es. il punto P intersezione deUa retta comune ai piani I. Ill, II. IV, V. VI colla retta 
eomune ai piani I. IV, II. Ill, V. VI giaee cosi nel piano di Pliieker I. II come nel 
piano analogo III. IV. In un punto P coneorrono quattro rette di Pascal (4); de’ sei piani 
ch’esse determinano, quattro sono tritangenti e gli altri due sono piani di Pliieker. 

21. Due rette di Steiner s’incontrano in un punto di Steiner se i loro simboli hanno 
un indice comune; per es. le rette di Steiner I. II, I. Ill coneorrono nel punto di Steiner 
I. II. III. Segue da ei5 ehe le cinque rette di Steiner I. II, I. Ill, I. IV, I V, I. VI 
si segano due a due, epperb giacciono in uno stesso piano, che dirfi I, formando un cinqui- 
latero complete i eui died vertiei sono altrettanti punti di Steiner. Dunque i venti punti 
di Steiner giacciono dieei a dieci e le quindici rette di Steiner giacciono cinque a cinque in 
sei piani. Altrimenti: i venti punti di Steiner sono i vertiei (opposti o eonjugati due a due) 
e le quindiei rette di Steiner sono gli spigoU di un esaedro completo. S’indichino le facce di 
quest’esaedro coi simboli I, II, III, IV, V, VI; esse corrispondono ai sei pentaedri, 
in quanto che per es. la faccia I contiene le rette di Steiner situate nelle facce del pen- 
taedro I; ecc. 

22. Considero nel pentaedro IV il vertice (punto di Kirkman) nel quale eoncor- 
rono i tre piani I. IV, II. IV, III. IV, facce d’un triedro di 2.® specie. Questo triedro e 
prospettivo a queUo formato dai piani I. V, II. V, III. V, giaeche i loro spigoli s’in- 
contrano in tre punti P: infatti, per es. le rette di Pascal IV (I. II) e V (I. II) giacciono 
insieme nel piano di Pliieker I. II (18). I tre punti P cosi ottenuti sono dunque i vertiei 
di un triangolo inscritto nel prime triedro e avente per lati le rette di Pascal I (IV. V), 

II (IV. V), III (IV. V), le quali giacciono tutte nel piano di Pliieker IV. V. Analoga- 
mente, segando U primo triedro coi piani I. VI, II. VI, III, VI, si ottiene un secondo tri- 
angolo inscritto, avente per lati le rette di Pascal I (IV. VI), II (IV. VI), III (IV. VI), 
epperb situate nel piano di Pliieker IV. VI. E poiche i due triangoli sono prospettivi, i 
loro lati corrispondenti concorreranno in tre punti di una linea retta, la quale e I’inter- 
sezione dei piani di Plucker IV. V, IV. VI (piani de’ due triangoli) epperb passa pel 
punto di Steiner IV. V. VI, giacche questo e situate in entrambi quei piani. Sono dunque 
in linea retta i punti ne’ quali le rette di Pascal deUa prima terna incontrano quelle della 
seconda, vale a dire i punti dati dalle tre terne di piani I (IV. V. VI), II (IV. V. VI), 

III (rV. V. VI), i quali (14) sono tre punti di Kirkman, risp. appartenenti ai pentaedri 
I, II, III e corrispondenti alle rette di Pascal I (II. Ill), II (III. I), III (I. II) che con- 
corrono nel punto di Steiner I, II. IIL Ossia: aUe tre rette di Pascal che coneorrono i/n un 
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'punto di Steiner corrispondono tre punti di Ktrlcmcin cdlineati in una retta, che passctpel 
punto di Steiner conjugate a quello. A questa si dark il nome di retta di Cayley-Salmon o 
pill brevemente retta di Cayley. Una retta di Cayley ed un punto di Steiner si diranno 
corrispondenti e s’indieheranno cello stesso simbolo — per es. I. II. Ill — quando quella 
contenga i punti di TrirTnna.u corrispondenti alle rette di Pascal che concorrono in questo. 
Una retta di Cayley passa dunque pel punto di Steiner conjugate a quello che corrisponde 
alia retta. Le rette di Cayley sono venti, conjugate due a due, come i punti di Steiner. 

Una retta di Cayley si dira apparteuente a quei pentaedri a cui appartiene il corri- 
spondente punto di Steiner. 

23, Dal ragionamento che precede emerge inoltre che, se un punto di Steiner appar- 
tiene a tre pentaedri, la retta di Cayley che passa per esso contiene tre punti di Kirkman 
che appartengono risp. agli altri tre pentaedri. 

24 Abbiamo veduto che la retta di Cayley I. II. Ill passa pel punto di Steiner 
IV. V. VI e giace nei piani di Pltlcker TV. V e IV. VI; scambiando fra loro i sim- 
boli IV e V nel ragionamento del mo 22, si proverebbe ch’essa giace anche nel piano di 
Plucker V. VI. E come il piano di Plticker V. VI contiene la retta di Cayley L IL III, 
cosi esso medesimo conterrk le rette analoghe I. II. TV, I. III. IV, II. III. IV. 
Dunque: 

Le venti rette di Cayley giacciono quattro a quattro nei quindici piani di Plucker; e per 
dascuna di quelle rette passano tre di questi piani. 

26, Considerando due pentaedri I, II, i loro piani non comuni 

I. Ill, I. IV, I. V, I. VI 

II. Ill, II. IV, II. V, IL VI 

formano due tetraedri prospettivi: infatti le loro facce corrispondenti si segano nelle rette 
di Pascal 

111(1. II), IV (1. II), V(L II). VI (1. II) 

che sono situate nel piano di Pliieker T. IL Dunque le coppie di vertici corrispondenti 
sono allineate con uno stesso punto. Ma la retta che unisce i due vertici (punti di 
Kirkman) 

I (IV. V. VI), II (IV. V. VI) 

passa anche pel punto di Kirkman III (IV. V. VI) (vertice del pentaedro III) e pel 
punto di Steiner IV. V. VI, ed h la retta di Cayley 1. IL III (22); ed analogamente le 
altre tre congiungenti sono le rette di Cayley 1. IL IV, 1. IL V, 1. IL VI; e queste 
quattro rette di Cayley passano pei quattro punti di Steiner IV. V. VI, III, V. VI, 

III. IV. VI, IIL IV. V conjugati a quelli aUineati nella retta di Steiner 1. IL Dunque, 
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come i quattro punti di Steiner eomuni a due pentaedri sono in linea retta (retta di Stei- 
ner), cosi; 

Le quattro retie di Cayley comuni a due pentaedri concorrono in uno stesso punio. 

A questo darc) il norae di punto di Salmon e lo indichero col simbolo I. II, se le quat- 
tro rette in esso concorrenti sono eomuni ai pentaedri I, IL 

26. Il punto di Salmon 1. II e adunque il centro di prospettiva comune a tre tetrae- 
dri: due formati dai piani tritangenti 

1. Ill, L IV, 1. V, I. VI 
IL III, IL IV, IL V, IL VI 

non eomuni ai pentaedri I, II; il terzo avente i vertici nei punti di Steiner conjugati ai 
quattro allineati nella retta di Steiner 1. II, cioe formato dai piani III, IV, V, VI dell’e- 
saedro (21) i cui vertici sono i venti punti di Steiner. Il prime tetraedro e il terzo hanno 
le loro facee corrispondenti che si segano nelle rette di Steiner 1. Ill, 1. IV, 1. V, 1. VI, 
epperb il loro piano d’omologia e la faceia I dell’esaedro. Similmente, la faccia II dell’e- 
saedro e il piano d’omologia del secondo e del terzo tetraedro. Quanto ai tetraedri primo 
e secondo, abbiamo giA veduto che il loro piano d’omologia e il piano 1. II di Plucker. 

27. Siccome la retta di Cayley 1. IL III, che congiunge due vertici de’ pentaedri 
I, II, va a passare anche per un vertice del pentaedro III, cosi essa eonterra tre centri 
di prospettiva, vale a dire i tre punti di Salmon 1. II, L III, IL III. I punti di Sal- 
mon sono adunque quindici, allineati tre a tre nelle venti rette di Cayley. 

28. Come s’b gib; veduto, le venti rette di Cayley sono conjugate due a due; se quat- 
tro di esse 

L IL III, L IL IV, 1. IL V, 1. IL VI 
concorrono in un punto L II di Salmon, passando risp. per quattro punti di Steiner 
IV. V. VI, HI. V. VI, III. IV. VI, III. IV. V 

vertici di un tetraedro, le quattro conjugate sono nel piano 1. II di Plucker (24) e pas- 
sano risp. pei quattro punti di Steiner conjugati ai predetti ed allineati nella retta 
1. II di Steiner. 

29. Il piano 1. II di Pliicker contiene adunque un quadrilatero i cui lati sono le quat- 
tro rette di Cayley IV. V. VI, III. V. VI, III. IV. VI, III. IV. V (le cui conjugate 
concorrono nel punto 1. II di Salmon) ed i cui vertici sono i punti di Salmon III. IV, 
III. V, III. VI, IV. V, IV. VI, V. VI, pei quali passano ordinatamente aJtre cop- 
pie di rette di Cayley. Per es. pel punto di Salmon III. IV, comune alle rette di Cayley 
III. IV. V, III. IV. VI, passano anche le rette analoghe III. IV. I e III. IV. II; 
eec. Queste nuove dodici rette di Cayley sono conjugate due a due; per es. sono conju- 
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gate III. rv. I e V. VI. II; III. IV. II e V. VI. I; ecc. Vale a dire, due rette conju- 
gate passano per due vertici opposti del quadrilatero. 

E come il piano I. II di Plueker contiene i sei punti di Salmon dianzi nominati, cosi 
pel punto 1. II di Salmon passano i sei piani di Plueker III. IV, III. V, III. VI, 
IV. V, IV. VI, V. VI. Dunque: 

1 quindici piani di Plueker passano tre a tre per le venti retie di Cayley, a sei a sei per 
i quindici punti di Salmon. 

30. I piani di Plueker sono coordinati ai punti di Salmon; un piano di Pliicker 
per es. I. II, contiene i sei punti di Salmon che sono coordinati ai sei piani di Pliicker pas- 
santi pel punto I. II di Salmon coordinato al primo piano. E la retta di Cayley che con- 
tiene tre punti di Salmon e conjugata a quella per la quale passano i tre corrispondenti 
piani di Plueker. 

31. In un punto di Salmon, per es. I. II, convengono sei piani di Plueker, le cui 
rette di Steiner sono i sei spigoli del tetraedro formato dalle facee III, IV, V, VI del- 
I’esaedio. I piani di Plueker (passanti pel punto I. II di Salmon) sono adunque i piani 
projettanti degli spigoli dei tetraedri prospettivi sopra nominati (26). 

32. Siccome ai quattro punti di Steiner allineati in una retta (di Steiner), per es. 
I. II, corrispondono (25) quattro rette di Cayley concorrenti in un punto (di Salmon, 
I. II), cosi ai dieci punti di Steiner posti in un piano — per es. nella faccia I dell’e- 
saedro (21) — corrispondono dieci rette di Cayley che congiungono due a due i cinque 
punti di Salmon — I, II, I. Ill, I. IV, I. V, I. VI — corrispondenti ai cinque 
piani di Pliicker le cui rette di Steiner giacciono nel piano I dell’esaedro. Vale a dire: ai 
dieci punti di Steiner posti in una faccia delVesaedro corrispondono, come rette di Cayley, 
gli spigoli d'un pentagono {gobbo completo) i cui cinque vertici sono punti di Salmon e le 
cui dieci facce sono piani di Pliicker. 

E si vede pur facUmente che gli altri dieci punti di Salmon, le altre dieci rette di Cay- 
ley (conjugate alle precedenti) e gli altri cinque piani di Plueker sono i vertici, gli spigoli e 
le facee d'un pentaedro', che in un certo sense e correlative del pentagono. I vertici del pen- 
taedro sono ordinatamente situati negli spigoli del pentagono, e le facce di questo passano 
per gH spigoli di quello. 

Ciascuna faccia deU’esaedro d^ origine ad un pentagono e ad un pentaedro come quelli 
ora considerati. 

33. H piano tritangente I. II contiene tre rette della superficie §?, le quali sono 
ordinatamente date (14) dalle coppie di piani tritangenti 

IIL IV, V. VI 

iiL V, rv. VI 

IIL VL rv. V. 
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Queste tre rette formano un triangolo, pei cui vertici P, P', P'^ passano adunque, rispet- 
tivamente, i piani 


p .. 

.... III. V, 

III. VI, 

IV. V, 

IV. VI 

P'.. 

.... III. VI, 

III. IV, 

IV. V, 

V. VI 

P". . 

.... III. IV, 

III. V, 

IV. VI, 

V. VI 

epper6 le rette di Pascal 




P 

. Ill (V. VI), 

IV (V. VI), 

V (III. IV), 

VI (III. IV) 

P 

, . Ill (IV. VI), 

IV (III. V), 

V (IV. VI), 

VI (III. V) 

P" . . . . 

. . Ill (IV. V), 

IV (III. VI), 

V (in. VI), 

VI (IV. V). 


Queste dodici rette (che sono le corrispondenti de’ dodici punti di Kirkman posti nel 
piano 1. II di Pliicker), prese tre a tre secondo le linee verticali, passano pei quattro punti 
di Steiner 

IV. V. VI, III. V, VI, III. IV. VI, III IV. V 
e pei quattro punti di Kirkman 

III (IV, V. VI), IV (III. V. VI), V (III. IV. VI), VI (III. IV. V) 

appartenenti ordinatamente ai pentaedri III, IV, V, VI e corrispondenti alle quat- 
tro rette di Pascal che giacciono nel piano I. II di Pliicker. I quattro punti di Steiner ed 
i quattro punti di Kirkman sono allineati ordinatamente sulle quattro rette di Cayley 
che concorrono nel punto I. II di Salmon. Dunque, queste quattro rette contengono i 
vertici di quattro tetraedri prospettivi, vale a dire: i due del n.o 25, format! dai piani non 
comuni de’ pentaedri I, II; il terzo coi vertici ne’^ punti di Steiner conjugati ai quattro 
allineati nella retta I II di Steiner; ed il quarto i cui vertici sono punti di Kirkman appar- 
tenenti ordinatamente ai quattro pentaedri III, IV, V, VI. Considerando il terzo tetrae- 
dro e il quarto, vediamo che, delle sedici rette congiungenti i vertici delFuno con queUi 
dell’altro, quattro sono rette di Cayley concorrenti nel punto I. II di Salmon, mentre 
le altre dodici sono rette di Pascal concorrenti quattro a quattro nei vertici P P' P'" 
del triangolo I. II*). Dunque: 

Il tetmedro che ha i vertici ne' punti di Steiner conjugati a quelli allineati nella retta 
I, II di Steiner ed il tetraedro i cui vertici sono i punti di Kirkman corrispondenti alle quat- 
tro rette di Pascal contenute nel piano I. II di Plmker^ sono prospettivi rispetto a quattro di- 


*) Chiamo triangolo I. II quello formato dalle tre rette comuni aUa superficie gf ed al 
piano I. II. 


Cr&mona, tomo III. 


27 



418 


TEOREMI STEREOMETBICI DAI QUALI SI DEDUCONO LE PBOPRIETA ECC. 


v&rsi centri di pTojesione : i qucdi sono U punto I. 11. di Salmon ed i veHici del tyia'ngolo I. II. 

34. I sei piani di Pliicker passanti pel punto I. II di Salmon fomano le tre coppie 

III. rv e V. VI 
III V e IV. VI 
III. VI e IV. V 

di facce opposte del quadrispigolo complete costituito dalle quattro rette di Cayley con- 
correnti nel detto punto. 

Prendiamo il primo di que’ sei piani. Esso contiene la retta di Cayley I. II. V uella 
quale giacciono il punto di Steiner III IV. VI e il punto di Kirkman VI (III. IV. V), e con- 
tiene ancora la retta di Cayley I. II. VI che passa pel punto III. IV. V di Steiner e pel punto 
V (III. IV. VI) di Kirkman. Unendo il primo punto di Steiner col secondo di Kirkman, ed 
il secondo di Steiner col primo di Kirkman, le congiungenti concorreranno (33) in un ver- 
tice del triangolo I. II. E per questo stesso punto passeranno le rette analogamente otte- 
nute nel piano di Plucker V. VI, opposto a quello ora considerato. Dunque: 

Le rette diagonali del quadrispigolo completo formato dalle rette di Cayley che concorrono 
nel punto I. II di Salmon passano pei vertici del triangolo I. II. 

36. Si scorge cosi che I’intersezione di due piani di Plucker o contiene un punto di Sal- 
mon, 0 ne contiene tre. Nel primo caso (per es. i piani III. IV e V. VI) essa contiene anche 
un punto P; nel secondo (per es. i piani III. TV e IIL V) essa e una retta di Cayley. 

36. Un piano di Plucker, per es. L II, contiene quattro rette di Cayley e sei punti di 
Salmon, conjugati due a due (vertici opposti del quadrilatero formato dalle rette di Cay- 
ley). Pel punto III. IV di Salmon passano — oltre le due giacenti nel piano che si consi- 
dera — due rette di Cayley I. III. IV, II. IIL IV, conjugate alle due II. V. VI, I. V. VI 
che passano pel punto di Salmon V. VI, a quello conjugato, Dunque le tracce dei piani di 
Plucker passanti pel punto I. II di Salmon, sul piano I. IT di Plflcker, passano ordinata- 
mente pei punti di Salmon posti in questo piano (ed anche pei punti P vertici del quadri- 
latero formato dalle quattro rette di Pascal); ossia: 

Le quattro rette di Cayley paste in un piano di Fluelcer e le quattro rette di Cayley concor- 
renti nel corrispondente punto di Salmon formano un quadrilatero ed un angolo quadrispi- 
golo tali che le facce del secondo passano p&i vertici del primo. 

Questa propriety e gi^ contenuta nel n.° 32. 

37. H piano tritangente I. II 6 segato dalle altre quattro facce del pentaedro I in 
quattro rette di Pascal, per le quali passano risp. i piani di Plucker II. Ill, II. IV, II. V, 
IL VI formanti un tetraedro, i cui vertici sono i punti 1. Ill, I. IV, 1. V, 1. VI di Sal- 
mon, situati nelle quattro rette di Cayley che concorrono nel punto I. II di Salmon. Cosi 
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pure lo stesso piano tritang eute I, II ^ segato dalle altre quattro facce del pentaedro II in 
quattro rette di Pascal, per le quali passano i piani I III, I. IV, I. V, 1. VI di Plucker, 
costituenti un tetraedro, i vertici del quale sono i punti II. Ill, II. W, II. V, II. VI di 
Salmon, allineati coi precedent! aeile quattro rette di Cayley che concorrono nel punto 
I. II di Salmon. Le faece omologle dei due tetraedri nominati si segano nelle rette di 
Cayley IV. V. VI, III V. VI, IIL IV. VI, III. IV. V coniugate alle anzidette. Dunque 
il piano d’omologia de’ due tetraeiiri h il piano I. II di Plucker. 

38. In un piano di Plucker giaeciono quattro rette di Pascal, quattro rette di Cayley, 
dodici punti di Kirkman e quattro punti di Steiner. Questi sedici punti sono le interse- 
zioni delle prime quattro rette oolle seeonde; ma i quattro punti di Steiner sono in linea 
retta, dunque i dodici punti ii Kirhman situati in uno stesso piano di Plucher giaeciono in 
una eurva di terso ordine. 

39. Considerando le tiaeee de’ quindici piani tritangenti sul piano I. II di Plucker, 
otto di esse sono ridotte alle quattro rette di Pascal III (I. II), IV (I. II), V (I. II), 
VI (I. II) eontenute in quel piano; uma consiste nella retta I II di Steiner; le altre sei con- 
giungono due a due i dodiei punti di Kirkman. Infatti i punti di Kirkman III (I. II. IV) 
e IV (I. II. Ill) giaeciono entrambi nel piano III. IV; ecc. 

Queste sei rette sono evide»t«iii.ente le tracce de’ sei piani tritangenti 

III. IV e V. VI 
III. V e IV. VI 
III. VI e IV. V 

che passano due a due per le rette comuni alia superficie ed al piano tritangente I. II. 
Le sei rette formano dunque tio eoppie concorrenti ne’ tre punti in cui la retta di 
Steiner I. II e tagliata dai lati del triangolo I. II. 

40. Veniamo ora alle tracce diei piani di Pliicker sopra un piano tritangente, per 
es. I. II. Uno di essi passa per la retta I. II di Steiner. Altri otto, vale a dire 

3, III e II. Ill 
1 IV e II. IV 
X V e II. V 
I. VI e II. VI 

formanti quattro eoppie, dA,nno le oitto rette di Pascal situate nel piano tritangente e si 
segano, per eoppie, nelle rette diayley IV. V. VI, III. V. VI, III. IV. VI, III. IV. V 
poste nel piano I. II di Plucker. I sei rimanenti sono quelli che concorrono nel punto I. II 
di Salmon, epperh le loro tracce somo i lati di un quadrangolo complete avente i punti 



420 


TEOREMI STEREOMETRICI DAI QUALI SI DEDUOONO LB PROPRIEtA ECO. 


diagonali ne’ vertici del triangolo 1. II; giacehe quest! vertici sono (34) le tracce delle rette 
diagonali del quadrispigolo formate dalle quattro rette di Cayley eoncorrenti nel punto 
I II di Salmon. 

Di questi sei piani uno quaJunque, per es. III. IV, contiene quattro rette di Pascal — 
I (III. rV), II (III. IV), V (III. IV), VI (III. IV) — e dodici punti di Kirkman, due 
de’ quali — I (II. III. IV), II (I. III. IV) — sono anche nel piano tritangente I. II, 
Dunque le sei rette congiungenti i vertici corrispondenti de’ due quadrilateri format! 
dalle rette di Pascal nel piano tritangente 1. II — vale a dire le rette che uniscono i punti 
di Kirkman 

I (II. III. IV) e II (I. III. IV), 

I (11. III. V) e II (I. III. V), 

I (II. III. VI) e II (I. III. VI), 

I (II. IV. V) e II (I. IV. V), 

I (II. IV. VI) e II (I. IV. VI), 

I (IL V. VI) e II (L V. VI), 

sono le tracce de’ sei piani di Plucker che passano pel punto I. II di Salmon. 


41. Nelle cose esposte sinora, I’ipotesi di una superficie §? di terz’ordme dotata di 
un punto conico 0 non e stata necessaria se non in quanto s’e voluto avere un eentro di 
projezione per dedurre dalle proposizioni stereometriche i teoremi planimetrici dell’Ae- 
xagrammum mysUeum. Che se si prescinde da tale projezione, le propriety dimostrate neUa 
prima parte di questa Memoria presuppongono unicamente I’esistenza di un sistema di 
quindici rette situate tre a tre in quindici piani. I quindici piani si aggruppano in sei pen- 
taedri i eui vertici e i cui spigoli ho chiamati punti di Kirkman e rette di Pascal *) ; e si 
aggruppano inoltre in venti triedri conjugati due a due, i cui vertici sono i punti di Steiner: 
punti situati quattro a quattro in quindici rette, dette rette di Steiner. Le rette ed i punti 
di Steiner sono spigoli e vertici di un esaedro, che costituisce in certo modo il nucleo del- 
I’intera figura, ed alle cui sei facce sono coordinati i sei pentaedri Le sessanta rette di Pa- 
scal, oltre ad essere gli spigoli de’ sei pentaedri e de’ venti triedri sono anche distribuite 
quattro a quattro in quindici piani, detti piani di Plucker, i quali passano tre a tre per 
le venti rette di Cayley, sei a sei per i quindici punti di Salmon e uno ad uno per le quin- 
dici rette di Steiner. 


*) Ripeto ohe quoate denomittazioni sono adottate unicamente in vista del riferimento 
e^JMxagrmvmam mystioum. 
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42. Questa figura si presenter^ adunque ogniqualvolta si abbiano quindici rette 
situate tre a tre in quindici piani. Ora, un tal sistema di rette e di piani, che e unieo nella 
superficie di terz’ordine eon punto doppio, esiste invece trentasei volte nella superficie 
generale di terz’ordine. Tnfatti e un noto teorema di Schlafli *) che le ventisette rette di 
questa superficie d^nno trentasei Mssestuple **): dove per bissestupla intendo il sistema di 
due gruppi di sei rette 

ai 0% ^4 ^5 

&1 &2 ^3 ^4 ^5 ^6 


tali che ciascuna di esse non ineontra aicuna retta del suo gruppo e ne incontra cinque 
dell’altro gruppo. Togliendo dalle ventisette rette della superficie le dodici di una bisse- 
stupla, le quindici rimanenti costituiscono appunto un sistema della natura suindicata, 
cio6 giacciono tre a tre in quindici piani. Gli altri trenta piani tritangenti sono quelli che 
contengono, ciascuno, due rette della bissestupla ed una delle quindici restanti. 

A ciascuna delle trentasei bissestuple corrispondono adunque un esaedro ***), sei 
pentaedri e died coppie di triedri conjugati, col corredo delle propriety surricordate (41). 
Siccome per6 il numero totale delle coppie di triedri conjugati h centoventi f), cosi 
pu5 gi^ inferirsi che i triedri non possono essere totalmente diversi da una bissestupla ad 
un’aJtra. Infatti, si dimostrerA ora che ogni coppia di triedri conjugati h comune a tre 
bissestuple. 

43. Siccome le quindici rette escluse da una bissestupla giacciono tre a tre in quin- 
dici piani, cosi da esse non e possibile cavare un’altra bissestupla: giacche le rette di una 
bissestupla sono invece situate, due a due, in trenta piani, ciascuno de’ quali contiene 
inoltre una retta estranea alia bissestupla. Da cid si conclude che due bissestuple hanno al- 
meno una retta comune. 


*) An attempt to determine the twenty -seven lines upon a surface of the third order etc, (Quar- 
terly Journal of Math. vol. II, 1858). 

**) Doppelseehs ted., double-six ingl. 

***) Questi esaedri, in numero finite, sono compresi tra quelli, in numero iUimitato, otte- 
nuti dal prof. Rete nel suo bel lavoro inserito nel tomo 78 del Giornale di Borchardt ed a- 
vente per titolo: Geometrischer Beweis des Bylvesterschen Satzes a-Jede guaterndre cuhische Form 
ist darstellbar aU Summe von filnf Guben linearer Formen » n.® 15. Ne segue una costruzione, 
forse finota non oonosciuta, per passare dalle ventisette rette di una superficie generale di ter- 
z’ordine al suo pentaedro (1. c. n.o 98) di Sylvester: le due sviluppabili di quart’ordine risp. 
inscritte negli esaedri corrispondenti a due bissestuple banno cinque piani tangenti oomuni, 
i quali sono appunto le facoe del pentaedro domandato ’ 
t) L. e. ii,«> 148. 
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Sia *) uaa retta comune a due bissestuple, e la sua coniugata nella prima 
bissestupla. AUora sono imaginabili due casi: o la retta conjugata ad nella seconda bis- 
sestupla ineontra hi, o non la incontra; e sia essa (i-z nel primo caso, C23 nel secondo. 

In entrambi i casi, la prima bissestupla e completata dalle cinque rette at, a^) 
che incontrano hi senza tagliareui, e dalle cinque {h-ih-ihih^h^) che sono appoggiate ad 
fflj. senza incontrare hi. 

Nel prime caso poi, la seconda bissestupla e completata dalle cinque rette (&i C23 C24 C25 Cjs) 
che incontrano ma non ai, e dalle cinque (h-i C13 Cu Cia) che incontrano asi ma non 
a%. Fra le rette che segano hi ma non «i c’^ anche e cosi fra le rette che incontrano 
senza appoggiarsi ad di e'e hi', e siccome fra le rette che incontrano senza incontrare 61 
e’e 62, che ineontra Ui ma non ^21 cosi le due bissestuple hanno in comune quattro rette 
(«! hi «2 &2). Le rette che non appartengono ne all’una ne all’altra bissestupla sono in nu- 
mero di 27 — (2 . 12 — 4) = 7 soltanto; pereid due bissestuple che abbiano quattro rette 
comuni non hanno in comune alcuna coppia di triedri conjugati. 

Nel secondo caso, le tre rette (6* h^ h^) che incontrano di senza appoggiarsi ne a C23 ne 
a 6:, e le due {a.,d^ che si appoggiano a C23 ed a hi senza incontrare di, appartengono alle 
due bissestuple, le quali hanno, per conseguenza, sei rette (di d^, d^ h^ h^ h^) in comune. 
Le due bissestuple risultano cosi formate 

Chi 0/2 0^ O4 Of, Oq Oi O2 Oz ^56 ^64 ^45 

61 62 ^3 ^4 ^5 ^6 ^23 ^31 ^12 ^4 ^5 ^6 

e le nove rette da esse escluse giacciono appunto in due triedri conjugati 

(^14 ^25 (^15 ^26 ^ 34 ) (^16 ^24 

{Ci4 C2S ^35) (^15 ^24 (^16 ^25 ^34)* 

Questa coppia di triedri e poi comune ad una terza bissestupla: infatti, le sei rette 
( J J *6 prima bissestupla non comuni alia seconda e le sei rette 

I * * ) della seconda non comuni alia prima costituiscono insieme una nuova 

\ ^23 ^31 ^12 - ’ * / 

bissestupla 

O4 Of, Oq C2Z Czi Ci2 
^56 ^64 ^45 ^1 ^2 ^^3 5 

*) Qui h adottata per le ventisette rette della superficie di terz’ordine la notazione con- 
sueta; b c. II4 
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la quale, ha, per conseguenza, in comune colle prime due la eoppia anzidetta di triedri 
conjugatL 

Tre bissestuple le quali abbiano cosl in comune una eoppia di triedri conjugati si di- 
ranno eostituire una terna. Vi sono eentoventi terne analoghe, corrispondenti alle cento- 
venti coppie di triedri conjugati. Scelta una bissestupla, fra le altre ve ne sono quindici 
ciaseuna delle quali ha colla prima quattro rette comuni; e venti ciascuna delle quali ha 
invece colla prima in comune sei rette. Queste venti bissestuple formano died coppie per 
modo che ciascuna eoppia eostituisee colla bissestupla data una terna. Una bissestupla 
qualunque entra dunque in dieci teme. 

44. In luogo di partire dalla superfieie di terz’ordine o dal gruppo delle quindici 
rette poste tre a tre in quindici piani, si pub supporre arbitrariamente dato Vesaedro e de- 
durre quindi da esso tutti gU altri elementi della figura fin qui considerata. 

Rappresentando i sei piani I, II, III, IV, V, VI (21), facce dell’esaedro, colle equazioni 

l...a; = 0, U . . .y = 0 , III...s = 0, IV.,.w = 0, 

V... — (x y z + to) = t ~0 , Yl. .. a X -{-h y + ez + dw = u — 0, 

si trovano facilmente pei piani tritangenti le equazioni: 

I. II ... (e_a)a: + (6 — 6)</ = 0 

I. III... i^~a)x + (b — e)z = 0 

I. IV... (6 — a)a: + (6 — d)w = 0 

I. Y... (e — a)x+m=0 

I. VI . . . (6 — a)x + u = 0 

II. III... (B — h)y + (Q — c) z = 0 

II. IV... (6 — J)j/ + (6 — d)w = 0 

II. V... (6 — &)2/+et=0 

II. VI ... (6 — &)?/ + M = 0 

III. IV... (Q — c)z+(e — i)w =0 

III. V . . . (6 — c) 3 + = 0 

III. VI . . . (6 — c) 2 + M = 0 

IV. V... (0 — d)M)4-e< = 0 

IV. VI... (6 — <i)w;+M=0 

V. VI e«+ M=o 

dove 6 e un parametro indeterminate. 

Cambiando il segno + in — al secondo termine di ciaseuna di queste equazioni bino- 
mie, si huRRO le equazioRi dei piani di Plucker corrispondenti agli stessi simbo li. 
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Ne segue che due facee qualisivogliano delVesaedro sono separate arrnonicaniente me- 
diante il piano Iritangente e il piano di Plucker passanti per la retta di Steiner che e interse- 
zione di quelle due facce. 

Combiuando due a due le equazioni dei piani di Plucker, si hanno le rette di Cayley; 
combinandole tre a tre, si hanno i punti di Salmon. 

L’equazione della superfieie di terz’ordine (toccata da quei piani tritangenti e in gene- 
rale non dotata di punto doppio) pu5 mettersi sotto diverse forme, per es sotto la seguente 

((6 — i)y+(Q — c)z^{0 — c)s+(() — a)x'j [(6 — a)x+{b — b)y) + 

^(6 — ||(6 — i)w-\~ uj + wj = 0. 

Se, rispetto a questa superfieie, si cerca la prima polare di uno de’ vertici dell’esaedro, 
per es. del puuto x — y = z = 0, si trova I’equazione 

(6 — — + = 

che e soddisfatta da ciascuno de’ seguenti quattro sistemi 

(6 — d)w = Qt = u, 

— (6 — d)w = dt = u, 

(6 — d)w — — ^t—u, 

(6 — d) w = — M. 

Donde si trae che il cono polare del vertiee x — y = z~0k conjugate al triedro formato 
dalle tre facee dell’esaedro concorrenti nel vertice opposto w — t~u — 0,& passa per 
la retta di Cayley e per le tre rette di Pascal che escono da questo puntc. Le medesime 
quattro rette formaao un quadrispigolo eompleto le eui facce sono tre piani tritangenti 
e tre piani di Plucker, e le cui diagonali sono tre rette di Steiner. 

45. La presenza del parametro 6 fa vedere che I’esaedro non basta a deterininare 
I’intera figura; si pu6 ancora, per uno degli spigoli dell’esaedro (rette di Steiner) condurre 
ad arbitrio U piano tritangente o il piano di Pliieker: eon cid tutto resta determinato. Pa- 
cendo variare quel piano intorno alio spigolo prescelto, tutt’i piani tritangenti e i piani di 
Plucker si muovono simultaneamente generando altrettanti fasci projettivi; e la super- 
ficie di terz’ordine genera una serie semplicemente infinita d’ indice 3. 

Si pud invece assumere ad arbitrio una retta di conducendo una secante di tre spi- 
goli dell’esaedro che due a due non s’incontrino, per es. degli spigoli I. II, III. IV, V. VI. 
Cosi restano individiiati i piani tritangenti I. II, III. IV, V. VI. Il piano I. II sega cia- 
seuno degli spigoli III. V, IV. VI, IIL VI, IV. V in un punto ; nnendo il primo col se- 
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condo punto, ed il terzo col quarto si hanno due rette della superficie. Analogamente si 
costruiscono altre due rette nel piano III. IV ed altre due nel piano V. VI. Ed operando 
similmente su queste nuove rette come sulla prima, si ottengono tutte le quindici rette 
di ciascuna appoggiata su tre spigoli deU’esaedro. Una qualsivoglia delle quindici 
rette determina dunque tutte le altre, epp'er5 I’intera figura. 

Se poi si domandano le altre dodici rette della superficie, le quali costituiscono una bis- 
sestupla, indicate eoi simboli C 13 , . . , Cs^le quindici gi^ ottenute, si costruiscano ledue 
trasversali a^, comuni alle rette Ci^, c,s, Cis, Cie, *). Indi si trovera eostruendo la 
retta che giace nel piano 5i Cia ed incontra e^,Cu\ si trover^ eostruendo la retta ehe 
giace nel piano ed in contra e^, 0 ^; ecc. 


46. Posto per brevity 

(0 — a)a:=X, (0 — 5)?/ = Y, (0 — c)3 = Z, 

(0_d)M) = W, 6t = T, M=U, 

onde si ha identicamente (44) 

X + Y+ Z + W + T + U = 0, 

le sei facoe del dato esaedro saranno rappresentate dalle equazioni 

X = 0, Y = 0, Z = 0, W = 0, T = 0, U = 0. 

Se ora si prendono a considerare i sei pentaedri 

1 . 0 ) X + kY = 0, X + kZ=0, X + fcW = 0, X + fcT = 0, X + kV = 0, 

2.°) Y + fcX = 0 , Y + fcZ^O, Y + fcW = 0 , Y + fcT = 0, Y + fcU = o, 

3 . 0 ) Z + kX^O, Z+;cY = 0, Z4-fcW = 0, Z + feT = 0, Z + fcU = 0, 

4.°) W + ifcX = 0, W + fcY = 0, W+k Z = 0, W + &T = 0, W + feU^O, 

5.0) T + fcX = 0, T + kY=0, T + fc Z = 0, T + i;W=0, T + i;U = 0, 

6 . 0 ) U+ifcX = 0, U+li:Y=0, U + fc Z = 0, J] + kW=0, U + fcT=0,' 

Eonnati da trenta piani ehe passano, due a due, per i quindici spigoli dell’esaedro (rette 
di Steiner), si riconosce faeilmente ehe, qualunque sia 0 valore del parametro arbitrario k, 
essi hanno proprieta analoghe a quelle de’ pentaedri del n.° 11, sebbene i nuovi pentaedri 
non abbiano in generate due a due una faecia comune. L’insieme de’ loro spigoli e de’ loro 
vertici e analogo al sistema delle sessanta rette di Pascal e de’ sessanta punti di Kirkman. 

47. Uno spigolo qualunque, come 


*) So le due trasversali coincidono, la superficie avra ua punto doppio. 
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X + fcY = 0, X + /£Z = 0, 
passa per un pmito di Steiner (vertiee dell’esaedro) 

X = Y = Z = 0, 

e riceversa, per uno qualunque 

X=Y=Z=0 

de’ punti di Steiner passano tre spigoli 

X + jfcY = 0, X + kZ = 0, 

Y+fcX = 0, Y+fcZ = 0, 

Z + kX^O, Z + kY=0, 

che appartengono a tre diversi pentaedri — 1°, 2° 3® ~ e determinano un triedro le cui 
facce sono 

(&-l)X + Y+ Z = 0, 

(it — 1)Y + Z + X = 0, 

(fc — 1) Z + X+ Y = 0. 

Per i detti spigoli passano risp. i tre piani di Plttcker 

Y~Z = 0, Z — X=0, X — Y=0, 

ehe si segano lungo la retta di Cayley 

X = Y = Z. 

x\gli spigoli medesimi si oppongono, ne’ rispettivi pentaedri, tre vertici 

X+itW = 0, X + ftT = 0, X+&U = 0, 

Y+fcW = 0, Y + kT = 0, Y+fcU=0, 

Z + kW^O, Z + kT = 0, Z + fcU=0, 

allineati nella retta di Cayley W = T = U ehe corrisponde al punto di Steiner 
X=Y = Z = 0 donde eseono i tre spigoli (efr, 22). 

48. Nei quattro punti di Steiner allineati in uno spigolo X = Y — 0 dell’esaedro 
concorrono dodici spigoli de’ nuovi pentaedri, vale a dire : quattro del 1.° pentaedro, si- 
tuati nella faeeia X + kY = 0 ; quattro del 2.° situati nella faceia Y + X; X == 0 ; e quattro 
che appartengono risp. agli altri pentaedri e giaeeiono insieme nel piano di Pliieker 
X— Y = 0 (efr. 18). 

49. Se da due pentaedri, 1.® e 2.®, si tolgono le faece X+X;Y=0, Y4-yfcX=0 
ehe passano per una stessa retta di Steiner, le faeee rimanenti formano due tetrae- 
dri prospettivi, aventi per piano d’onaologia il piano X — Y = 0 di Plftcker, ed i cuj 
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vertici corrispondenti sono nelle rette di Cayley che eonoorrono nel punto di Salmon 
Z = W = T = U. Queste rette contengono inoltre, ciaseuna, un vertice d’uno de’ riraa- 
nenti pentaedri; per es. la retta Z = W = T contiene i vertici 

X + AZ = X + A:W = X + ii:T = 0 del l.“ pentaedro 
Y + AZ = Y + fcW = Y + fcT = 0del2.o 
U+AZ = U + fcW = U + ^T = 0del3.° (efr. 25). 


50. Pei quattro punti di Steiner eonjugati ai quattro situati nella retta X = Y = 0 
passano dodici spigoli de’ quattro pentaedri 3.“, 4.°, 5.° e 6.®; i quali spigoli tre a tre pas- 
sano pei quattro punti 

Z + ^:W=Z+feT = Z4-feU=0 vertice del 3.° pentaedro 

W +i;Z=W+ jfcT = W+^U = 0 » del 4.® 

T +fcZ = T + ifcW=T + fcU = 0 )) del 5.® 

U +AZ = TJ+)S:W=U+ifcT = 0 » del 6.® , 

i quali sono uniti ai quattro di Steiner mediante i predetti dodici spigoli e le quattro rette 
di Cayley concorrenti nel punto Z = W = T = Udi Salmon (cfr. 33). 

Le medesime dodici rette eonoorrono due a due in sei punti, che diro V : 


Z = W=— fcT = — IfcU, 
W = T = — &Z = ~ifcU, 
T = Z = — jfcW= — fcU, 


T = U = — hZ = — ifcW, 
Z = U =-A;W= — &T, 
W= F = — A;T = — feZ, 


situati due a due nelle tre rette 


Z =W, T = U, 
W= T, Z = U, 
T = Z, W= U, 


che sono gli spigoli diagonal i del quadrispigolo formato dalle rette di Cayley concorrenti 
nel nominato punto di Salmon. 

n numero de’ punti V ^ novanta, corrispondendone sei a eiascun punto di Salmon. Essi 
giaeciono tre a tre in sessanta rette, che sono gli spigoli di sei nuovi pentaedri, le equazioni 

delle cui facce si deducono da quelle del n.® 46 cambiando in ^ . Per es. i tre punti V 

X = Y = — ifcZ = — few, 

X = Y = — feZ = -feT, 

X = Y = — feZ = — feU 

sono situati nella retta X = Y == — fc Z, spigolo del pentaedro che e 3.® nella nuova serie, 
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51. Tornando ai pentaedri del n.® 46, un piano di Pliicker, per es. X Y = 0, con- 
tiene dodici vertici de’ pentaedri 3.®, 4.°, 5.® e 6.°, allineati tre a tre in quattro spigoli 
de’ pentaedri stessi e in qnattro rette di Cayley (cfr. 33). 

Gli stessi dodici punti sono situati due a due nelle sei rette, che diro o, e che sono rap- 
presentate da X — Y = 0 insieme con 

(;fc _ 1) (X 4- Y) + 2 (Z + W)= 0, (fc - 1) (X + Y) + 2 (T + U) = 0, 

(& - 1) (X + Y) + 2 (Z + T )= 0, (fc — 1) fX + Y) + 2 (U + W) = 0, 

(ifc-l)(X + Y) + 2(Z + U) = 0, (X:-1)(X+ Y)-f 2(W+Tj =0. 

Queste sei rette v concorrono due a due ne’ tre punti 

XH-Y = 0, Z + W=0, T + U=0) 

X + Y = 0, Z + T = 0, TJ + W = o[X — Y = 0 

X + Y = 0, Z + U = 0, W+T = 0) 

allineati nella retta di Steiner X = Y = 0. Questi punti e gli analoghi (in tutto quaran- 
tacinque) sono quelli in cui gli spigoli dell’esaedro sono ineontrati da quindici rette della 
superfieie ^ 

(Y + Z)(Z + X)(X + Y) + (W + T)(T + TJ)(U + W) = 0, 

ossia dalle rette r in cui si segano tre a tre i quindici piani che insieme coi piani di PMcker 
dividono armonicamente gli angoli diedri dell’esaedro. Ogni spigolo dell’esaedro (come 
X = y = 0) e incontrato da tre rette r situate in un piano (X + Y = 0); e viceversa 
ogni retta r (come X-|-X = 0, Z + 'W’ = 0, T+U = 0) incontra tre spigoli dell’e- 
saedro (X = Y = 0, Z = W = 0, T = TJ = 0) che due a due non si segano. 

Le rette v sono novanta-, situate sei a sei nei piani di Pliicker, concorrenti tre a tre in 
sessanta punti che sono i vertici di sei nuovi pentaedri. Le equazioni delle facce di questi 
pentaedri si deducono da quelle del n.°46 eambiando h in 4 — A:. Per es. le tre rette 

(X: — 1)(Y+ Z)-(-2(W + T) = 0, Y — Z =0, 

(^;— l)(Z-}-X)-|-2(W+T) = 0, Z — X = 0, 

(fc-])(X + Y) + 2(W + T) = 0, X-Y = 0, 
concorrono nel punto rappresentato dalle equazioni 

W+T = (1 — ^)X = (1 — 1S:)Y = (1 — fc)Z, 

ossia dalle 

_U = (4 — 1:)X = (4 — A)Y = (4 — jfc)Z, 

avuto riguardo all’identita del n.® 46. Questo punto e un vertice del pentaedro che e 6.® 
nella nuova serie. 
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52. Ogni valore del parametro Tc individua un sistema del sei pentaedri (46), aventi le 
propriety suesposte, ciofe aventi in comune I’esaedro e i piani di Pliicker (e per conseguenza 
le rette di Steiner e di Cayley, i punti di Steiner e di Salmon). Mediante i punti V il sistema 
6 coniugato ad un altro (50), formate cogli stessi piani presi in ordine differente. Due si- 
stemi conjugati corrispondono a valori reciproei del parametro; epperd tutte le eoppie 
analoghe formano un’involuzione i eui element! doppi sono: l.° il sistema dei piani di Plii- 
cker {lc = — 1); 2.° il sistema dei piani che con quelli di Pliicker dividono armonieamente 
gli angoli diedri dell’esaedro (k — 1). 

53. Cosi pure, mediante le rette v, un sistema qualunque di pentaedri (46) I conju- 
gate ad un altro (51) ; e i due sistemi conjugati corrispondono a valori di Jc che dtono la 
somma costante 4. Dunque anehe queste eoppie costituiscono un’involuzione, i cui ele- 
ment! doppi sono: l.° il sistema de’ sei pentaedri che si possono formare coUe sei facce 
dell’esaedro, prese cinque a cinque (Ic — cc); 2.° il sistema corrispondente a,k — 2. 

54. Ogni retta v contiene due vertici del sistema k e due del sistema 4 — k: infatti, 
le due rette v 

(i — l)(X-f Y)-l-2(Z-f W) = 0, X-Y = 0, 

(fc — 1)(X-P Y)-f 2(T-}-U) = 0, X — Y = 0, 


avuto riguardo all’ identity del n.® 46, si scambiano fra loro se & k si sostituisce 4 — k, 
Analogamente si scambiano fra loro i due punti V 


Z = W = — jfcT= — fcU, 
T = U = — Jk Z = — fcW, 


mutando A: in ^ ; vale a dire, in ogni punto V eoncorrono due spigoli 

rC 


sist.fima ft Hue 


del sistema ^ • 


55* Le rette v e i punti V coincidono con quelli indicati dagli stessi simboli della Memoria 
del sig. Veronese. I suoi punti Z e le sue rette z sono i vertici e gli spigoli de’ successivi sistemi 
di pentaedri. Per ottenere preoisamente le figure in''... considerate dal giovane geometra ne’ 
suoi teoremi XXXIV, XL VIII, XLIX, basta partire dal sistema di pentaedri = 1, dedurre 
da esso il conjugato nell’involuzione -[- /?' = 4, poi da questo il conjugato nell’involuzione 
]c' 7c'' ~ 1, indi da quest’ultimo il conjugato neH’inyoluzione Ic” + 7c'" =?= 4, e eosi via di seguito, 
alternando le due involuzioni indefinitamente. 
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UEBER DIE POLAR-HEXAEDER BEI DEN FLACHEN 
DRITTBR ORDNUNG. 


Matliemcitische Annctlen, Band XIII (1878), pp. 301-31)4. 

(Am 19. September 1877 der Naturforaclierversammlung in Miinchen vorgelegt). 


Weirn 

(1) Xi -{■ Xi X 3 X 4 ajs"fe= 0 , 

80 folgt aus der IdentitEt: 

(X^+Xs+X^+Xt+Xs+Xs) [(aii+ataH-a:,)* + {x^+x^+x^f — {Xi+Xi-\-x^) (ai^-fajj-l-aJe) 
= (aJi + X.2 + x-if + {X4 + *5 + x^f 
= «? + a;| + 4 + 5!^ 4- aH- flsl 

-|- 3 [Xi 4- 9:3) (a;3 4“ ^i) (®i -|- *2) 4" 3 (x^ 4- ^5) 4- (®e -f- *<) 5 

dass man die Gleichung: 

(2) *f 4- 4- a| 4- a:J 4- 4- a:^ = 0 

in jede der eehn Formen setzen kann; 

(3) (ajj 4- X3) {X3 4- asi) (a:, 4- a:^) 4- (x^ 4- *5) (0:5 4- Xa) (Xe 4- a;^) = 0 , 


welche den Combinationen (123) (456) etc. entsprechen. 

Die Flache dritter Ordnung also, welche durch die Gleichung (2) dargestellt ist, be- 
sitzt als dreifaehe Tangentenebenen folgende funfzehn: 

a;i4-a:2 = 0, aji 4- a; = 0, . . . . . , aj^ 4- ajj = 0. 
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Dieselben lassen sieh zu sehn Paaren conjugirter Trieder gruppiren und schneiden sich 
in den fiinfeehn Geraden: 

Xi X 2 = 0, Xg X4=: 0, Xg Xg ~ 0, 

Xi + X2 = 0, Xs + Xs = 0, = 


von denen jedesmal drei in einer der fiinfzehn Ebenen liegen. 

Die sechs Ebenen 

Xi — 0, *2 = 0, Xs — 0, 3:4 = 0, *5 = 0, ■Xe = 0 

bilden ein vollstandiges Hexaeder, dessen paarweis gegeniiberstehende zwanzig Ecken 
die Scheitel der soeben genannten zwanzig Trieder sind. Diese zwanzig Scheitel sind 
also zu vier und vier auf funfzehn Geraden gelegen (den Kanten des Hexaeders), und 
durch jede dieser Geraden geht eine der dreifachen Tangentialebenen. Durch die nam- 
lichen Kanten verlaufen noeh fiinfzebn weitere Ebenen: 

Xi — aia = 0, Xi — Xg=0, ,3% — Xs — 0, 

welche zusammen mit den dreifachen Tangentenebenen, die von den Flachen des Hexae- 
ders eingeschJossenen Winkel harmonisch theilen. Diese fflnfzehn neuen Ebenen verlaufen 
zu drei und drei durch zwanzig, paarweise conjugirte, gerade Linien und schneiden sich 
iiberdies zu sechs und sechs in funfzehn Punkten ; diese zwanzig Geraden und diese fttnf- 
zehn Punkte sind den Ecken und den Kanten des Hexaeders einzeln zugeordnet *). 

Das Hexaeder ist polar, das heisst, es gehort zur Classe der Polsechsflache, die Hr. 
Reye entdeckt und in einer Abhandlung: Oeometrischer Beweis des Sylvester ’ sehm 
Satzes etc. **) (Nr, 16), beschrieben hat. In der That, man weiss, dass von den Seheiteln 
zweier conjugirter Trieder jeder der Pol ist fur einen Polarkegel, dessen Mittelpunkt 
der andere Scheitel ist. Aber unser Hexaeder besitzt iiberdies die Eigenschaft, dass man 
es unmittelbar construiren kann, wenn man von den 27 Geraden der Flache dritter 
Ordnung solche funfzehn kennt, welche nach Ablosung einer Doppelsechs iibrig bleiben. 

Nun bilden die 27 Geraden sechsunddreissig Doppelsechse. Daher existiren fiir eine 
aUgemeine Flliche dritter Ordnung 36 Hexaeder, die dem von den Ebenen Xi = 0, 3:2 = 0, 
. , . , 3:^ = 0 gebildeten analog sind, und jedes Hexaeder gehort zu einer Doppelsechs, 


*) Vgl. meine Abhandlung: Teoremi stereometrici dai quali si deducono le proprield delVe- 
sagrammo di Pascal (R. Accademia dei Liucei, Roma, 8 April 1877) [Queste Opere, n. 103]. 

**') Journal fiir die r. u. a. Mathematik, Bd. 78. 
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Das heisst, die 36 Doppelsechse geben die Losung des folgenden Problems: man will die 
Oleiehung der allgemeinen FlSche dritter Ordnung unter der Bedingung (1) auf die Form 
(2) transformiren. 

Sind P = 0, Q = 0, K = 0, S = 0, T = 0, U = 0 die Ebenen zweier conjugirter 
Trieder, so dass also: 

(4) P Q R + S T U = 0 

die Gleichung der Plaehe ist, und will man das Polar-Hexaeder finden, dem die Schei- 
tel der beiden Trieder angehoren, so hat man einfaeh: 

F = ^P, Q'=^qQ, R'=rR, 

& = sS, T' = iT, = 

zu setzen und nun j), q, . . .in der Art zu bestimmen, dass identisch 

(5) P' -I- Q' 4- R' S' + T + U' = 0 
ist, wahrend die Gleichung der Flache folgende wird: 

P' Q' R' + S' T' U' = 0. 

Es sei zu dem Zwecke: 

T = a P 4" ^ Q "P c R -f~ d S, 

U=a'P + J'Q + c'R+d'S; 

dann bestimmen sich die Coefficienten p,q,... durch die Gleichungen: 

/ j) + t a + u a' = 0, 

1 q “p ^ 2^ "p w 5' = 0, 

(6^ N r t c -p u c' = 0, 

I s “p t d -p u d! = 0, 

\ kp q T -\-stu = 0. 

Eliminirt man hier p, q, r, s, so erhalt man cine cubische Gleichung in — » von deren 

u 

Wurzeln jede eine Losung des Problems liefert. Denn 

(7) ( = Q' + R'— P', a:8 = R' + P' — Q', ax3 = P' 4-Q'— R', 

\ a!, = T' + U'~S', a:, = U' + S'-T', a!„ = S'+ T' - U' 

wird eins der gesuchten Hexaeder sein. 

Ein Paar conjugirter 'Trieder gehbrt also zu d/rei verschiedenen Hexaedern. In der 
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That, zwei Doppelsechse haben entweder seeks oder vier gerade Linien gemein. Nennt 
man nun zwei Doppelsechse assoeiirt, wenn sie seeks Gerade gemein haben, so ist jede 
Doppelseehs zu zioanzig Doppelsechsen associirt, die unter einander wieder paarweise 
associirt sind. Drei Doppelsechse, die paarweise associirt sind, enthalten zusammen 18 
gerade Linien; die neun ubrigen geraden Linien gehoren einem Paar conjugirter Trieder 
an, und dieses findet sich also in drei Hexaedern, welche den drei associirten Doppel- 
sechsen entsprechen. Man hat in dieser Weise 120 Tripel paarw^eise associirter Doppel- 
sechse, welche zu den 120 Paaren conjugirter Trieder zugehbren. 

Die Formeln (7) zeigen, dass die Ebenen den andern P, Q, R, S, 

T, U einzeln entsprechen und dass die Trieder x^ x., und P Q R mit Bezug auf die 
Ebene — 0 perspectivisch sind. Vermoge der Identitat (5) oder (1) unter- 

scheidet sich diese Ebene nicht von = 0; man hat also nur zekn solche 

Ebenen etc. Es folgt also, dass bei zwei associirten Hexaedern, vermoge der gemeinsamen 
conjugirten Trieder, die Seitenflachen paarweise zusammengeordnet sind. Und aus den 
Gleichungen (6) schliesst man, dass die drei Ebenen: 

tfi Q 4" ^'i E Pi P = 0, 

^2 Q + ^2 R — Vi P — 0, 

Q + f3 R — Pa P = 0, 

welche den drei Wurzeln der cubischen Gleichung fur Uu entsprechen, ein Biiscliel bil- 
den: eine Bemerkung, die selbstverstandlich ebenso fiir die anderen Tripel zusammen- 
gehoriger Seitenflachen der drei associirten Hexaeder gilt. 

Unsere Hexaeder fiihren jetzt fur die allgemeine Plache dritter Ordnung, auf der 
die 27 Geraden bekannt sein sollen, zu einer Construction des Sylvester ’ seken Pentae- 
ders. In der That, betrachten wir zwei Hexaeder, die zwei beliebigen Doppelsechsen ent- 
sprechen. Die Developpable dritter Classe, welche die sechs Ebenen des orsten Hexae- 
ders zu Tangentenebenen hat, und die analoge Developpable, welche die Ebenen des 
anderen Hexaeders beruhrt, haben nach einem Theorem des Hrn. Reye funf gemeinsanie 
Tangentenebenen, und diese eben sind die Seitenflachen des Sylvester’ schen Pentaeders. 
Man fiihrt die Construction dieser Ebenen auf diejenige der fiinf isolirten Schnittpunkte 
zweier ebener Curven dritter Ordnung mit Doppelpunkt zuruck, von denen jede durch 
den Doppelpunkt der anderen hindurchlauft. 




Cremona, tomo III 
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DOMENICO CHELINI. 
Cenno eeoeologico. 


Atti della R. Aecademia dei Lincei, Transnnii, aerie III, volume III (1879), pp. 54-5G. 
Bulletin des sciences mathemaiiques et astronomiqiieSf 2.“® s^rie, tome III (1879), pp. 228-232. 


Domenico Chelini, nacque ai 18 ottobre 1802 in Gragnano su quel di Lucca da agiata 
famiglia oampagnuola. E padre sno, Francesco Maria, desiderando che intrapren- 
desse la carriera ecclesiastica, aEogatolo in Lucca presso una famigba privata, lo faceva 
istruire nei priini radimenti della lingua latina, nei quali ebbe poi a maestro certo P. Puc- 
ciNELLi dei Canonici Lateranensi. Mortogli il padre, mentr’egli era ancor giovanissirao, 
i fratelli del Chelini desideravauo che toniasse in famiglia, sia a risparmio di spese, sia 
perehe li aiutasse ne’ lavori campestri. Ma il P. Puccinelli, dolente che il giovanetto 
avesse a interrompere gli studi ne’ quali aveva fatto e prometteva fare grandi progressi, 
tanto fece e s’adoperb che questi pot^> proseguire nell’intrapresa carriera. Mentr’era an- 
cora in Lucca, pare ch’egli venisse uiiziato a stud! dimineralogiadallo scolopio P. Pietrini, 
prof. deU’Universit^ di Eoma. Cooperando E P. Puccinelli, E Chelini fu ben presto 
ammesso a mdossar I’abito religiose in Roma, dove si rese scolopio E 18 novembre 1818 
e fece gH studi del CoUegio Nazareno dal 1819 al 1826. Ivi gli furono professori in filoso- 
fia E P. Baeretti, in matematica E P. Gandolfi, ambedue deE’arehiginnasio romano, 
ed in eloquenza E P. Bianohi, latinista di molta riputazione. Si distinse e negli stud! 
seientifici, e ne’ letterari, cosi che, appena ebbe cessato d’essere scolaro, fu messo ad in- 
segnare umanita nei CoUegio medesimo. Nell’anno successive and6 professors di rettorica 
a Narni dove fu consacrato prete (aprUe 1827). Cola, trovandosi in luogo tranquElo e 
seguendo la naturale inelinazione del suo ingegno, si diede con ardore a continuare da sb, 
coU’aiuto de’ soU libri, i suoi studi matematici: impresa che poi fu sempre la principale 
e predEetta occupazione sua, e aUa quale non venne mai meno sinche ebbe vita Passb 
un anno a Narni, poi un altro (1828-29) a citta della Pieve come professore di filosofia; 
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e di qui fu trasferito eollo stesso ufflcio ad Alatri. Nel 1831 si arnmald gravemente e and5 
a curarsi a Napoli. Nello stesso anno fu ricliiamato al eoUegio Nazareno, ed ivi ebbe la 
eattedra di matematica, che tenne per ben venti anni, sebbene per alcuni anni dopo il 
1836 professasse anche filosofia, in raancanza del titolare. Negli ultimi mesi del 1843 e 
nei primi del 1844 conobbe Jacobi, venuto in Roma per ragioni di salute insieme eon 
Lejeune-Dxkiohlet, Steiner, Schlaefli e Borchardt, e merito la benevolenza e la 
stima di quel sommo matematico e de’ suoi illustri eompagni. 

Nell’ottobre 1851 andd professore di meccanica e idraulica all’Universita di Bolo- 
gna; il 24 maggio 1860 fu tolto dairufficio perche s’era astenuto dall’intervenire alia fun- 
zione religiosa della festa dello Statute; ed il 5 novembre dello stesso anno fu restituito 
alia eattedra di meeeanica razionale eon un provvediniento eccezionale sotto forma di 
deereto ministeriale che lo nominava professore straordinario, senza limite di tempo, 
senz’obbligo di giuramento e eollo stesso stipendio di cui godeva prima come ordinario. 
Per6 nell’ottobre 1863 si comincio a non voler piii rispettare la posizione eccezionale 
del Chelini; gli fu mandate un deereto che lo nominava professore straordinario per 
I’anno scolastioo imminente, come e di pratica per gii straordinari. La qual oosa gli reeh 
non pooa amarezza, perche il Chelini amava sinceramente la patria italiana ed era as- 
solutamente alieno dall’associarsi a qualsiasi atto ostUe al governo nazionale: dei quali 
suoi sentimenti gli amici intimi possono fare ampia testimonianza. E un anno dopo il 
Ministero chiese ch’egli prestasse il giuramento politico; e dietro la sua dichiarazione 
di non lo poter dare per la sua condizione di ecclesiastico, venue destituito eon deereto 
del 18 dicembre 1864. In queU’occasione i professor! e gli studeiiti delFUniversith di Bo- 
logna in diversi modi dimostrarono quanta stima ed afletto nutrissero pel Chelini e 
con quanto dolore si vedessero privati d’ogni speranza di eonservarlo a queirAteneo. 
R Chelini sopporth la sua disgrazia con ammirabile serenity d’animo; si port5 a Lucca 
dove aveva molti nipoti e dove rieevette con sua grande consolazione un album coi ri- 
tratti fotografici de’ professor! bolognesi e di amici scientifici d’altre Universita. 

Nel marzo 1865 and5 a Roma dove gli si era fatto sperare una eattedra all’Univer- 
sita; ma non fu prima del settembre 1867 ch’egli ottenne I’insegnamento della mecca- 
nica razionale, al quale diede principio nel successive dicembre. E quattro anni dopo, 
venne di nuovo dimesso, allorche, divenuta Roma eapitale d’ltalia, gli fu ripresentato 
il dilemma o giurare o andarsene. D’allora in poi insegno nella cosi delta University Va- 
ticana sinche questa non venne chiusa; e quindi privatamente. 

Sperh di ottenere una piccola pensione, che avrebbe destinata a soccorrere dei pa- 
rent! bisognosi; ma gU fu negata. Nella primavera 1878 I’Ordine Civile di Savoja gli de- 
cretb un piccolo assegno annuo ch’egli accettd eon viva gratitudine; ma non gli fu dato 
che di riscuoterne il primo trimestre, avendolo eolto la morte nel di 16 novembre dopo 
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pochi giorni di malattia, nel CoUegio Nazareno dove abitava sino dal 1866. 

Era stato ascritto all’Accademia dei Lincei sino dal 1847, all’Accademia di Bologna 
sino dal 1864, ed alia Society Italiana dei XL sino dal 1863. Apparteneva inoltre a non 
poche altre Acoademie e Society minori. 

Tutta la sua vita fu spesa in pro’ della scienza e dell’istruzione. Le sue pubblicazioni 
sono in numero di 53 e abbracciano un periodo di ben 44 anni. Suo primo lavoro e una 
Memoria Sulla teoria delle quantitd proporzionali letta all’Aecademia de’ Lincei il 28 luglio 
1834, e Fultimo una Memoria Sopra alcune quistioni dinamiehe, presentata ali’Accademia 
di Bologna il 26 aprile 1877. Sino agli estremi giorni ebbe intatta la forza del pensiero 
come quella del corpo. Due settimane circa avanti che morisse egli era a casa mia e mi 
parlava d’una quistione che lo teneva oeeupato e dalla soluzione della quale sperava 
trarre una Memoria da servire come penso aceademieo per I’lstituto di Bologna. 

Useirei dai limiti eoncessimi in questo luogo se, per rappresentare al vivo I’ottimo 
amico perduto, tentassi dire di quale ingegno, di qual cuore, di qual carattere e di quanta 
modestia egli era dotato. Pib facilmente mi asterro dal farlo, sapendo che una vera e 
propria biografla sara scritta da un amico comune, il prof. Beltrami. Io mi restringerb 
a chiudere il mio dire coUe belle parole coUe quali lo stesso Beltrami annuncid all’Ac- 
cademia di Bologna la morte del Chelini: «... Quelli che lo hanno conosciuto lo hanno 
« amato. I matematici che hanno studiato i suoi lavori lo hanno ammirato ed amato ad 
« un tempo. Giacohe U suo pensiero scientifico era limpido e sereno come il suo cuore, 
« e la eura costante di rendere intuitive le verita pih riposte era in lui il riflesso d’una 
« splendida intelligenza, non meno che d’un sentiraento squisitissimo di universale bene- 
« volenza. L’impresa di riassumere e di iUustrare la numerosa serie dei suoi lavori sarS, 
« facile e gradita a chi dovra compierla: sar^ una storia di idee beUe, buone e vere, ri- 
« vestite di forme semplici e gentUi; sar^ una nuova prova deUa celebre sentenza che 
« lo stile e I’uomo. Ma, pur troppo, se lo stUe ci resta, I’uomo non ^ pih. Anche questo 
« veterano deUa scienza italiana, il cui nome correva con onore per le bocehe degli stra- 
« nien fin da quando gli studi nostri giacevano depress! come le sorti nazionali, ^ sceso 
«neUa tomba. Egli aspettava il suo giorno con animo tranquillo: aveva la coscienza di 
« una ■nta nobilmente spesa. Benediciamo alia memoria di Domenico Chelini: h la memo- 
i( ria d’un’anima Candida e d’una mente eletta ». 

£ stata aperta'una sottoscrizione p*’®] per erigere al Chelini un modesto monu- 
mento nel portico dell’ University romana, dov’ebbe termine la sua attivity come pub- 
blico insegnante. [“^] 
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SULLE SUPERFICIE E LE CURVE CHE PASSANO PEI VERTICI 
D’INFINITI POLIEDRI FORMATI DA PIANI OSCULATORI 
DI UHA CUBICA QOBBA. 


Eendico7iU del JR, Istiiiito Lombardo, serie II, volume XII (1879), pp. 347-362. 


In una elegantissima Nota del Prof. Emiuo Weyr: Ueher Involutionenhoherer Orade 
(Giornale di Borchardt, tomo 72) e a pag. 187 deU’importante lavoro del signor Dar- 
Boux: 8ur une classe remarquaUe de courles et de surfaces, etc. (Paris, 1873) sono consi- 
derate certe curye piane d’ordine n, passanti per tutti i punti d’intersezione di n -f- 1 
tangenti d’una conica *). 

Non so se sia stato osservato che tale considerazione e suscettibUe d’essere estesa 
alio spazio e d’essere generalizzata anche ulteriormente. 

1. Siano ti = 0,' <2 = 0,... <„^.i = 0 le equazioni di n 1 rette tangenti di una eo- 
nica data, allora I’equazione: 

( 1 ) = + 

rappresenta, qualunque siano i parametri h, una curva d’ordine n passante per le 

|•»(w-|-l) scambievoli intersezioni di quelle n-\-l rette. 

Supposto <i = «! + 2 Ti ajj -p t| iKg, dove x^, x^, x^ sono coordinate trilineari e t e 
il parametro cbe varia da una ad altra tangente deUa conica, siano ai, aj, a, i valori 
del parametro t per altre tre tangenti: 

tti = 0, *2 = 0> <*3 = 0. 


■*) Cfr. Beltrami nel Giornale di Battaglini, anno 1871, e nella Memoria di Chbuni 
Sopra dlcuni pimli notabiU neUa teoria elementare de’ tetraedri e delle eoniche. (Accad. di Bolo- 
gna, serie 3.», tomo V delle Memorie, 1874). 
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La condizione perch^ la curva (1) pass! pel punto a^a-i e: 


( 2 ) 

ed analogamente: 

(3) 


v _0 

ai)(T.-— Oa) 


y h: - = 0 

— ai)(i:i— as) 


& la condizione del passaggio pel punto aifla. Se ora si sommano le (2), (3), moltiplieate 
rispettivamente per ai — as, as — si ottiene: 


(4) 


Iti 


y 2L = 0 

— a 2 )(Ti — as) 


ehe e la condizione onde la stessa curva (1) passi pel punto a^as. Dunque: 

fi'e la curva (1) ;passa per due vertiei di un triangolo circoscritto alia conica data, passa 
anche pel ter'zo vertice. 

Nella curva (1) si possono cosi inscrivere infiniti moUilaten completi (di 3, 4, . . . n +1 

lati) circoseritti alia conica data. Se la curva (1) vuolsi far passare per tutti gli ^r(r~l) 

vertiei d’un costfatto r-latero, i coeffieienti h dovranno soddisfare a sole r — 1 condi- 
zioni lineari. 

AI teorema si potrebbero dare altri enunciati, supponendo che le x siano funzioni 
(omogenee intere) di un dato grado nelle coordinate. 

2. Tin teorema analogo ha luogo nello spazio. 

Siano — 0, ia = 0, . . . ^,^.8 = 0 le equazioni di w + 2 piani osculatori di una data 
cubica gobba. L’equazionc: 

( 6 ) 


(dove r, s sono eguali a due numeri diflerenti della serie 1, 2, . . . , w + 2) rappresenta, 

- 2^ (tI/ I X') 7h 

qualunque siano le costanti h, una superficie di ordine n passante per gli ^ ^ ' 

a , O 


vertiei del poliedro eompleto formate da quei piani. 

Supposto { = ail + 3 c 332 -j- 3 fl^s + * 4 , dove le x sono coordinate qiiadriplanari e 

T e U parametro variabile da uno ad altro piano oseulatore della cubica, siano ai, aj, ag, 
i valori di t per altri quattro piani osculatori della stessa curva gobba: 


«! = 0, 02 = 0, Os = 0, O4 = 0. 

La condizione perche la superficie (6) passi pel punto aiCkOs h; 
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V =.0 

^ (-C^ — ai) (t^ — aj) — * 3 ) ( 1 :. — ai) (t., — aj) (t., — a.^) 

e due altre analoghe equazioni di condMone si avrebbero pel passaggio della superficie 
( 6 ) pei punti ai« 3 » 4 . Se ora si sommano le tre equazioni 'di condizione, ordinata- 

mente moltiplicate per: 

(*2 — ag) (ai — ag) (aj — 03) , 

(«4 — 02) («! — a^) (tti — Os), 

(*3 — 0 . 4 ) (a, — Os) («! — «<), 

si ottieue la; 

y ^ =0 

— aj) (z, — 03) — *4) (i:, — acs) (t, — (Xg ) (i:, — a.^) ’ 


che la condizione onde la superficie (5) passi pel punto Diinque: 

Se la superficie (5) passa per tre vertiei di un tetraedro cireoseritto alia data cubiea golha 
essa passa aneora pel quarto vertice. 

Uno qualunque dei piani osculatori della cubica gobba taglia la sviluppabUe oscula- 
trice di questa secondo una conica e la superficie (5) secondo una curva d’ordine n; ogni 
r-latero completo inscritto in questa curva e cireoseritto aUa conica h la sezione di un 
poliedro complete inscritto nella superficie (6) e forraato da r + 1 piani osculatori deUa 
cubica gobba. 

8. n teorema sussiste per un numero qualunque m di variabili, e la dimostrazione 
analitica del raedesirao si fonda suUe notissime propriety, del determinante che esprime 
il prodotto di tutte le differenze di quantity date. Si ha cost I’enunciato: 

Se in uno spazio di m dimensioni si ha un sistema semplicemente infinito di piani: 

t = Xo + ZXi + n^X2+... + z”’‘X^ = 0 

di genere zero e classe m, e se la superficie d’ordine n: 

in ... fr^i 

(dove fi, rs, ... r„j_i sono m — Inumeri differenti della serie 1, 2, ... w + m — 1), la quale 
contiene tutti i vertiei, in numero: 

(n-\- m — m — 2 ) . n 

1 . 2 ... m 


del poliedro completo le eui faece sono gli n + m ~ 1 piani: 
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il O 5 — — 0 , . • . 0 

del sistema, passa inoltre per m vertici del poliedro formate da altri m + 1 piani del me- 
desimo sistema, essa passera eziandio per V (m + l)-esimo vertice. 

4. Come il signor Darboux ha mostrato potersi individnare un punto qualunque 
di uu piano mediante due tangenti di una conica fissa, cosi nello spazio a tre dimensioni 
un punto e individuate da tre piani osculatori di una data cubica gobba K. Rappresen- 
tata questa colle equazioni: 

X : y : z : w 0 ^^ : S : S (m 1 

e detti coi cog 0)3 i parametri de’ piani osculatori concorrend nel punto x y z il passag- 
gio dalle coordinate ordinarie xy zw alle nuove (Oi 002 0)3 si effettuer^ mediante le for- 
mole: 

: 2/ : 0 : = coi oi2 Wg : (1O2 (03 + coa Oil + (Oi 0)2 : coi + tOg 4 - (*> 3 : 1 

ossia le saranno le radici dell’equazione di 3.<^ grado! 

— 2 ( 0 ^ + ?/^ — a? = 0 p®®] ^ 

SulPuso di queste coordinate co^ cog cog si possono fondare considerazioni analoghe a 
quelle che il signor Darboux ha svolto per le curve plane. 

Un’equazione f(<Oi og 0 ) 3 ) = 0 rappresenta una superficie luogo del punto comune a 
tre piani osculatori di K, i cui parametri co soddisfacciano I’equazione proposta. Detti 
^ 15 ^ 25^3 i gradi dell’equazione separatamente in oog, Wg, I’ordine deUa superficie e 
Ui + + '^ 3 oppure fhi + oppure rii secondoche I’equazione e dissimmetrica 

rispetto alle tre o), oppure rispetto a due di esse, oppure simmetrica rispetto a tutte e tre. 

5. Ritenuto per w il significato precedente, siano \i Xg due altri parametri arbi- 
trary L’equazione f (Xj Xg co) = 0 , che supporremo essere del grado n nel parametro o), 
si puo considerare come rappresentante la superficie luogo de’ punti di concorso di tutte 
le terne di piani osculatori di K soddisfacienti all’equazione medesima. L’equazione in 

WgCOg della superficie si otterra eliminando X^ X 2 fra le: 

f(Xi Xg o>i) = 0, f(Xi Xg (*>2) = 0, f(Xi Xg 0)3) = 0. 

Ad ogni coppia di valori di X^ Xg corrispondono n valori di 00 eppero n(n — 1) (n — 2): 6 
punti della superficie. Per ottenere Pordine di questa, si cerchi in quanti punti essa sia 
incontrata dalla retta comune a due piani co = a, co = 6, osculatori di K. Se le equazioni: 

f(k,ha)^Q, f(X,X 2 6 ) = 0 , 

risolute rispetto a X^ X 2 , dAnno N soluzioni dipendenti da per ciascuna di esse Fequa- 
zione f(Xi X 2 o)) = 0 dara n — 2 valori di co^ oltre a, h. Dunque la coppia ah parte di 
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N(« — 2) terne di piani, ossia la retta ab incontra la superficie in N(« — 2) punti. 

6. Se N = 1, la superficie e il luogo dei vertici di una serie (doppianaente infinita) 
di poliedri circosoritti a K, ehe corrispondono univocamente ai punti di un piano. Tre 
poliedri siifatti determinano la superficie. Ossia: i vertici M tre poliedri completi, aiascuno 
dei quali sia formate da n piani oseulatori d'una cuhiea gohia data, giaeeiono sempre in una 
superficie d'ordine n — 2, che eontiene i vertici d'infiniti ( oo^) altri poliedri analoghi. 

Questa proprieta eombinata col teorema del n. 2 inostra che il passaggio di una su- 
perficie d’ordine n — 2 pei vertici di tre w — edri circoseritti a K corrisponde ordinata- 
mente ad 

n (ft — 1) (w — 2) ^ (ft — 1) (ft— 2) 

2.3 2 

condizioni; i quali tre numeri danno appunto la somma 

(ft — 1) ft (ft -f- 1) 

2.3 

che e il numero delle condizioni semplici che determinano una superficie d’ordine n — 2. 
In altri termini: per individuare la superficie, la si farh passare dapprima per tutti i ver- 
tici del prime poliedro, poi pei vertici contenuti in una faccia del secondo, da ultimo pei 
vertici situati in uno spigolo del terzo. 

7. Se N e qualunque ed w = 3, 1’ equazione f(ki Xj oo) = 0 ha la forma 

A — 3Bw + 3C(o" — 

dove A, B, C, D sono funzioni di Xi X^. Ad ogni coppia di valori di Xj X^ corrisponde una 
terna di piani oseulatori di K coneorrenti nel punto : 

X : y: e : w = k : B : G : D, 

il luogo del quale conseguentemente una superficie rappresentabile, punto per punto, 
sul piano. 

8. Data un’equazione f (X w) = 0 tra due soli parametri, essa puo considerarsi 
come rappresentante una curva, I’ordine deEa quale e m (ft — 1) (ft — 2) : 2, se f h di 
grade m in X e di grade ft in w: il ehe risulta dal cercare le intersezioni con un piano w = a. 

Se m = 1, si ha una curva d’ordine (ft — 1) (ft — 2) : 2, luogo dei vertici d’infiniti 
poliedri di n facce, corrispondenti ai punti d’una retta. Due poliedri siffatti determinano 
la curva. Ossia: i vertici di due poliedri completi, eiaseuno de’ quali sia formate da n 
piani oseulatori di una data cubiea gobba, sono situati in una curva gobba d’ordine 
(n — 1) (ft — 2) : 2 che passa pei vertici d’infiniti altri poliedri analoghi. 

Per m qualunque ed ft = 3 si hanno tre piani oseulatori di K coneorrenti in un punto 
che ha per luogo una curva razionale. 
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QUESTION 666. [“] 


NouvelU correspondance niathematique (Bruxelles), Tome sixi^me (1880), pp. 554-555. 


Six points, a^, a.,, . . . a^, sont donn§s, ariitrairement, dans un plan. Dimontrer qu‘ il 
exists un systems liniaire, triplement infini, de eourbes du sixUme ordre, K, donees des pro- 
prietes suivantes: 

l.° Les points a sont des points doubles pour toutes les eourbes K; 

2.0 Les tangentes aux eourbes K, en un meme point a, foment une involution; 

3.0 Ohacune des quinze droites aia ^, . . . , et ehaeune des six eoniques 
est reneontree, par les eourbes K, en couples de points en involution, 

En consid 4 rant les six points donnas comme 6tant les points fondamentaux de la 
representation plane, point ^ point, d’une surface generate F3, du troisieme ordre, dont les 
vingt-sept droites r aiiront par consequent leurs images dans les six points «2, . , . , 
les quinze droites aia^, a^Ui, . . . et les six eoniques ; toute eourbe du 

sixieme ordre, ayant six points doubles aux points donnes, sera I’image de 1’ intersec- 
tion de F3 avee une surface du second ordre. Cela premis, le theorme propose se tran- 
sforme dans le suivant: 

lly a un systems liniaire, triplement infini, de surfaces du second ordre, qui est rencon- 
tre par chacune des 27 droites r de F3, dans des couples de points conjuguis en involution. 

Or, le systeme des surfaces polaires des points de I’espaee, par rapport a F3, jouit 
prSeisement d’une telle propri 4 t 6 . En effet, si 

(A) = 0, (B) = 0, (C) = 0, (D) = 0 

sont les equations des polaires de quatre points arbitraires A, B, C, D, non situes dans 
un m 4 me plan; I’^quation 

(1) a(A)-|- p(B)-|-Y(C)-f 8(D) = 0 

represente la polaire d’un point quelconque de I’espace. Supposons que A et B soient 
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deux points de la droite r de Fg, dont les Equations soient x = 0, y = 0. Alors I’hypo- 
th5se x = y = 0 reduira I’^quation (1) S, la suivaate: 

(2) ■r(C) + 3(D) = 0. 

Ainsi, les interseetions de r, par toutes les surfaces du systeme triplement infini (1), 
coincident avee les intersections par les surfaces du faisceau (2); par consequent, eUes 
sent en involution. 


108 . 

SOPRA UNA CERTA SUPERFICIE DI QUART’ ORDINE. 


In Memoriavi Dominici Chelini, Collectanea mathematical Milano, U. Hoepli, MDCCCLXXXI, pp. 413-424. 


1. Due fasci projettivi di superfioie di 2.° grade 

Si + X Sj = 0 

s.+xs,=0 

generano, coin’e note, la superfioie di 4.° ordine 

(2) SiS4-SeS3 = 0 

la quale puo anche essere generata mediante i due fasci projettivi 

Si + p. Ss = 0 
S3 + piS, = 0. 

Ne segue che sulla superfioie (2) sono traeciate due serie (semplicemente infinite) 
di curve generatrici, le quali, in generate, sono di 4.° ordine e 1.®' specie. Una generatrice 
qualunque della prima serie 6 rappresentata dalle equazioni (1), una qualunque della 
seeonda dalle (3). 

2. Suppongasi ora che tutte le superfioie di 2.® grade S abbiano un punto comune 
0 ed in esso siano toccate da uno stesso piano x = 0. Ossia, indicate con x, y, z, w le 
coordinate omogenee di un punto nello spazio, e supposto che le prime tre siano nulle 
per 0, si ponga 

S,. = fc,, w a: + K,, 

dove k e una costante e E e un polinomio omogeneo di 2.° grado in x, y, z. 

Allora la (2) diviene 

{h h - h h) ** + ih K, + ^4 Ki - h Ks -- h'K,)wx 
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equazione che scriv’eremo brevemente cosi: 

(4) F = 0 

e cbe rappresenta una superficie di 4.° ordine, avente 0 per punto doppio uniplanare e 
tale che ivi la superficie toeea se medesima: ossia, ogni piano condotto per 0 sega la su- 
perficie secondo una eurva che in 0 ha due punti doppi infinitamente vicini. H piano 
tangente singolare « = 0 taglia la superficie secondo quattro rette inerociate in 0 ; 
onde 0 assorbe quattro intersezioni della superficie con qualunque linea passante sem- 
plicemente per 0 ed ivi toceante il suddetto piano a: = 0 . 

3. In generale una superficie di 4.® ordine dotata di questa singolarit^ in 0 ha 
per equazione 

(5) hvfx^ + uwx-\-v = 0 

dove h e una costante ed u, v sono polinomi omogenei in x, y, z, risp. del grade 2, 4, 
L’equazione (5) puo essere ridotta, e in infinite maniere, alia forma (4). Infatti: si 
considerino le equazioni 

M = 0, w = 0 

come rappresentanti una conica ed una curva di 4.® ordine, poste in uno stesso piano. 
Presi ad arbitrio in ?; = 0 i punti 1 2 3 4 5 6 7, descrivansi le coniche 

K, = 0 per 1 2 3 4 5 

K 2=0 per 1 23 46 

le quali seghino inoltre v = 0 risp. in Piqii’i, Paqai's- Poi descrivansi le coniche 

Ks = 0 per 5 pi q, I’l 7 
K 4 = 0 per 6 P 2 q-j 7 

le quali, com’e notissimo, si segheranno in altri tre punti p q r della curva d = 0. Eppero 
questa curva sar^ generabile mediante i fasci projettivi di coniche 

+ = K3 + ).K4 = 0 , 

ossia, V e riducibile alia forma Ki K 4 — K 3 , e cio in 7* maniere diverse. 

Ora, le quattro coniche K determinano un sistema triplamente infinite di coniche, 
rappresentate, in generale, dall’equazione 

fc* Ki — fcs Kg — K 3 -i- = 0 

ove le k sono parametri axbitrari. Dunque, in (7 + 3 — 5)* = 6 "= maniere diverse si pos- 
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SOHO ridurre simultaneamente una data quartiea — 0 ed una data conica m — 0 alle 
forme 

K,K,-K,K, = 0 

ki Ki — fcs Ko — fcaKa fci K 4 = 0 , 

donde consegue cio ehe si h asserito per I’equazione (6), 

4. Indieando ora con F la superfieie (5) di 4.° ordine, dotata del punto singolare 
0 (e del resto priva d’altri punti multipli e di linee multiple), essa pud essere generata 
mediante due fasci projettivi di superfieie di 2 .° grado, tutte toccantisi fra loro nel punto 
comune 0. Da queste superfieie naseono, per P, due serie di generatrici, che sono curve 
gobbe di 4.° ordine, tutte aventi un punto doppio in 0 (e le tangenti nel piano x — 0). 
Due generatrici di serie diverse giacciono in una stessa superfieie di 2 .° grado e s’incon- 
trano in quattro punti (diversi da 0). Inveee due generatrici della stessa serie non hanno 
punti comuni, oltre ad 0 . 

Poichb la superfieie F possiede una serie (semplicemente infinita) di curve razionali 
situate ad una ad una sidle superfieie di un fascio, ne segue a dirittura, per un teorema 
di Noether, che F e rappresentabilo, punto per punto, su di un piano. 

5. Dati due fasci projettivi di superfieie di 2.° grado 

(Ai + X ifca) w a: + Ki + X Kj = 0 
(ki d" ^ ^ 4 ) w X -f- Kj X K 4 = 0 

che tutte si toccano in un punto comune x = y — s = 0,i coni (di 2 .° grado) che da que- 
sto punto projettano le curve d’intersezione delle eoppie di superfieie corrispondenti for- 
mano una serie rappresentata dall’equazione 

{Jci + X ki) (Ks + X K4) — + X ^14) (Ki + X Kj) = 0 ; 

la quale mostra come la serie eontenga, in generale, sei coni spezzantisi in due piani ; 
ossia, ciaseuna serie di curve razionali di 4.® ordine, col punto doppio 0 , esistenti sulla su- 
perficie F, comprende sei curve eomposte di due coniehe situate in piani distinti. Queste 
due coniche, appartenendo ad una stessa superfieie di 2° grado, s’incontrano in 0 ed 
in un altro punto: punto di ulteriore eontatto fra due superfieie corrispondenti de’ due 
fasci projettivi. Sieeome poi due curve della serie non hanno (oltre ad 0) alcun punto 
comune, cosi due coniche appartenenti a eoppie diverse non s’incontrano (fuori di 0 ). 

Si hanno cosi dodiei coniehe di F, situate in piani differenti: i quali piani segheranno 
adunque la superfieie secondo altre dodiei coniehe, formanti analogamente sei eoppie 
situate in sei superfieie di 2 .° grado di un fascio. Infatti, se le superfieie 
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Si + S 2 = 0 

S3 X,. S4 = 0 

si segano secondo due coniche, per r = 1, 2, 3, 4, 5, 6, indicate eon 

P, = 0, Q, = 0 

le equazioni dei piani delle due coniche, si avrjl I’identit^ 

Si -f- Xy. S2 + (J-r (S3 + X,, S4) = Fy Q,.. 

E, scritta I’equazione (2) della superficie F cosi; 

(Si ~t“ Xy S2) S4 (S3 -)- X,, S4) Sj = 0, 
questa, in virth di queli’identit^, si mutera nella seguente: 

(Si -f- X,. Sj) (S2 H" {><- S4) — S2 P,. Q,- = 0, 

la quale dice che i piani P,. = 0, Q,. = 0, oltre a dare le due eonicheposte nelle super- 
ficie di 2.° grade Si -f X,. So = 0, S3 -f X,. S4 = 0, segano F secondo altre due coniche 
situate nelle due superficie di 2.° gi’ado 

Sj + ^'>•84 = 0, Si -|- S3 = 0, 

eiascuna deUe quali, variando r, da sei superficie d’uno stesso faseio. 

In altre parole, anche le dodici nuove coniche formano sei curve di 4.° ordine (con 
punto doppio in 0) appartenenti ad una stessa serie. E siccome due curve di 4.° ordine, 
appartenenti a serie diverse, s’incontrano sempre in quattro punti (oltre ad 0), cosi eia- 
scuna delle prime dodici coniche incontra eiascuna delle altre dodici. 

6. DaD’esistenza di una conica giacente su F e passante per 0 si pu5 subito 
dedurre un’interessante trasformazione deHa superficie di 4.° ordine. 

Le superficie S di 2° grado che passano per ^ e toceano in 0 il piano x = 0 formano 
un sistema omaloidico, eppero soraministrano una trasformazione lurazionale del dato 
spazio S in un altro S', i cui piani e le cui rette corrispondono ordinatamente aUe super- 
ficie S ed aUe coniche @ toccate in 0 dal piano a; = 0 e seganti ^ in un secondo punto. *) 
In qual superficie F viene aUora a trasformarsi la data F? 

Ai punti in cui F e incontrata da una retta arbitraria dello spazio S' corrispondono 
i punti di ulteriore intersezione di F con una conica g ; i quali punti sono in numero di 


*) lo ho gih adoperata questa trasformazione in aJtra occasione: Rendiconti dell’Istituto 
Lombardo 9 marzo 1871 [Queste Opere, n. 88j. Veggasi anche: Anndli di Matematica (Milano 
1872), tom. V della serie seconds, pag. 142 e 143 (Questo volume, pag. 307 e 308). 
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2,4 — 4 — 1=3, perehe 0 assorbe gi&, 4 intersezioni e vi ^ poi un altro punto oomune 
a gt ed a Dunque F' e una superficie di 3.° ordine. 

Viceversa, se F e sono una superficie di 3.° ordine ed una conica toecate in un 
punto comune O' da uno stesso piano a;' = 0, e del resto quali si vogliano ; trasf ormando 
punto per punto lo spazio S' nello spazio S per modo che ai piani di questo eorrispon- 
dano le superficie di 2° grado passanti per e toccanti in O' il piano aj' = 0; la super- 
ficie F si trasformera in una superficie analoga ad F. Infatti la nuova superficie 

1.0 e del 4.0 ordine, perehe qualunque conica dello spazio S' toccata in 0' dal 
piano a:' = 0 (e incontrata in un altro punto da c^') avr^ con F' altri quattro punti eo- 
muni; 

2.0 ha in 0 un punto doppio, perehe ogni retta per 0' incontra F in aJtri due punti; 

3.0 e tagliata dal piano x — 0 seeondo quattro rette incrociate in 0, perch^ la su- 
perficie F' contiene quattro punti di (oltre ad O'); 

4.0 e segata da un piano arbitrario per 0 seeondo una curva (di 4.o ordine) di ge- 
nere 1, epper5 avente in 0 due punti doppi infinitamente vieini, perchfe un piano con- 
dotto arbitrariainente per O' sega F seeondo una curva (di 3.° ordine) di genere 1. 

7. Ci6 stabilito, la nota geometria della superficie generale di 3.o ordine F sommi- 
nistra immediatamente la geometria della nostra superficie F, 

AUe 27 rette di F' corrispondono in F altrettante coniche passanti per 0 e seganti 
^ in un seeondo punto; le quali tra loro si segano o no, secondoche ci5 avviene delle 
rette di F'. 

II piano di una qualunque di queste 27 eoniche sega F lungo una nuova conica: que- 
ste altre 27 coniche (passanti per 0 ma non ineontranti altrove corrispondono alle 
coniche che si ottengono in F' mediante i piani eondotti per 0' e per le 27 rette. 

n piano di ^ sega F seeondo un’altra conica, la quale eorrisponde al punto O', men- 
tre ^ ha per eorrispondente la curva razionale di 3.° ordine, sezione di F col piano tan- 
gente in O'. 

Si hanno cosi, in F, 56 eoniche tutte passanti per 0 e situate, due a due, in 28 piani. 
Esse corrispondono alle 27 rette di F, alle 27 coniche passanti per O', al punto 0' ed 
alia sezione del piano tangente in O'. 

8. In generale, la superficie F non contiene altre coniche. Infatti, sia @ una co- 
nica in F (distinta da H piano di @ conterrft un’altra conica di F, e se questo piano 
passa per 0, le due coniche si toeeheranno in questo punto, con una tangente posta ne 
piano a: = 0. Percih ^ incontra altrove al pih in due punti una qualunque delle super- 
ficie S. Ne segue che a ^ corrispondera in S' una conica, una retta o un punto, secon- 
doehfe @ ha eon 0, 1, 2 punti d’incontro, oltre ad 0. Si hanno cosi le 27 -f- 27 + 1 
coniche gia ottenute. 



SOPRA UNA OERTA StJPERFIOIB DI QUART^ORDINE. 


449 


Se @ non passa per 0, puo avere eon ^ 2, 1, 0 pnnti comimi, e quindi incontrer^ 
una S qualunque in 2, 3, 4 punti fiiori di Nel primo caso a @ corrisponderebbe una 
conica di F passante per due de’ quattro punti in cui F' e incontrata da ; nel secondo 
caso una cubica passante per 0' e ancora per due punti di ^ ; nel terzo una eurva di 4,° 
ordine, avente un punto doppio in 0' e passante per due punti di Ora, queste curve 
non sono possibili in generale, ritenuto cioe che la superficie F' e la conica siano 
soggette alia sola condizione di tocearsi in O'. Infatti, in una superficie di 3.^ ordine, i 
sistemi di coniche, i sistemi di cubiche con un punto dato, e i sistemi di curve di 4.° 
ordine con un dato punto doppio sono seinplicemente infiniti: epperb non vi e alcuna 
di queste curve che passi per due punti dati ad arbitrio. 

9. Analogamente, F non ha, in generale, alcuna retta oltre le quattro gia notate 
come esistenti nel piano x = 0. Infatti, in causa della posizione arbitraria di 0' su F' 
e di rispetto ad F', questa superficie non ha rette passanti per 0' od appoggiate a 

ne ha coniche passanti per 0' ed appoggiate a Sx’. 

10. Ora, dalla nota rappresentazione piana di una superficie generale di 3.° ordine 
si puo subito dedurre quella della superficie di 4.° ordine dotata dell’unico punto singo- 
lare 0. Sia F' il piano rappresentativo di F' e siano 1, 2, 3, 4, 5, 6 i sei punti fondamen- 
tali della rappresentazione, onde le imagini deUe sezioni plane di F saranno le curve di 
3.0 ordine passanti pei punti 1 2 3 4 5 6. Supposto che in questa rappresentazione il punto 
M" del piano F" sia Timagine del punto M' di F', e che nella trasformazione qiiadratiea 
suesposta (§ 6) al punto M' di F corrisponda il punto M di F, riguarderemo M" come 
imagine di M, e cosi sarb. rappresentata F punto per punto sul piano F". 

Poiche i punti 1 2 3 4 5 6 rappresentano sei rette di F e poiche alle rette di F' corri- 
spondono coniche di F, quei punti saranno ora imagini di altrettante coniche di F. Un’al- 
tra conica di questa superficie, e precisamente quella che e in im piano con Ji, avr^ per 
imagine il punto 0" imagine di O’. Invece di 0" scrivero 0. E la conica ^ seira rappre- 
sentata dalla cubica 0^123456, poiche questa e Fimagine della sezione fatta in F' dal 
piano tangeiite in O'. 

Le rette che uniscono due a due i sei punti 1 2 3 4 5 6 e le coniche che li uniscono 
cinque a cinque sono pure imagini di rette di F', eppero rappresenteranno coniche di F. 

Le coniche di F' che passano per 0' sono rappresentate dalle sei rette 01, 02, ..., dalle 
quindici coniche 01234, 01235,..., e dalle sei cubiche 0F23456, 012^3456,...; 
queste saranno adunque le imagini di altre ventisette coniche di F. Le coniche di F sono 
percio rappresentate dai sette punti 0 1 2 3 4 5 6; dalle ventuna rette che li uniscono 
due a due; dalle ventuna coniche che li uniscono cinque a cinque; e dalle sette cubiche 
che passano per tutti e sette i punti, avendo un nodo in uno di essi. 

11. Al punto 0 corrisponde la sezione fatta in F' dal piano di la qual sezione 


Cremona, tomo III. 
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eontiene il punto O' e quattro punti di L’ imagine di questa sezione sari dunque una 
cubica 133456 contenente il punto 0 e quattro punti, che diro 7, 8 , 9, 10, imagini 
de’ quattro punti di 5 ^'. E siccome ai punti di ^ corrispondono rette dello spazio S, cosi 
ne consegue che le quattro rette di F sono rappresentate, nel piano F", da quattro punti 
7. 8 . 9. 10, e che gli undici punti 0. 1. 2. 3. 4. 6 . 6 . 7. 8 . 9. 10 sono tutti in unastessa 
cubica (di genere 1 ), imagine del punto singolare 0 . 

12 . Cerchiamo ora le imagini delle sezioni piane di F, alle quali corrispondono le 
intersezioni di F' coUe superficie S' di 2.'^ grade toccate in O' dal piano a:' = 0 e passanti 
per la conica Jl'. Queste intersezioni avranno un punto doppio in O' e passeranno per 
gli altri quattro punti eomuni ad F' e ^ ; percib le loro imagini in F", vale a dire le ima- 
gini delle sezioni piane di F, sono curve di 6 .° orditie 

0^ 1^ 2^. 3'. 4^ 5\ 7. 8 . 9. 10 

aventi in comune sette punti doppi 0. 1 . 2 ... e quattro punti semplici 7. 8 . 9. 10 *). 

13. Siccome ai piani per 0 corrispondono piani per O', cosi le imagini delle se- 
zioni fatte in F con piani passanti pel punto singolare 0 sono le cubiche 0123456. 
Ciascuna di queste cubiche h segata da tutte le altre in coppie di punti conjugati, che sono 
le imagini delle coppie di punti di F' allineati con O'. Se i due punti conjugati coincidono, 
si ha rimagine di un punto in cui F e toccata da un piano passante per 0. II luogo de’ 
punti analoghi e I’intersezione di F eolla 1.® polare di 0, la quale si decompone nel piano 
a; = 0 ed in una superficie di 2.° grado toccata in 0 da questo medesimo piano. A questa 
superficie corrisponde in S' una superficie, pure di 2.° grado, che tocca F' in O'; per- 
cid rimagine dell’ intersezione e una curva di 6 .° ordine 0*1®2^3^4^5^6\ la quale, 
essendo il luogo de’ punti doppi delle cubiche 0133456, eontiene eziandio le cop- 
pie di punti in cui le ventuna rette 01 , 02 , ..., 12, 56 incontrano risp. le coniche 
33456, 18456, ...,03456 ,...,01334. 

14. In generate, una qualuuque delle superficie S di 2.® grado tangenti in 0 al piano 
a; = 0, avendo per eorrispondente in S' una superficie dello stesso grado tangente ad 
F' in O', interseca F secondo una curva di 8 .° ordine (e al pih di genere 3) dotata di 
un punto quadruplo in 0 , che ha per imagine una curva di 6 .° ordine 0 ® 1 ^ 2 ^ 3 ® 4 ^ 5 ^ 6 ^ 
Viceversa, tutte le curve di 6 .° ordine di questo sistema (sei volte infinite) sono imagini 
di intersezioni di F con superficie S. E facile vedere che tra quelle curve di 8 .° ordine ve 
ne sono infinite che si spezzano in due curve di 4.° ordine con punto doppio in 0, e tra 


*) Cfr. Noether, nelle NacJiricMen di Gottinga, 7 giiigno 1871. Il signor Noether 6 il primo, 
per quanto io sappia, che abbia fatto conoseere questa superficie F in tutta la sua generality, 
lo ne aveva date prima un caso particolare: Nachrichten, 3 maggio 1871 [Queste Opere, n. 93]. 
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queste ve ne sono, in numero finite, che consflano di quattro coniche (incroeiantisi in 0). 

Indichiamo con a uno qualunque de’ sette punti 0 12 3 4 5 6. Le rette per un punto 
a rappresentano curve di 4.° ordine con punto doppio in 0; e curve affatto analoghe sono 
rappresentate dalle curve di 5.° ordine che passano semplicemente per quel punto a e 
doppiamente per gli altri sei. E siceome una di quelle rette ed una qualunque di queste 
curve di 5.° ordine costituiscono insieme una curva di 6.° ordine 0®1^2-3-4^5'6®, cosi 
le due curve gobbe di 4.° ordine, di cui quelle sono lo imagini, giacciono in una stessa 
superficie S di 2.° grade; e quel fascio di rette e quel fascio di curve di 5.° ordine rap- 
presentano due serie di curve generatrici della superficie F, giii da noi considerate 

al trove (§ 1, 4). 

Ciascuno de’ punti a dft cosi due serie conjugate di curvegobbe di 4 ° ordine con punto 
doppio in 0. Anche le coniche per quattro punti a e le curve di 4.° ordine passanti sem- 
plicemente per quest! e doppiamente per gli altri tre rappresentano due analoghe serie 
conjugate di curve gobbe di 4 ° ordine. E lo stesso deve dirsi di due fasci forniati runo 
dalle cubiche passanti per cinque punti a ed aventi un node nel sesto, I’altro dalle cubi- 

che passanti per quei medesimi cinque punti ed aventi un nodo nel settimo. 

Per tal modo si ottengono: 


7 + 



7.6.5 
2 . 3 
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coppie di serie conjugate di curve gobbe di 4.° ordine con punto doppio in 0. E poichS 
(§ 4) due serie conjugate corrispondono ad una generazione della superficie mediante 
due fasci projettivi di superficie di 2.° grado (tutte toceantisi fra loro in 0), cosi possiamo 
dire che F ammette questa generazione in 63 maniere different! *). 

15. Come gi^ si e veduto (§ 6), una serie di curve gobbe di 4.° ordine ne contiene 
sei spezzantisi ciascuna in due coniche (poste in piani diversi): ci5 che del resto e imme- 
diatamente confermato dalla rappresentazione piana F". E siccome due curve gobbe 
appartenenti a serie 'conjugate sono in una stessa superficie S di 2.° grado, cosi vi sono 
superficie S di secondo grado che segano F secondo quattro coniche. E queste superficie 
sono pur conjugate due a due. Infatti, se quattro piani segano F secondo quattro coniche 
situate insieme in una superficie di 2.° grado, anche la rimanente intersezione, formata 
dalle altre quattro coniche poste in que’ quattro piani, giacera in una superficie di 2.° 
grado. Quale e il numero di coteste superficie S seganti F secondo quattro coniche? 


*) Cfr. Steiner, SUgensehaften der Ourven vierten Oo'cides iriicksiclitlich ih/rer Doppeltcmgen- 

ten e Hesse, Ueber die Doppeltangenten der Ourven vierter Ordnung, nel Giornale di Ceelee, 

tom. 49. 
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Le coniche incontrate in un punto, oltre ad 0, da una data conica sono (§ 7) in nu- 
mero di 27: ossia una data conica fa parte di 27 diverse curve gohbe di 4.° ordine. 

Per due coniehe aventi, oltre ad 0, un punto comune, passano cinque superfieie S 
ciaseuna delle quali contiene altre due coniche. Infatti: quelle due coniche, come compo- 
nenti una curva gobba di 4.° ordine, appartengono ad una delle 2.63 serie (§ 14), e questa 
serie (§ 4) contiene altre 5 paja di coniche, i piani delle quali segheranno P secondo altre 
5 paja che appartengono alia serie conjugata. E siccome due curve gobbe di 4.° ordine 
appartenenti a due serie conjugate sono sempre situate in una stessa superfieie S di 2.° 
grade, cost, prendendo ad arbitrio un pajo daJ prime gruppo di paja. ed un pajo dal se- 
condo gruppo, si avranno quattro coniche situate in una stessa superfieie di 2.° grade. 

27.6 

Da ci5 segue che per una data conica di F passano - — = 45 superfieie S di 2.° grade 

eiascuna delle quali sega F secondo tre altre coniche. E che si pud anche dedurre dal no- 
tissimo teorema che la superfieie generale F ha 45 piani tritangenti: ai quali piani cor- 
rispondono superfieie di 2.° grado passanti per e seganti F in altre tre coniche. Ora 
^ e una qualunque delle 56 eoniche di F; dunque, ecc. 

H numero totals delle superfieie S contenenti quattro coniche di F d adunque 


66.45 

4 


= 630, 


conjugate due a due, chiamando, come gia s’e detto, conjugate due superfieie S le cui otto 
coniehe giacciano, due a due, in quattro piani. Percid possiamo concludere che si hanno 
315 coppie di superfieie S conjugate. 

16. La superfieie F contiene infinite curve gobbe d’ordine 6 e genere 3, le quali for- 
mano due sistemi triplamente infiniti. Quelle di un sistema sono rappresentate sul piano 
F" (§ 10) dalle curve di 4.° ordine 0. 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10; quelle dell’altro dalle 
curve di 11.° ordine V. 3^ 4“*. 5^ 6^ 7. 8. 9. 10. Le une e le altre passano pel punto 

0. Due curve di diversi sistemi giacciono hi una stessa superfieie di 3.° ordine e si segano 
m altri dodioi punti. Due curve di uno stesso sistema hanno invece soltanto cinque punti 
comuni, oltre ad 0. 

Ciascuno dei due sistemi contiene una rete di curve razionali, per le quali 0 d un punto 
triple. Le imagini di esse deducousi dalle imagini dianzi riferite, staceando da queste la 
cubica 

0.1.3.3.4.5.6.7.8.9.10 

che rappresenta il punto 0; ossia supponendo che le superfieie seganti di 3.° ordine, non 
solo passino per 0., ma ivi tocchino il piano x — 0. AJlora si hanno per imagini delle curve 
razionali di 6.° ordine, nell’un sistema le rette del piano F", nell’altro le curve di 8.° 
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ordine 0’1^2®3®4®5®6®. Due curve razionali di uno stesso sistema si segano in un solo 
punto; due curve di sistenii different! in otto punti, oltre ad 0 . 

17. Mediante la trasformazionc quadratica (§ 6 ) adoperata sinora si potrebbe con- 
tinuare a dedurre propriety della superficie F dalla nota teoria della superficie generale 
di 3.° ordine F'. Per ora io non addurr 6 ehe la costruzione geometrica della rappresen- 
tazione piana. 

Per la superficie F, assunte in essa due rette ai, aa che non si seghino, i punti di 
F si possono projettare su di una superficie di 2 .“ grade S' ehe passi per ai, mediante 
raggi appoggiati alle direttrici ai, Con cio i punti delle superficie F' ed S' sono messi 
in corrispondenza univoca. 

Passiamo ora ad F; prendiamo in essa due eoniche ^i, ^2 non segantisi all’iniuori 
di 0 , e sia ^ una coniea che incontri tanto quanto @2 in un secondo punto, dopo 

0 *). Sia poi P il piano di . Per un punto qualunque M di F si pu5 condurre una (ed 

una sola) eonica ^ la quale passi per 0 , ivi tocchi ao = 0 ed altrove incontri ancora 
le tre coniche @ 2 . Infatti: la conica ^ sara Fulteriore intersezione di due super- 

ficie di 2.° grado passanti per ^ e per M, toccanti in 0 il piano a: = 0 e eondotte Tuna 
per @> 1 , Taltra per La conica ^ incontra il piano P in un unico punto Mi, poiche 
gi^ lo attraversa in 0. Viceversa, assunto ad arbitrio un punto M, in P, costruendo la 
conica (unica) ^ che tocea a; = 0 in 0 , passa per Mi e incontra ^ 1 , si otter- 
I’ebbe univocamente il punto M nelFuniea intersezione di ^ con F (unica, perche gia 
quattro intersezioni sono riunite in 0 e altre tre cadono risp. in ^ 1 , @ 2 ). 

Per tal niodo sono riferite fra loro, punto per punto, merce una projezione nella quale 

1 raggi projettanti sono coniche, la superficie di 4.° ordine F e il piano P. Da questa rap- 
presentazione piana di F si deduce poi, con note trasformazioni, la rappresentazione 
d’ordine minimo: quella cioe nella quale le imagini delle sezioni plane di F sono curve 
di 6.0 ordine con 1 punti fondamentali doppt e 4 semplici. 

Eoma, giugno 1881. 


*) Per esempio, siano @2 le coniche rappiesentate in P” dai punti 1 , 2 , e sia ^ la 
conica avente per imagine la retta 12 . 
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COMMEMOBAZIONE DI H. J. S. SMITH. 


Atii della B, Accade^nia dei Lincei, Trausunti, serie III, volume VII (1882-83), pp. 162-163. 


II socio Cremona fa una breve e affettuosa commemorazione deU’illustre matema- 
tico Henry John Stephen Smith, professore di geometria (dal 1861) alFUiiiversita 
di Oxford. Egli era nato a Dublino nel 1826 e mori a Oxford il 9 febbraio u. p. fra il coin- 
piaHto degii innumerevoli amici, ai quali era sonamamente earo per le rare e bellissime 
doti dell’ingegno e deiranimo. Gli seritti di Smith sono inseriti nel Cambr. and Dub. 
Math. Journal, nei Reports della British Association, nelle Phil. Transactions e nei Pro- 
ceedings della Royal Society, nei Proceedings della London Mathematical Society, nel 
Messenger of Mathematics, nel Giornale Matematico di Crelle, negli Annali di Mate- 
matica (di Milano), negii Atti della R. Aceademia dei Lincei (1877), ecc. Devonsi a lui 
uno stupendo Rapporto siilla teoria dei numeri, presentato all’Assooiazione Britannica 
negli anni dal 1869 al 1866, ed una bella introduzione alia raccolta delle opere di Clifford. 
Le memorie di Smith si riferiscono ai piii ardui problemi della teoria dei numeri, della 
teoria delle funzioni ellittiche e della geometria moderna; contengono risultati nuovi 
della piu alta importanza e sono scritte eon tale perfezione di forma che appena si riscon- 
tra nelle opere di Gauss. Per la sua somma modestia Smith non era forse cosi general- 
mente conosciuto fuori d’Inghilterra come meritava; ma senza dubbio la storia lo col- 
lochera fra gli uomini piii eminenti del suo tempo. La sua morte in eta ancor fresca e 
nel pieno sviluppo della sua attivRA e una perdita irreparabile per la scienza. 

L’oratore si onora d’aver conosciuto personalmente Smith in Oxford nel 1876 e d’a- 
verlo riveduto due anni dopo in Roma. 

Interessantissime notizie della vita e degii seritti di Smith si possono leggere nel Ti- 
mes del 10 e del 12 febbraio, nel Nature del 22 e nelVAcademy del 17 d. m. Queste due 
ultime commemorazioni sono dovute a W, Spottiswoode, Pillustre Presidente della 
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Royal Society ed a J. W. L. Glaisheb, I’operosissimo matematieo del Trinity College 
di Cambridge. 

Noi ci associamo al voto di eodesti egregi scrittori, che le opere di Smith edite ed ine- 
dite siano raecolte e pubblicate in eollezione, come gi^ fu fatto (per parlare deUa sola 
Granbretagna) delle opere di Green, Mac Cullagh, Gregory, Leslie Ellis, Maoquorn 
Rankine e Clifford, con immenso vantaggio degli studiosi. 

n socio Cremona finisce deplorando che Tillustre matematieo di Oxford sia morto 
prima che I’Accademia potesse annoverarlo tra i suoi membri. 
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CENNO NBCROLOeiCO DI W. SPOTTISWOODE. 


Atti della JR. .Lccademia dei Luicci, Tr;i,i3RLinti, serie III, volume VII (1882-83), pp. 308-300. 


Sono trascorsi poco piii di due mesi dal giornofS maggio) che William Spottiswoode, 
venuto con la consorte in Italia per un breve viaggio di diporto, sedeva qui fra noi e ci 
leggeva una sua Memoria matematiea che doveva essere I’ultima sua fatica seientifica. 
Ora egli gia da una settimana dorme I’etenio sonno nelle tombe illustri di Westminster 
Abbey! lo non dimenticherb mai I’ospitalitb, trovata in seno alia sua degna famiglia, 
nel settembre 1876, nella sua magnifica villa di Combe-Bank presso Sevenoaks; e pa- 
recchi altri fra noi lo hanno pur conosciuto o a Londra, o a Parigi, o altrove, in alcuno 
de’ suoi frequenti viaggi sul continente. Nessuno lo ha avvicinato senza amarlo ; egli 
tant’alto locate per ricchezza di eenso e per posizione sociale, aveva tanta semplicita e 
modestia di modi! 

Spottis’WOODe era nato a Londra, I’ll gennaio 1826, da antica famiglia scozzese che 
aveva dato uomini d’egregia fama non solo alia Scozia ma anche all’America. Studid 
a Eton, a Harrow ed a Oxford nel Balliol College. Lasciato Oxford, ebbe ad occuparsi 
delle faccende del Queen’s Printing Office, di cui era direttore suo padre; ma, malgrado 
gli affari, non cessb mai d’oeeuparsi di studl, prediligendo le matematiche, la fisica e le 
lingue orientali. Dotato d’eccezionali qualita organizzatrici, non solo riordino e fece fio- 
rire la sua azienda^ ma rese eminenti servigi alia Royal Society, alia British Association, 
alia London Mathematical Society ed alia Royal Institution. 

Le sue prime pubblieazioni scientifiehe furono le Meditationes analytieae (London 
1847) e gli Elementary Theorems relating to Determinants (London 1851); ma di lui si 
hanno poi circa 90 memorie, delle quali un terzo appartenenti alia fisica, e pih di 50 a 
diverse parti delle matematiche, eh ’egli trattava in modo da meritarsi ehe un carissimo 
amico, T. A. EGrst, lo chiamasse Vincarnazione della simmei/ria: le quali memorie si tro- 
vano inserite nel Philosophical Magazine, nel Cambridge and Dublin Mathematical Jour- 
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nal, nel Quarterly Journal of Mathematics, nel Journal fiir die reine und angewandte 
Mathematik (di Crelle), negli Annali di scienze matematiehe e fisiche (di Tortolini), 
nei Proceedings della Royal Society, della Royal Geographical Society, della Royal In- 
stitution, deUa Musical Society e della Loudon Mathematical Society, nelle Philosophi- 
cal Transactions, nel Royal Asiatic Society Journal, nelle Meniorie della Royal Astro- 
nomical Society, nei Reports della British Association, nei Comptes Rendus dell’Aoca- 
demia delle scienze di Parigi e da ultimo negli Atti della nostra Accademia. 

A Spottiswoode furono eoncessi i piii grand! onori che un uomo di scienza in Inghil- 
terra possa ottenere; la presidenza della Society Reale negli ultiini anni di sua vita, e, 
dope morte, la tomba nell’abbazia di Westminster, dove giii da circa tre secoli riposa 
un altro Spottiswoode, areivescovo di St. Andrews. 

Nel Nature del 26 aprile 1883 si legge nna biografia di Spottiswoode eolla listji delle 
sue pubblieazioni, meno I’ultima, di data posteriore, presentata ai Lincei. fl Daily News 
del 6 luglio dll la descrizione dello splendido funerale ch’ebbe luogo il 5: da essa si rileva 
in qual modo eccezionalmente solenne il Governo, il Parlamento, i rappresentanti delle 
University e delle grandi Istituzioni scientifiche e gli uoraini pih insigni dell’Inghilterra 
abbiano reso gli ultiini onori all’eminente scienziato che lascia tanto desiderio di se, nel 
Regno unito e nel Continente. 

Possa questa comunanza di lutto essere di-qualche conforto all’egregia vedova ed ai 
figli del caro e inclimenticabile Spottiswoode! 
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AN EXAMPLE OF THE METHOD OF DEDUCING A SURFACE 
FROM A PLANE FIGURE. [“*] 


Transactions of the Royal Society of Edinburgh, Vol, XXXII, Part II, (1883-S4), pag. 411-4:13, 


Let there be given, in a plane it, six (fundamental) points 1, 2, 3, 4, 5, 6, of 
which neither any three lie in a right line, nor all in a conic; and consider the six conics 

[1] = 23456, [2] = 13456, [3] = 12456, [4] = 12356, [6] = 12346, [6] = 12345, 

and the fifteen right lines 12, 13,.. , 16, 23,... 56. 

There is a pencil of cubics U23456 (curves of the third order, having a node at 1 
and passing through the other fundamental points); their tangents at the common node 
form an involution, viz., they are harmonically conjugate with regard to two fixed rays. 
Five pairs of conjugate rays of this involution are already known; for instance, the line 

12 and the conic [2] have conjugate directions at the point 1, for, they make up a 
cubic U23456. 

Each other fundamental point is the centre of a like involution. And also on each 

conic [1], [2],..., and each line 12, 13, ... points are coupled harmonically with 
regard to two fixed points. The involution on the conic [1] is cut by the pencil of rays 
through 1 ; for instance, the point 2 is conjugate to the second intersection of [1] with 

12, &c. The involution on the line 12 is cut by the pencil of conics 3456; for instance, 
the points 12 . 34, 12. 56 are conjugate, as 34 and 56 make up a conic through 

3456; and the point 1 is conjugate to the second meeting of T2 with the conic 

[2] ; &c. 

The Jacobian of a linear twofold system (r^seau) of cubics 123456 is a sextie K = 
(123456)* having six nodes at the fundamental points. Since any r6seau of cubics 123456 
contains 1° a cubic }c= 1*23456; 2o a cubic breaking up into a ray r through 1 and 
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the conic [1]; 3® a cubic made up by the line 1 2 and a conic c trough 3456, &c.; we see 
immediately that the (sextic K) Jacobian of the r^seau 1® has the same tangents as the 
cubic k at the common node 1 ; 2° and 3° passes through the intersections of r with [1], 
and the intersections of c with 1 2 &o. 

The Jacobians K form a linear threefold system of sestics (133456)® 

XK 4- X'K' + rK" + X"'K"' = 0, 


therefore we have the following theorem: 

If six points 1, 2, 3, 4, 5, 6, are given in a plane as said above, we may construct 
a threefold linear system of sextics K = (123456)®, whose tangents at each of the six 
common nodes are coupled in involution, and which cut, also in involution, each of the 
six conics [1], [2]... and of the fifteen right lines 12, 13, . . . Any sextic of this sy- 
stem is the Jacobian of a r6seau of eubics 133456. 

Among these oc® cubics. there are oo ^ curves possessing a cusp (stationary point), and 
the locus of the cusps is a curve 0 = (133456)^ of the twelfth order, which touches each 
conic [1], [3J, . . . and each line 12 , 13, ... in two distinct points, and has (only) two 
distinct tangents at each quadruple point 1, 3, . . . : those points and these tangents 
being the double elements of the twenty-seven involutions mentioned above. 

Let us start now from the foregoing plane diagram, without any further reference 
to its origin; and consider u as representative of a surface whose plane sections shall 
have the sextics K as their images. *) We see at once that the order of d> is 12, for, two 
sextics K meet in (6.6 — 6.4 =) 12 more points. Thus we get a (1, 1) correspondence 
between the points of x and those of <i>; any point M on x being common to oo- sextics 
K, it is the image of a point M' on <I>, in which the co- correspondmg planes meet. But 
if M lies on one of the six conics [1], [2], ... or of the fifteen lines 12, 13 ,. . . or infini- 
tely near to one of the six points 1, 2, , then all the oo^ sextics K passing through M 
contain also another common point Mi, which is conjugate to M in one of the twenty- 
seven involutions. Therefore, in such case, M' is a double point on 4*: this surface has 
an infinite range of double points, whose locus, as easy to see, is constituted by twenty- 
seven right lines, having as their images on x the six fundamental points and the six 
conics and fifteen lines connecting them. 

If M falls at the intersection of T3, '¥4, viz., if it belongs to two involutions, it will 


*) See CapoeaIiI’s paper in Collectanea Math, in metnoriam D. Chelini. 
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have two conjugate points Mj ^ (1 2)(5 6), M 3 = (34)(56); and the three points M 
Ml Mi will be common to oo“ sextics K correspondig to oo®' planes, whose point of inter- 
section M' (w'here the nodal lines of 4? meet, which answer to 13, 34, 56) is consequen- 
tly a treble point on 4>. Thus, our surface possesses forty-five treble points, in each of 
w'hich three nodal lines meet. 

Let a cubic 133456 have a cusp M; then, every sextic (123456)^, which is the Jaco- 
bian of a reseau including that cubic, shall pass through M and touch there the tangent 
at the cusp. Hence the oo- sextics K through M will have the same tangent at this point. 
Accordingly the corresponding point M' will be a double point on O with coinciding 
tangent planes, viz., a cuspidal or stationary point. Thus we see that <E> has a cuspidal 
curve, whose image on ■tc is the locus of cusps of cubics 123456, viz., the curve 0 = 
(123456)^ of the twelfth order. The order of the cuspidal curve on is (6.12 — 6.2.4 =) 24. 

The class of 4>, that is to say, the number of the tangent planes drawn through two 
arbitrary points in space, is equal to that of the intersections of the Jacobians of two 
linear twofold systems of sextics K. The Jacobian of such a system is of the order 3(6 — 1) 
= 15, and passes 3.2 — 1 = 5 times through each fundamental point; but the curve 
0 is clearly included in the Jacobian, therefore, this latter will break up into a fixed curve, 
0, and a variable one, being of the order 15 — 12 = 3, and possessing the multiplicity 
5 — 4 = 1 at the fundamental points. So the residual Jacobian is a cubic curve 133456. 
Tw'o such curves meet in 9 — 6 = 3 more points ; hence the class of <i> is 3. 

The surface 4>, being of the twelfth order and third class, and having twenty-seven 
nodal right lines and a cuspidal curve of the twenty-fourth degree, is the reciprocal of 
the general cubic surface. It was very easy to foresee this conclusion, in accordance 
with the (1, 1) correspondence between any surface and its reciprocal. But I wished to 
give an instance of the method of deducing a (unicursal) surface from a plane figure as- 
sumed as its representative. 
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ON A GEOMETRICAL TRANSFORMATION OF THE FOURTH ORDER 
IN SPACE OF THREE DIMENSIONS, THE INVERSE TRANSFORMATION 
BEING OF THE SIXTH ORDER. 


The Transactions of the Boijal Irish Academy, vol. XXVIII (1884), Science, pp. 279-284. 


The subject of this short Memoir is that of Geometrical Rational Transformation in 
Space of Three Dimensions. When the points of a space S have a (1, 1) correspondence 
with those of another space s, in such a manner that the planes and the (right) lines of b 
correspond to surfaces F of order, and to curves C of the order in the former space 
S, I say that the transformation of s into S is of the degree, and that the inverse tran- 
sformation (of S into s) is of the degree. In fact the planes and the (right) lines ef S 
correspond to surfaces 4> of the order, and to curves Jc of the order, in the space 
s. The surfaces F (or are homaloid (unicursal after Cayley and Salmon), and form what 
I name a homaloidie system; that is to say, a single surface will pass through three ar- 
liirary points, and three surfaces will have a single common point (if not an infinite num- 
ber), wich is not common to the whole system. Two surfaces have, in common, a unicur- 
sal curve C (or h). 

Generally there are {fundamental) points common to all the surfaces F (or <t>); if their 
number is an infinite one, they form (fundamental) curves, which can be single or mul- 
tiple for the surfaces of the system. The points on fundamental curves of each system 
are exceptional ones, with respect to the transformation: they do not correspond to sin- 
gle points of the other space, but rather to curves, whose loci are surfaces forming the 
Jacobiana of the second system. Of the two homaloidie systems, if one is known, the 
other is determined too. And if the correspondence is given betwen the points of a single 
homaloid surface and those of a plane, my method finds out all the homaloidie systems to 
which the given surface can belong. 

I will explain the method by an example, which may be considered as possessing some 
interest in itself. Let us start from a Nother’s surface F of the 4th order, whose only sin- 
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gularity is a double point 0 with a single tangent plane Q, which meets the surface in 
four (right) lines passing through 0. This surface may be representend on a plane f in such a 
manner that the images of its plane sections may be sextic curves a^h, having seven dou- 
ble points «!, a-i,... a^, and four single points b^, b^, b^, b^ common: all these eleven po- 
ints being ranged in a single cubic curve ab, which is the image of the singular point 0 . *) 

Any other surface F, having the same singularity as F (the same double point 0, 
and the same singular tangent plane Q), will intersect F in a curve of the 16th order, 
whose image on the plane f is a curve a* of the 12 th order, passing four times through each 
of the seven points a. 

In several ways the curve of the 12th order can break up into others of lower degree: 
I assume a braking up into a right line and a curve a* of the 11 th order. Supposing this 
latter as fixed or given, and the former as variable on the plane f, we shall have the 
images of oo- unicursal curves C of the 6 th order, in which F is cut by co® surfaces F pas- 
sing (like F) through a common curve T of the 10th order, whose deficiency is 3. By con- 
sideration of images in f, we see that 0 is a treble point for the curves 0 , and a fivefold 
one on T; and that every C meets F in eleven points. 

Thus we have got a homaloidic system of surfaces F, F, ... to which the given N 6 - 
ther’s surface belongs. Consequently there exists a (1, 1 ) correspondence between the 
points, the planes f and the lines c of a space s, and the points, the quartic surfaces F, and 
the sextic ciuwes C of the space S, from which we started. Then the planes and the 
lines K of S will correspond to surfaces tp of the 6 th order and to curves Ic of the 4th 
order; for, the intersections ofra 9 with a line, or of a with a plane, in s, must correspond 
to the intersections of a plane 4> with a sextic curve C, or of a line K with a quartic sur- 
face F in S. 

Besides the variable intersection fc of the 4th order, the surfaces 9 of the homaloidic 
system in s must have in common some fixed curves equivalent to one of the order 
( 6 ® — 4 = )32. To find them out, let us remember that a point of a r-ple curve common 
to the 9 ’s corresponds to a unicursal curve of the r"' order lying on the Jacobiana of the 
F’s, and that the intersections of the r-ple curve with a plane f correspond to an equal 
number of curves of the r"' order common to an F and to the Jacobiana. 

The curves of F corresponding to single points in f are seven conies and four lines 
whose images are the seven points a and the four points b; therefore the surfaces 9 of 
the homaloidic system in s will have in common a double curve S of the 7 th order, and 
a simple curve w of the 4th order. The Jacobiana of the F’s is then composed of two parts: 


*) See a Paper of mine in the Oolleetanea mathematica in memoriam D. OlieUni. [Queste 
Opere, n. 108]. 
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l.° the surface A of the 11th order, which is the locus of the conics touching in 0 the plane 
and meeting the curve F four times ; 2.° the plane as being the locus of lines through 
0. The curve F is a treble one on A. 

An arbitrary plane in S corresponds to a sextic surface 's in s; but, if 4> is a plane 
'F passing through 0, which is a treble point on any sextic curve C, the correspondent 
f will break into two cubic surfaces; of which the one, <jjo, is fixed and answers to the 
fundamental point 0; whereas the other, <{), is variable in a linear two-fold system (riseau) 
including '|io. The cubic coincides with 4>o when the plane M’ falls on As on every 
f, S is a double curve of the 7th order and w a simple one of the 4th order, we see at 
once that all the cubic surfaces t() pass through S, but only % passes through » too. 

Reciprocally all cubic surfaces ( 41 ) through the fundamental curve § of the 7th order 
correspond to planes (^) through 0: because the partial Jaeobiana A must then break 
off from the surface of the order (3.4—) 12 corresponding (in S) to any cubic sur- 
face (in s). 

Let us consider the representation of the points of any 4 on those of its correspon- 
dent plane This plane meets F in five points, besides 0; therefore it will cut the F’s 
in curves .of the 4th order, of which 4^ — 5 — 3 = 8 common points ai-e coinciding with 0. 
Consequently, the images of plane sections of 4 on 4'’ are quartic curves (with two con- 
secutive double points on 0 and £2) having eight common intersections gathered up in 0 
and five other common (simple) points. This threefold system of quartics contains a two- 
fold one of such curves having a treble point at 0 (with two coinciding tangent lines 
on Q); whence it follows that the cubic surfaces 4 possess a common double point 0. 

Two cubic surfaces 4 meet, further, in a conic corresponding to a line through 0. 
Therefore all the analogous conics are passing through 0, and this point is a treble one 
on the curve S, whose deficiency is 3. This can be proved by projection of one 4 from the 
double point 0 on a plane %; a representation which can also result from the foregoing- 
one of 4 on 'F, combined with quadric transformation. The images of plane sections are 
then cubic curves meeting in six fixed points p the conic which represents the double 
point 0; and the image of the intersection of our surface with any other cubic surface 
will be a quintic p. A conic passing through 0 is represented by a line drawn through one 
of the points p', then, if the conic is common to the two cubic surfaces, the image of then- 
further intersection S will be a quartic passing through the five remaining points p\ whence 
we recognize at once the deficiency of 5 and the number of its branches through 0. Besi- 
des, we see that the conic meets S in four points in addition to 0. 

Any plane <I> (in S) intersects the F’s in a threefold system of quartic curves passing- 
through ten common points G, which are the tracks of F ; these curves are then the ima- 
ges of plane sections of a surface <p, when this is put in correspondence with the plane 4>. 
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Looking up to the intersection of this plane with the Jaeobiana of the F’s, we find that 
the fundamental curves S, m have, as their images on d>, a curve v = G® of the 11th order 
and a right line, whence it follows that § and w meet in eleven points. Any one of the 
conics, whose locus is the partial Jaeobiana A, pierces the plane $ in two conjugate points 
of V answering to one point of the double fundamental curve §. Every quartic G meets 
with V only in pairs of conjugate points. 

From this representation on <F, we infer that every sextic surface y contains ten right 
lines, which are lines through three points of the double curve S. The locus of such lines is 
a partial Jaeobiana for the ^’s corresponding to T: its degree is 11; for, in the space S, 
every curve C meets T in 11 points. The fundamental point 0 is a treble one for every 
C, and absorbs nine of the twenty-four linear conditions determining a unicursal twisted 
sextic curve; therefore, the Jaeobiana of the ^’s is completed by a surface of the third 
order three times counted: the cubic (f'l)* We see at once that S is a 4-ple curve on the 
former partial Jaeobiana. 

Any two of the 'f ’s have as intersection (besides 5 and oo) a unicursal quartic curve 
k, corresponding to a right line in S; every k meets 8 in eleven points, and w in one point, 
because in S these numbers eleven and one are the orders of the surfaces making up the 
Jaeobiana of the horaaloidic system. 

Applying to the projection of '|>,) from o on a plane, it is easy to see that o is a treble 
point on every surface 

We saw above that lines K (in S) correspond to quartic curves k meeting w in one 
and 8 in eleven points; and that lines c (in s) correspond to sextic curves C cutting F 
eleven times and having 0 as treble point with tangent lines on the plane Q. But cur- 
ves k and C will degenerate into curves of lower order when the line K meets F or passes 
through 0, or when the line c cuts 8 or w; for, to any point of F, w, 8, corresponds a 
line or a conic, &e. Thus, for instance, lines cutting F three times correspond to chords 
of 8 supported by w; lines projecting F from 0 correspond to lines projecting 8 from o; 
lines through three points of co correspond to cubic (twisted) curves meeting F in 
eleven points; &c. The point o has, as its image in the space S, the three chords of F which 
spring from 0. 

Our transformation, by which we purposed to give an example of the general me- 
thod, is now established and completely explained in its chief circumstances. 
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SOPRA UNA TRASFORMAZIONE BIRAZIONALE, DEL SESTO DRADO, 
DELLO SPAZIO A TRE DIMENSIONI, LA GUI INVERSA 
E DEL QUINTO GRADO. 


Proceedings of the London Mathematical Society, vol, XV (1884), pp. 242-246. 


1. La breve comunicazione ehe ho I’onore di fare alia London Mathematical So- 
ciety e sostanzialmente una illustrazione de’ metodi di trasformazione geometrica dello 
spazio a tre dimensioni, che io cominciai a pubblicare gi^ da molti anni, nel Journal 
filr die reine und angewandte Mathematik, nei Rendiconti delV Jstituto Lonibardo, nelle 
NachrieJiien della R. SocieU di Gottingen, nelle Memorie delV Aceademia di Bologna, negli 
Annali di Matematica, etc.: i quali metodi sono fondati sulla teoria deUe trasformazioni 
delle figure plane, da me data nel 1865 {Memorie delV Aceademia di Bologna) [Queste 


Opere, n. 62 (t. 2.°)]. 

2. Se I" e una superficie di 3.° ordine, dotata di un punto doppio (onnico) 0, e se 
per cinque delle sei rette di 'f* uscenti da 0 si fa passare un cono generale di 4.° ordine, 
la rimanente intersezione sara una curva di 7.° ordine L, per la quale 0 e un punto tri- 
plo. Si sa ehe questa curva L (per la quale passa una rete, ossia un sistema lineare c»® 
di superheie analoghe a 'F) pu6 essere presa come curva doppia di infinite superficie di 
6.0 ordine, aventi anch’esse in 0 un punto triplo. E anche noto *) ehe una siffatta super- 
ficie pu5 essere rappresentata in un piano f per modo che le imagini delle sue sezioni 
plane siano curve di 4.® ordine aventi in comune died punti (fondamentali) semplici 
m„ mj, . . . mio. Indicherd tali curve col simbolo c, = mi m, . . . m,o = m. L’imagine di 
r, \ una curva Cn = m^ ossia d’ordine 11 e passante tre volte per ciascun punto m, Un’al- 


•) Caporali nei OoUeetemea MaihemaUea in memoriam J>. Ohelini, p. 189. Cfr. nna mia 
oomunicazione alia B. Irish Academy, 28 aprile 1884 [Queste Opere, n. 112]. 


Oremonctf tomo III. 
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tra superficie dello stesso ordine e dotata della stessa singolarit^ sega ulteriormente 
la prima in una curva di 8 .° ordine, la cui imagine & nna conica deseritta arbitrariamente 
nel piano tp- Supponendo cbe la conica sia fatta passaxe pei tre piinti ^ 9 ? la 
curva d’intersezione si spezza in tre rette R R' R" trisecanti di ed in una quintica 
(razionale) C 5 , cbe incontra le rette R ciascuna una volta e la F, tredici volte, Cbiamerb 
Og 0 $ la superficie rappresentata in ^ e <!>', 4>’', . . . le altre superficie analoghe, se- 
ganti # nelle stesse tre rette R (oltre la curva doppia F,); tutte le * formano un sistema 
omaloidale (ossia tale ehe tre punti arbitrari dello spazio individuano una <!>, e tre si 
segano in un solo punto, all'infuori delle linee fo’ndcLtfiBntojli F^, R 5 R, R), Tutte le 
quinticbe analogbe C 5 sono in numero (4.5 — 3 — 13 =) 4 volte infinito, e due di esse, 
se poste in una stessa superficie si segano in un solo punto. Tutto ci 6 appare mani- 
festo dalla rappresentazione 9 . 

3 . Per lo seopo della presente memoria, eonviene di trasformare il piano y me- 

diante una trasformazione quadratica i cui punti fondamentali siano mg, niio. Al- 
lora le imagtni delle sezioni plane di d> saranno curve di 6 .° ordine aventi in comune tre 
punti doppi cti, cti, <h ® sette punti semplici , 67 ; le rette a-sO'i, ciiCii rap- 

presenteranno le rette R, R', R"; e la curva F, sar^ rappresentata da una curva di 
13.0 ordine, Cis = passante cinque volte per ciascun punto a e tre volte per ciascun 
punto h. Le imagini delle curve C 5 saranno ora le rette del piano f. 

4 . Ora io posso far corrispondere univocamente i punti del dato spazio S a quelli 
di un altro spazio s, in modo cbe le superficie $ e le curve C 5 corrispondano ai piani f 
ed aUe rette di s. Si tratta di trovare quali superficie e quab curve di $ corrisponderanno 
ai piani e alle rette di S. Di quests superficie e curve sappiamo soltanto finora cbe le prime 
sono di 6.0 ordine e le seoonde del 6 .°: come risulta dal segare in S un piano con una Cs 
e una retta eon una <i>. 

6 . La Jacobiana deUe <1* 6 una superficie d’ordine 4 (6 — 1) = 20, e per essa F, 
e una curva (4.2 — 1 =) 7'’'“ e le R sono rette (4.1 — 1 =) 3'’'". Inoltre, la Jacobiana 
sega una qualunque delle <!> in un luogo d’ordine 6 . 20 — 2 . 7 , 7 — 1 . 3 . 3 = 13, la cui 
imagine in 9 e costituita dai punti fondamentali ai. 1 sette punti b rappresentano al- 
trettante rette trisecanti di F,; e i punti a rappresentano conicbe seganti F, in cinque 
punti e appoggiate a due rette R. Percio la Jacobiana delle <1> e eomposta: !.<> della 
superficie Jn d’ordine 11 , luogo delle trisecanti di F 7 ; per essa, F, h curva quadrupla e 
le R sono tre generatrici semplici; 2 .“ di tre superficie di 3.° ordine 'F'g, ^'3 (della 
rete considerata al principio di questa memoria), passanti per F, e rispettivamente per 
R' R", R" R, R R’. Queste superficie 1*3 sono appunto i lueghi delle coniche appoggiate 
in 5 punti a F, e incontranti due rette R: come si puo facUmente verificare a posteriori 
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ricorrendo ad una rappresentazione piana di una I", p. e. ad una projezione dal punto 
doppio O *). 

6. Le superficie eostituenti la Jacobiana delle <J> corrispondono alle curve fonda- 
mentali dello spazio s: percid, in questo spazio, avremo una eurva e, i cui punti eorri- 
sponderanno alle generatrici di Ju, e il cui ordine sar^ 7, percbe eiascuna contiene seUe 
generatriei di Ju; ed avremo inoltre tre rette r, r', r", i cui punti eorrisponderanno alle 
coniehe di 'F's, Ciascuna r S una retta (linea d’ordine 1) perchfe la corrispon- 
dente Wg ha vm, sola couica in una d* qualunque. E il sistema omaloidale in s (ossia il 
sistema deUe superficie eorrispondenti ai piani di S) sax^ per conseguenza costituito 
dalle superficie % di 5,° ordine, aventi in eomune c, come curva sem/plice (giacehe i suoi 
punti corrispondono a rette) e le r come rette doppie (giacchl i loro punti eorrispon- 
dono a eoniche). Due si segheranno ulteriormente in una curva Tc^ (razionale) d’or- 
dine 6.5 — 7 — 3.4 = 6; tutte le curve analoghe corrispondono alle rette di S. Una 
kg ineontra la e, in undici punti e eiascuna r in tre punti, perchS le Jacobiane parziali, 
eorrispondenti a e,, r, sono rispettivamente dell’ ordine 11, 3, 

7. La superficie I’g che contiene F, ed R' R", insieme con una superficie pas- 
sante per F, ed R (vi e un faseio di tali superficie 9!*), forma una superficie O, cui eorri- 
sponder^ un piano passante per r; ossia i piani per r corrispondono aUe W per F, ed R; 
analogamente i piani per / aUe ^ per F, ed R; ed i piani per r" alle 5'* per F, ed R". 
Quest! tre fasci di 4'’, presi due a due, hanno una superficie eomune (la che passa per 
F, e per R' E' o per R" R o per R E) ; dunque anehe i fasci di piani per r, r', r", presi 
due a due, hanno un piano eomune: ossia le tre rette r, r', t" giaceiono due a due in 
un medesimo piano. E siceome tutte e tre non possono trovarsi in uno stesso piano (es- 
sendo rette doppie per superficie di 5.° ordine), cosi esse eoncorrono in un punto o. 

8. Un cono di 2.° ordine per r r' r", corrispondera ad una superficie di 12.° ordine 
= FiJR^E^E'^ daUa quale devono stacearsi le tre superficie 41*3 = F7E'R'', W’g = F,R"R, 
4’'3 = F,RE ; rimane dunque una superficie di 3.° ordine per F7. Alla rete deUe super- 
ficie 4* per F, eorrisponde adunque la rete dei coni quadrici per r / r". Re segue che 
alle rette per 0 corrispondono le coniehe per 0, appoggiate a F, in quattro punti. Una 
di queste coniche ineontra un piano arbitrario in due punti; dunque 0 6 un punto triplo 
per le superficie f^. 

9. Ciascuna delle tre rette r ineontra e, in tre punti Infatti la Jn euna deUe4*3, 


*) La rappresentazioiie ha sei punti fondamentaJi 1, 2, 3, 4, 5, 6 situati in una eonica 
che 6 rimagine del punto doppio. Le imagini delle due rette E e d^a curva F, sono p. e. le 
rette 16, 26 e una curva generale di 4.® ordine 12345. La superficie 6 allora il luogo delle coniehe 
aventi per imagini le coniehe 3456. 
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arendo in comune T, e due E, si segheranno inoltre in un luogo di 3.° ordine: se M e un 
punto di esso, per M passer^ una generatrice di Ju, ossia una trisecante di Ft. Questa 
trisecante, avendo cosi 4 punti eomuni con ’f'g, che 6 di 3.° ordine, giace per intero in questa 
superfieie; dunque quel luogo di 3.° ordine, ulteriore intersezione di Jn e 6 composto 
di tre rette, trisecanti di F,. *) Da ci5 segue che ha tre punti comuni con ciascuna r. 
Ai cinque punti in eui c, incontra ulteriormente un cono quadrico passante per le r 
corrispondono le cinque rette in cui Jn sega una 4/*. 

10. Considerando la rappresentazione di una fs sul piano corrispondente F in S, 
le imagini delle sezioni piane di fs saranno le sezioni fatte in F dalle <l>, ossia curve di 6.° 
ordine con sette punti doppi Ai A, . . . A, (tracce di F,) e tre punti semplici B (tracce 
delle rette R) **). L’imagine della curva fondamentaJe c, sar4 una curva Cn = A‘‘B, 
traccia della superfieie Jn ; e le rette r saranno rappresentate da trecubiche AB'B", AB"B, 
ABB' (tracce deUe superfieie passanti pei sette punti A e per due punti B. Cia- 
scuna di queste eubiche e punteggiata in coppie di punti conjugati (mediante le coni- 
ehe U cui luogo ^ la relativa 'Fg), in modo che le curve sestiche A^B la incontrano sol- 
tanto in coppie di punti conjugati. 

Le tre cubiche medesime si segano ulteriormente, due a due, in tre punti C, C', C", 
uno per ciascun pajo. Ne segue che i punti C, C, C" costituiscono insieme Fimagine 
del punto o nel piano F; cosi che essi giaceranno in a>- sestiche del sistema A*B. £ pure 
manifesto che C C', C' C, C C' sono coppie di punti conjugati, rispettivamente per le 
cubiche AB'B", AB"B, ABB'. 

11. I punti C sono le intersezioni di F eon tre rette, passanti per 0 e appoggiate 
a Ft, le quali costituiscono rimagine di o nello spazio S. Tali rette sono quelle nelle quali 
s’intersecano, due a due, le tre superfieie eubiche FtR'R", F,R"R, F,RR'. Esse cor- 
rispondono alle rette R, R', R'’ nella corrispondenza univoca che esiste fra le genera- 
triei di Ju e le generatrici del cono che da 0 projetta F,. Eeco come si rieonosee tale cor- 
rispondenza, Due superfieie di 3,° ordine passanti per F, si segano inoltre secondo una 
conica che passa per 0 e incontra F, quattro volte. Ma, se le due superfieie passano in- 
sieme per una trisecante di Ft, esse individuano un fascio, tutte le superfieie del quale 
hanno inoltre in comune una generatrice del cono OF,: e viceversa, se le due superfieie 
passano per questa generatrice, esse contengono eziandio quella trisecante. 

12. I punti fondamentali A, B della rappresentazione di fg in F, sono le imagini 
di sette eoniche e di tre rette: queste costituiscono adunque la parte variabile delFin- 


*) Ci6 pu6 anche dedursi dal fatto che e segata da ogni ® secondo 7 rette, e che p. e. 
la *FsI',R'E" con una T = costituiscono una fl>. 

’•'*) Cfr. CaporaJi, 1. c. 
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tersezione di una fs eoUa Jaeobiana delle f, la quale dev’essere dell’ordine 4 (6 — 1) = 16 
e contenere tre volte la e, e sette volte eiascuna delle r. La Jaeobiana e dunque eomposta: 
l.° della superfieie jig d’ordine 13 (perche le curve Cg in S incontrano T, tredici volte), 
luogo delle coniche appoggiate alle r e seganti (Jj in quattro punti; 2° di tre piani i, i\ 
determinati dalle r prese due a due. Siccome in S la F, e incontrata rispettivamente 
in 3, 5 punti dalle rette e dalle coniche eorrispondenti ai punti di c, , r, cosi in s pei la 
superfieie jig la c^ e tripla e eiascuna r e quintupla. 

II piano r'r" fa parte della Jaeobiana delle f in quanto e il luogo deUe rette (formanti 
un fascio) che segano r', f e incontrano e~, nel punto che questa curva ha nel piano al- 
I’infuori delle r', r". II detto piano sega ji- secondo tre rette uscenti dal punto ora no- 
niinato di c,, le quali corrispondono ai punti in cui R e appoggiata a F,. 

13. Ai piani per una retta R dello spazio S con’ispondono in s superfieie di 4.° or- 
dine per le quali r e una retta doppia e c,, r\ r" sono linee sempliei. Percib la curva e, 
giaee in tre fasci di superfieie di 4.° ordine dotate di una retta doppia (una delle r). Un 
fascio ha per base la retta doppia, la C7 , le altre due rette r e altre tre rette eorrispondenti 
ai punti in cui R 6 appoggiata a F,. 

14. Abbiamo veduto che ad una retta qualunque K in S corrisponde in s una se- 
stica (razionale) Tcg che sega eiascuna r tre volte e la c, undid volte. Ma, poiche ai punti 
di F, e delle R corrispondono coniche e rette che hanno un determinato numero d’in- 
contri colle linee fondamentali di s, cosi se K ineontra F, 0 le R, la eorrispondente curva 
in s si abbassa ad un ordine inferiore. Per es. aUe corde di F, corrispondono le coniehe 
appoggiate in un punto a eiascuna r e in tre punti alia c-, ; alle rette seganti le tre R corri- 
spondono le eubiehe gobbe che incontrano eiascuna r una volta e la c, otto volte ; alle rette 
che incontrano F, e le tre R corrispondono le rette che segano quattro volte etc. 

Da quest’ ultima osservazione si conclude che Cj ha cinque rette che la segano 
in quattro punti ; giacche F iperboloide formato daUe trasversali deUe R ineontra 
F7 in 2 . 7 — 3,3 = 5 punti situati fuori delle R medesime. 

15. Analoghi risultati si ottengono considerando le rette c nello spazio s e le cor- 
rispondenti curve C5 in S. Alle rette trisecanti di corrispondono le ooniche appoggiate 
in un punto a eiascuna R e in quattro punti a F, ; alle corde di (h segate da una r corri- 
spondono le corde di F, segate da una R; etc. 

16. Se ora si suppone data, in uno degli spazi S 0 s, una superfieie passante una 
0 pih volte per alcuna delle linee fondamentali, sareL ovvio di ottenere le propriety della 
eorrispondente superfieie nell’altro spazio. 
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Atti della Accademia dei Zincei, JRendieonti delle aditnatwe solenni, volume I (1892-1901), pp. 462-472. 
IRendiconti del Gircolo matematico di Palermo, tomo XIV (1900), pp. 275-289. 

Gioimale di Matematiche, volume XXXVIll (1900), pp. 355-367. 

Opere matematiche di Eugenio Beltrami, tomo 1 (1902), pp. IX-XXII. 


SiBE, Graziosissima Regina, 

Gia tre volte nel breve eorso di sedioi anni la R. Accademia dei Lincei fu messa in 
lutto per la morte del proprio Presidente: Quintino Sella, Francesco Brioschi, 
Eugenio Beltrami. E tutte e tre le volte il ease fimesto ci colpi all’improvviso quasi 
come fulmine. 

Eugenio Beltrami, or sono appunto due anni, era state da noi eletto Presidente 
con una votazione unanime, che a lui solo, per effetto di rara modestia, riusci di sorpresa. 
Superato non senza sforzo lo sgomento dell’animo, sebivo di tutto eib che potesse disto- 
glierlo dagli studi, egli si sobbareft ai doveri del nuovo uffioio con quella religione, che 
aveva inspirato gli atti di tutta la sua vita. E cosi seppe, in tempo assai breve, ricondurre 
Pamministrazione di quest’ Accademia al desiderate regolare e stabile assetto. Di tale 
opera sua, per lui veramente insolita, noi gli dobbiamo essere profondamente grati, non 
solo perch^ e stata utUe al deeoro deU’ Accademia, ma anehe perche per essa egli aveva 
silenziosamente, o forse soltanto eon intimo cruccio, e per la prima volta in sette lustri 
eonsecutivi, sacrificato gli ozi deUa scienza. Compiuta I’impresa, vagheggiava il ritomo 
alia deliziosa quiete del suo studio, se non che lo rodeva gi^ una malattia misteriosa 
per lui e forse anche per gli stessi medici; malattia che non gli consentiva il lavoro sereno 
e tranquillo. A un tratto corse la notizia di una grave, impreveduta operazione chirur- 
gica, aUa quale si era dovuto assoggettare; e il terzo giorno dope di essa, il 18 febbraio 
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a. c., Eugenio Beltrami, sempre calmo e cosciente, esalava I’anima pnrissima e nobi- 
lissiraa! Aveva di poco varcato il sesaantaquattresimo anno; era nella pienezza del suo 
vigore intellettuale; e si sperava temporaria la diminuzione delle forze fisiche, poich^ 
fino a pocM anni addietro, bello e fiorente d’aspetto, aveva eonservato il fascino di una 
gioventb ehe parera immune da deeadenza. 

n caso fu cosi repentino, cosi insospettato ehe tutti rimasero peroossi da doloroso 
stupore. In ogni parte d’ltalia e fuori, il Beltrami aveva amici e ammiratori; da per 
tutto si lev6 un grido di sineero dolore. Lo commemorarono con nobili e schiette parole: 
nel Senato (al quale apparteneva da soli otto mesi!) il presidente Giuseppe Saragco 
e I’amieo fedeleULissE Dmi; alia Camera elettiva, Giuseppe Colombo, all’Istituto Lom- 
bardo, Giovanni Celoria e Carlo Somigliana; all’Istituto Veneto, Pietro Cassani; 
all’Accademia delle seienze di Torino, Enrico d’Ovidio; a queUa di Napoli, Luigi Pinto; 
a quella di Bologna, Salvatore Pincherle; Alberto Tonelli a Lucca; qui in Eoma 
Valentino Cerruti e Giovanni Frattini; Maurice Levy all’Accademia delle seienze 
di Parigi. Dopo tali e tante voei, la mia tornerebbe affatto superflua, se la rieorrenza di 
questo giomo solenne nel quale i Lincei banno I’altissimo onore di accogliere le Vostre 
Maest^,, non c’imponesse il dovere di ricordare i meriti e le virtii del nostro benamato 
Presidente. Ma poich^ le precedent! commemorazioni contengono giS. quanto era piii 
importante a richiamarsi; e poiche, se per dir cose nuove mi indugiassi ad evoeare le me- 
morie di oltre quarant’anni di intima amicizia, o mi facessi ardito di entrare nelTesame 
minuto dei lavori scientific! del Nostro (anche solo di quelli in cui avrei minore incom- 
petenza), io vaxeherei di troppo i limit! di tempo ehe mi sono eoncessi e offenderei le con- 
venienze proprie di questa solenne tomata, cosi mi restringerb quasi esclusivamente 
a spigolare e condensare, da ei5 che gib, e stato detto, queUe cose che mi sembrano le pih 
opportune ad essere ricordate nella presente occasione. 

Eugenio Beltrami nacque a Cremona il 16 novembre 1836 da Eugenio B. cremo- 
nese e da Elisa Barozzi veneziana, tutt’ora vivente. Ebbe ad avo paterno Giovanni 
Beltrami (nato nel 1779 a Cremona e morto ivi nel 1854) insigne incisore in pietre dure, 
cui fu mecenate il Beauharnais, autore di bellissimi camei e di altri lavori divenuti 
celebri *). 

Anche il padre, Eugenio, fu valente artista, sopra tutto come miniatore, studib 
prima a Bergamo sotto il Diotti, poi a Milano sotto Hatez, donde passo all’Accademia 
di Venezia, e cola conobbe e sposb Elisa Barozzi. Partecipb ai moti patriottici del 1848, 
nel quale anno andb al campo di re Carlo Alberto, delegate dai suoi eoncittadini. Dopo 


*) Vedi Antonio Menegheixi. Giovanni Beltrami insigne incisore in gemme. Padova 1839. 
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i disastri di quella guerra, si rifugio in Piemonte e di la in Franeia, donde pin non feee 
ritorno in patria. 

La madre Elisa, uscita da quella famiglia Barozzi la cui nobilta risale a tempi re- 
moti, e ehe cont5 magistrati e guerrieri segnalati nella storia della Repubblica di Vene- 
zia, fe donna d’ingegno non comune, assai colta nella musioa, in cui e stata allieva della 
celebre Giuditta Pasta, e conosciuta per lodate composizioni poetiche e musieali. 

n nostro Eugenio succhio in famiglia I’amore alle arti belle ed alia patria; fanciullo 
e giovinetto fu educate dalla madre e dalFavo paterno. Frequento le scuole elementari, 
ginnasiali e lieeali di Cremona, salvo per un anno, 1848-49, durante il quale, in seguito 
alia catastrofe della guerra in Lombardia, avendolo la madre portato seco a Venezia 
ancora libera, fece la quarta grammatiea in quel Ginnasio che ora ha nome da Marco 
Polo. 

And6 poi aU’Universit^ di Pavia e fu aseritto a quella Facolta matematica negli anni 
scolastici 1853-64, 1864-56, 1855-56. Nel novembre 1863 era entrato nel Collegio Ghi- 
SLiERi per avervi ottenuto un posto di fondazione Castiglioni, ma nel febbraio 1855 
ne fu espulso con altri, aecusati di aver promosao disordini in odio al Rettore Ab. An- 
tonio Leonardi, sui quali investigb quella maligna polizia, che fiutava complotti e 
ribellioni anche fra i chiassi della scolaresca. 

La perdita del posto nel Collegio Ghislieri peggior5 le strettezze economiche gia 
gravi per la morte del nonno Beltrami, il quale sinche visse aveva provveduto alia nuora 
ed al nipote. Percid a quest! divenne impossibile indugiarsi airUniversitfi, e sostenervi 
i cosidetti esami di rigore che dovevano precedere la laurea dottorale; e fu costretto a 
troneare d’un tratto la lieta vita da studente ed a portarsi (nel novembre 1856) a Verona 
ad assumervi un impiego amministrativo, ottenuto per le aderenze di uno zio materno *): 
rimpiego eioe di segretario particolare dell’ingegnere Diday, direttore dell’esercizio delle 
strade ferrate del Lombardo-Veneto. 

Quell’ufficio non desiderato da lui, ma accettato, come quello che gli dava i mezzi, 
venuti totalmente a mancare, di mantenere se e la madre, gli tolse di attendere inoltre 
a studi e ad esami. E allora comincih per il nostro Beltrami quell’esistenza di severe, 
inappuntabile adempimento de’ propri doveri che non si smenti mai, nemmeno per un 
giomo, sino alia morte. 

Quelle strade ferrate erano esercitate da una Societh, privata, e I’ingegnere Diday 
eecellente persona, ebbe sempre pel Nostro cure benevole, quasi paterne; tuttavia la po- 
lizia austriaca, sospettosa di tutto e di tutti, sospetth anche di quel ^ovane silenzioso e 


*) Il comm. NicoLd Barozzi, ora direttore del Museo archeologico di Venezia. 
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riservato i cui parenti, del resto, erano inseritti sul cosi detto libro nero. Con lettera 10 
gennaio 1859 del direttore generale Busche, il Beltrami venne per motivi poliUci licen- 
ziato. Se non ehe, la fortuna sua si trovd d’accordo con quella d’ltalia; pochi mesi dopo, 
il cannone di Magenta rese libera la Lombardia, e I’ingegnere Diday trasferi I’ufficio a 
Milano conducendo seco il suo segretario particolare. 

A Milano divenne nel Nostro, irresistibile la vocazione, gia presentita a Verona, verso 
gli studi matematiei; ond’e che, vineendo I’innata modestia, egli si feee a domandare i 
consigli di Francesco Brioschi cbe aveva avuto a professors a Pavia nell’anno 1855-56, 
ed a eercare la compagnia di giovani giS. awiati negli studi e iieU’msegnamento. Dotato 
di una coseienza limpidissima, ben rara a venticinque anni, vide in piena luce la via che 
poteva e doveva battere per secondare quella vocazione. 

Ad un amico egli seriveva nel dicembre 1860 nei termini seguenti: 

« H corso universitario, io Tho compiuto (parte per leggerezza, parte per quel- 

« I’indolenza che accompagna ordinariamente il malanimo cagionato dalle frequent! av- 
« versita oasalinghe) seguendo il malvezzo di studiare quel tanto che basti per passare 
« gli esami. Perdetti poi due anni *) in ocoupazioni affatto aliene dalle mie tendenze. 
(( Dopo questa dura prova, formal recisamente il proposito di rifanni a studiare la matema- 
« tiea, e (questa e la sola cosa di cui sinceramente mi lodo) toisi a studiare con tutta dili- 
« genza una dopo I’altra I’aritmetica, I’algebra, la geometria, la trigonoraetria, ’’algebra 
« superiors e il calcolo, come avrebbe fatto uno che avesse percorso tutt aJtra Facolta, 
« che la matematica ». — Aggiunge di avere studiato il calcolo sul trattato di Bordoni, 
i determinanti di Brioschi e buona parte della geometria analitica di Monge; e con- 
chiude: « Ecco la mia suppellettUe scientifica; sento che e molto scarsa. Sopratutto mi 
« sta assai sul cuore d’essere tamquam tabula rasa delle dottrine spettanti al calcolo delle 
« variazioni, ai lavori di Jacobi e di Abel, alle ricerehe di Gauss suUe superficie, ecc ». 

Si, la suppellettile era scarsa rispetto all’alta meta alia quale egli tendeva; ma non 
gill per un giovane forzatamente assorbito dai doveri d’un ufflcio amministrativo, che 
ogni giorno pih gli veniva a noia. Per liberarsene, cerc6 un’impiego nell’insegnamento 
secondario; ma gli fu d’ostacolo la mancanza della laurea. Questa fu anche cagione che 
venisse respinto (ben tre volte) dai concorsi ai post! di sottotenente nel Genio militare, 
ai quali s’era presentato, perche « nell’attuale rimutazione della patria nostra (com’egli 
« si esprime in una lettera del 15 dicembre 1860), mi doleva al sommo di dovere per circo- 
« stanze imperiose, ma ignote agli altri, restarmi completamente estraneo al movimento 
« universale ». 


*) I primi due anni di Verona. 
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A breve andare per6, anzi quasi di slancio, il valore del giovaue matematico si rivelo 
a chi lo poteva apprezzare, ed ebbe il suo premio. Due memorie di lui uscirono negli An- 
nali di Matematica editi a Roma dal Tortolini; su di esse fu chiamata I’attenzione del 
Brioschi, allora segretario generale al Miuistero dell’istruzione; e il Beltrami, senz’al- 
tro, fu eon deereto 18 ottobre 1862 nominate professore straordinario di algebra com- 
plementare e di geometria analitiea neirUniversita di Bologna. 

Svincolato dall’ufficio nelle strade ferrate, che aveva tenuto per sei anni, e dove s’era 
guadagnata la stima e Faffetto dei capi e dei eolleghi, il professore novello, seco condu- 
eendo la madre dalla quale non si era mai diviso, recavasi a Bologna, e saliva su quella 
cattedra che era la meta agognata, e che sentiva di poter tenere con onore. 

Ma non passarono molti mesi e gia il Beltrami era chiamato ad ultra sede. Procla- 
mato il Regno d’ltalia, il Governo del Re si studiava di attrarre i migliori ingegni e i 
giovani piu promettenti alle eattedre nuovamente istituite nelle universita. Mancato ai 
vivi nel marzo 1863 il Mossotti, a Pisa primeggiava nelle scienze esatte Enrico Betti, 
ed a proposta di lui fu offerta al Beltrami la cattedra di geodesia in quella Universita, 
col grade di professore ordinario. L’impreveduta e, per tutt’altri, seducente proposta, 
per poco non fu, per modestia, ricusata dal Nostro. 

Chiese il consiglio ad un’amico in quest! termini: « lo sarei determinate di rifiutarc 
« Fofferta fattami dal Betti, per pih ragioni. Prima di tutto per la necessitil di mutare 
wFindirizzo dei miei studi, il che porta sempre con se degli inconvenienti e dei perdi- 
« tempi, tanto pih che, parlandomi il Betti di studi preparatori da farsi in un osserva- 
cc torio, pare che le materie da trattarsi nella nuova cattedra non debbano esserc pura- 
(( mente teoriche. In secondo luogo la cattedra di introduzione al calcolo mi place di piii 
« e per la natura dell’argoniento che ne forma Foggetto e per la maggior latitudine che 
« lascia neUa scelta degli studi. Finalmente mi spiacerebbe occupare un posto che Fopi- 
« nione pubblica amerebbe meglio probabilmente affidare ad un distinto cultore di studi 
« affini, voglio dire al Codazzi; e che, anche prescindendo da cio, potrebbe essere ambilo 
« da professor! piii provetti di me e gia benemeriti delFinsegnamento. Quanto al van-* 
« taggio pecuniario che potrei avere dalla nomina a professore ordinario, esso non h che 
« momentaneo, in quanto che io ho a sperare lo stesso risultato dopo un tirocinio piu o 
« meno lungo anche nel posto che occupo adesso, e senza abbandonare Funiversita in cui 
« ti ho a collega. Comunque sia, non ho voluto rispondere al Betti prima d’aver chiesto 
«il tuo consiglio, che ti prego volermi far conoscere liberissimamente », 

A questa lettera datata da Venezia 16 agosto 1863, Famico consultato rispose csor- 
tando e persuadendo ad accettare. Ma nei passi ora citati, come risplende gi^ Fanima 
onesta e pura del Beltrami! e come quei tempi e quegli uomini erano diversi da tempi 
e da uomini posteriori, quando fu veduta una folia di postulanti far ressa alle porte del 
Ministero e del Consiglio superiore dell’istruzione! 
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n Beltrami codette od acc0tt5 la cattBdra di Pisa, dov6 si rec6 ai primi di febbraio 
1864. Aveva insegnato a Bologna per un solo anno scolastico; indi, ottenuta lieenza per 
I’indugio, aveva dimorato in MUano per alcuni mesi (da ottobre a tutto gennaio) cbe con- 
sacrd a studi preparatori per la nuova eattedra, lavorando con I’astronomo Schiaparelli, 
salito poi ad altissima fama, onore della scienza e dell’Italia. « Stiamo ealeolando (scri- 
« veva egli il 26 novembre 1863) la compensazione della rete trigonometrica che venne 
« formata nel 1843 per servir di base alia pianta di Milano. II problema si riduee a risol- 
« vere diciotto equazioni lineari a diciotto ineognite, ed e preeisamente cib che da quattro 
« 0 cinque giorni ci occupa esclusivamente, coUa speranza di finire oggi o domani. £ un 
abuon esereizio di applieazione del metodo dei miniTni quadrat! ». 

A Pisa strinse col Betti una amicizia fraterna, durata quanto la vita, ed ebbe fre- 
quents consuetudine col Eiemann, che per ragioni di salute aveva fissato la sua dimora 
in quella cittk i colloqui con quest! due eminent! materaatici e I’ulteriore corrispondenza 
epistolare col Betti esercitarono grande influenza sul Beltrami e suU’indirizzo deUe 
sue ricerche seientifiche *). 

Nell’Ateneo pisano non rimase che tre anni scolastici; quel clima si mostrb contrario 
alia salute della sua diletta madre, cosi che il Beltrami desiderb ed ottenne, nel settem<- 
bre 1866, di essere restituito aU’Universita di Bologna, occupandovi la eattedra di mee- 
eaniea razionale: disciplina codesta verso la quale egli si sentiva, meglio che verso la geo- 
desia, inclinato. In quest’insegnamento e nel clima salubre di Bologna egli si trovb sod- 
disfatto e tranquillo per buon numero di anni. 

Nel febbraio 1868 condusse in moglie Amalia Pedrocchi veneziana, che gli e stata 
compagna amorosa e flda per tutta la seconda metb della vita, circondandolo delle assi- 
due cure del piu tenero affetto, e che ora sopravvive a piangerlo, inconsolabile e derelitta. 

Nel settembre 1870 Roma era stata restituita all’Italia e poi vi si era insediato il go- 
verno del nuovo Regno. Divenuto ministro dell’istruzione Antonio Scialoja, si aceinse 
con nobile ardore a rialzare le sort! dell’Universita romana, ehiamando valorosi scienziati 
ad occuparne le cattedre vacant!. Dei desiderati e ricercati fu uno il nostro Beltrami, 
il quale si lascib persuadere neU’ottobre 1873 a muoversi da Bologna, conservata la cat- 
tedra di meccanica razionale, come professore ordinario, e aggiuntovi I’inearico di un corso 
d’analisi superiore. 

A questo mutamento di sede il Nostro era stato alquanto reluttante: lo tratteneva 
il pensiero della madre, prevedendo di non poterla trasportare a tanto maggiore distanza 
dai suoi genitori che essa aneora aveva pih che ottuagenari a Venezia; il quale molesto 


*) Cerruti, uei Rendiconti dei Linoei, 4 marzo 1900. 
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pensiero accresceva le dubbiezze proprie dell’indole sua d’uomo tranquillo, tutto dedit 
alia scienza ed alia scuola. Tuttavia lo vinsero per allora le istanze vivissime degli amic 
ed il Beltrami aecettb e eolla nxoglie si trasferi a Roma. 

Se non che, non ando molto oh’egli credette aver ragione di pentirsene. A Roma g 
parve ehe 0 riordinamento universitario, promesso e sperato tale da compensare le agita 
zioni proprie di una grande citt^, fosse di dubbia e lontana attuazione; lo spavcntaron 

0 disgustarono le difficolta del nuovo assetto, ininaecianti le sue aspii-azioni alia quiet 
per gli studi prediletti: e, peggio ancora, lo irapensierirono timori per la salute della mo 
glie, alia ({uale sembrava non eonfacente I’aria della eittA eterna, che per pregiudizi nm 
ancora smentifi si accusava d’insalubritA Pereio il Nostro aperse I’orecchio a seducent 
proposte che gli venivano da altri Atenei; e siccome da qualche tempo egli aveva rivolt< 

1 suoi studi alle applieazioni deU’analisi alia fisica, eosi si determinb a chiedere e ottenn< 
il passaggio all’Universita di Pavia, dove infatti ando nell’ottobre 1876 ad occuparvi h 
eattedra di fisica matematica, coll’incarico di un corso di meccaniea superiore. Non e ; 
dire quanto dolesse ai eoileghi di qui la partenza del Beltrami. Essi raccorapagnaroiu 
colPaugurio che nuovi casi lo restituissero a Roma in tempo non lontano: ma I’auguric 
non fu esaudito che quindici anni dope, nel 1891 *). 

A Pavia il Beltrami trovo, non clima migliore, ma quiete maggiore ed altri amici 
fra i quali carissimo Felice Casorati, che gli tenne grata compagnia per quasi quat- 
tordici anni. Un po’ pih tardi, cioe nel 1880, si uni ad essi Eugenio Bertini, Morto iiii- 
maturamente I’ottimo Casorati nel settembre 1890, il Beltrami n’ebbc una tristczza 
invincibUe e senti I’amarezza dell’isolamento. E poiche e a lui e piii alPamala consorte 
le nebbie del Ticino non erano riuscite cosi propizie come sul principle s’ci’a lusingato, 
si arrese ai rinnovati inviti degli amici di Roma. 

Per tal mode a comineiare dall’anno scolastico 1891-92 il Beltrami fu rostiluilo al- 
I’Ateneo della Capitale, dove rientro desiderate e acclamato da eoileghi e da scolari. E 
con noi rhnase sino a che una morte immatura non ce lo rapi per scrapre, infliggondo 
una perdita gravissima e irreparabile alia scienza ed alia patria. 

Dope aver narrate la carriera scolastica del Beltrami, diro brevissimamente della- 
sua attivita scieutifiea. Egli e state quello che gli inglesi dicono un self-made mm: non 
fu I’allievo di una determinata scuola, o di questo o quel maestro; dope i corsi univer- 
sitarl, superficialraente seguiti, come egli stesso confessava, e dopo alcuni anni di occu- 
pazioni e lavori buroeratici, rifeoe da capo e da se solo la sua eduoazione seientifiea. Egli, 
sempre modesto, si professava grato a consigli ricevuti; ma del resto studib ed apprese 


*) Cerruti, 1. o 
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tutto da se. E studi6 cosi bene, cosi poderosamente e cosi rapidamente che in pochis- 
simi anni si trovo in possesso delle dottrine piii alte e pote intraprendere e eondurre a 
f)uon fine diffieili ricerche originali. 

Nei poehi anni di Pisa, I’indole della sua cattedra lo porto alio studio delle superficie 
noll’indirizzo dato da Gauss; ed in particolare ad occuparsi della teoria matematica delle 
carte geografiche. Di tali studi diede mirabili saggi nelle ricerche di analisi applieata alia 
geomeiria, e nella memoria delle variabUi complesse so])ra una superficie qiialunque. 

Egli stesso racconta in una lettera del 25 dicembre 1872 ad Enrico D’Ovidio, come 
fosse condotto a cercare le superficie rappresentabili sopra un piano per guisa ehc le loro 
linee geodetiche siano figurate da linee rette; e come risolvesse il problema in una me- 
moria del 1866, dimostrando che tali superficie devono essere di curvatura costante *). 
Di qui fu breve il passo a quella interpretazione della geomeiria non-euclidea, che proietto 
una luce inaspettata nella controversia allora agitata intorno ai principl fondamentali 
della geometria ed ai concetti di Gauss e Lobatschewsky. E subito dopo, svolgcndo 
I’idea madre della predetta memoria del 1866 e coordinandola ai principi tracciati da 
Riemann in un celebre lavoro postumo, allora da poco venuto in luce, pubblico le me- 
morie sulla teoria degli spazi di curvatura costante, suite sujKrficie di area minima e sui pa- 
rametri differenziali. 

L’eleganza e la genialita di cotesti lavori diedero al Beltrami quasi di slancio quella 
riputazione che si ando sempre pih diffondendo, sino a divenire ammiraziono universale. 

Le question! sino allora trattate, altamente suggestive di meditazioni sulla natura 
dello spazio fisico, e d’aJtra parte i metodi analitici da lui usati nella geometria differon- 
zialo, applicabili anche nella meccanica e nella fisica matematica, lo attirarono quasi 
spontaneamente verso i problem! propri di questi due rami della seienza. Ai quali studi 
di analisi applicata egli era del resto mirabilmente preparato, sia per gli insegnaraenti 
di geodesia e di meccanica, tenuti a Pisa e a Bologna, sia per quell’influenza del Betti 
che gia ho accennata, sia per una tendenza del suo ingegno che le mateinatiche eoncepiva 
nella loro genesi storiea, come mezzo per lo studio della natura, ed era meno inclinato 
alle astratte speculazioni dell’analisi pura: tanto che, anche nei pochi suoi lavori stret- 
tamente analitici, si intravedono quasi immediate le applicazioni a cui mira, anzi puo 
dirsi che queste reggono e promuovono le ricerche di analisi **). 

Lo strumento del quale, oltre all’intuizione georaetrica, si scrvi eostantemente e che 
giunse a perfezionare ed a maneggiare da maestro, era bensi I’analisi matematica; raa 


*) E. D’Ovidio, negli Atti dell’Aceademia di Torino, 25 febbraio 1900. 

’“*) SoMiGLiANA, nei Kendiconti dell’Istituto Lombardo, 1 marzo 1900. 
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questa non fu per lui, come talvolta per altri insigni, p. e. per Briosohi, scope a se stess 
Nella elegante eommemorazione del sno precedessore, che, due anni or sono, il Be 
TRAMi lesse in quest’aula, davanti alle Vostre Maest^, egU distinse nell’analisi matem; 
tica due tendenze o scuole: la classica rappresentata da Eulero e da Jacobi, ed un’a 
tra germogliata dalle opere di Lagrange, secondata dai metodi di Gauss e di Dirichle’ 
e definitivamente maturata con Cauchy e con Riemann. Delineata questa giusta d 
stinzione, il Nostro dimostro chiaramente che Brioschi appartenne alia prima scuol; 
ed ora si pu6 affermare con pari sicurezza che Beltrami e un esempio, altrettanto splei 
dido, della seconda tendenza. 

A cominciare dal 1871 Beltrami dedie5 un’estesa serie di lavori alia cinematica, d 
fluidi, aUa teoria del potenziale, ed a quelle dell’elasticit^, della luce, dell’elettricitS,, d 
magnetismo e della propagazione del calore, abbracciando quasi tutto il vastissimo camp 
della fisica matematica. 

NeUo studio delle equazioni generali dell’elastieit^ si trov5 rieondotto alle sue celeb 
rieerche di geometria, poich^ ebbe a scoprire che le equazioni di Lam^; sono vincolate t 
postulate euclideo sullo spazio. Potl quindi spontaneamente estenderie agli spazi di cm 
yatura costante, aprendo nuovi orizzonti alia teoria dell’elasticitA E pensd subito, sel 
bene con prudenti riserve, a giovarsi di codesta generalizzazione, per tentare di chiarii 
le oscurit^ delle teorie del Maxwell, dirette a sostituire, secondo le idee di Faraday 
di W. Thomson *), alle azioni a distanza, quelle fra i punti contigui di un mezzo cor 
tinuo diffuse in tutto lo spazio **). Dell’arduo problema il Nostro fece una discussion 
completa che lo condusse a risultato negative, senza perd che egli abbia voluto conclude) 
ne il rigetto della dottrina di Maxwell. 

La grande innovazione dello scienziato inglese risiede nelle equazioni differenzia 
coUe quali egli rappresenta Funiversalitek dei fenomeni elettrostatici, elettrodinamici e 
elettromagnetici, ed alle quali le meravigliose scoperte di Hertz, illustrate ed ampliat 
dal nostro Righi, hanno dato eredito ed appoggio. Maxwell le deduce per divins 
zione, pih che non le dimostri, dalle equazioni di Hamilton della meccaniea. Beltraw 
inveee ha proposto di stabilirle partendo dal principio di d’Alembert generalizzat 
ed esteso aU’elettrodinamica: metodo che, senza nulla mutare alia sostanza delle ide 
di Maxwell, conduce pih rapidamente e pih sicuramente aJlo scope ***). 

Per tutto I’ultimo periodo della sua attivit^ scientifica Beltrami continu5 a conss 


*) Lord Kelvin. 

SOMIGLIANA, L C. 

MAheioe LivT, nei Comptes rendua, 12 marzo 1900. 
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crare lunghe meditazioni e importanti lavori ai concetti del sommo fisico di Cambridge, 
concetti la cui importanza dal punto di vista sperimentale e andata via via crescendo, 
lino ad acquistare un dominio quasi assoluto nel nostro modo di concepire i fenomeni 
elettrici e magnetici *). 

Gli scritti scientifici del Belteami superano il centinaio. In tutti, all’importanza ed 
elevatezza deUa materia va congiunta la forma eletta, insuperabile per lucidity ed eleganza 
di dettato. Felice connubio dell’intuizione geometrica coUe finezze piii riposte dell’analisi, 
e vasta comprensione di metodi generali con una rara ability nel piegarli alle applicazioni 
particolari assicurano ai lavori del Nostro un posto durevole nella storia delle matema- 
tiche, pur prescindendo dalle idee nuove e dai nuovi risultati che Tuiiiversale consenso 
degli studies! gli riconosce **). 

E quale lo scrittore tale era il maestro. Coloro che ebbero la fortuna di assistere alle 
sue lezioni attestano che le dottrine pih ardue e spinose aequistavano dal magistero della 
sua parola tale grado di evidenza e di semplicit^ da generare, in chi I’ascoltava, Tillusione 
che avrebbe saputo pervenire agevolmente da se alia scoperta delle verity dichiarate dal 
professore ***). 

Tali erano I’ingegno e la valentia scientifica e didattica del Belteami; ne ai confini 
pur remoti delle matematiche si arrestava il sapere di lui; che egli possedeva coltura non 
comune e varia, parola facile, arguta, adorna, come di chi ha domestichezza cogli studi 
letterari. Aveva una rara conoscenza scientifica della musica, deUa quale era anche ese- 
cutore abile e ispirato f)- GHi era stata maestra fin dai pih teneri anni la madre; poi s’era 
esercitato con Amiloare Ponchielli, suo coetaneo e concittadino. Questo talento musi- 
cale egli nascondeva con ritrosa modestia, come se temesse d’essere accusato d’infedelt^ 
verso la gelosa dea, la matematica, alia quale si era tutto consacrato; ma i pochissimi 
intimi e intelligenti attestano ch’egli sapeva eseguire maestrevolmente al pianoforte i 
eapolavori di Bach, Beethoven, Mendelssohn, Schumann -j-t). 


*) SOMIGLIANA, 1 C. 

**) Cekruti, 1. 0. 

***) Cebetjti, 1. c. — Feattini, nel Periodico di Matematica, marzo-aprile 1900. 

t) Celoeia, nei Rend. dell’Istituto Lombardo, 1 marzo 1900. 
ft) Cassani, Atti dell’Istitnto Veneto, 25 febbraio 1900. 

Da im foglietto trovato tra le carte del Nostro, e che sembra essere la minuta di una 
lettera all’amioo dott. G-ustav Wolff (nel 1886-87 professore al Conservatoiio di Lipsia), 
togliamo il brano che segue: 

« Il y a entro la musique et les mathdmatiques un rapprochement quo Ton n’a peut-6tre pas 
« encore remarqud. Si Ton conceit le domaine g6n6ral des idees coinme 6tant un syst^me continu. 
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Rigido con se stesso e indulgente verso gli altri, spirito calmo, sereno ; affabile, eortese 
di modi per innata gentilezza dell’animo, esercitava, ineonsciamente, in chi pur per poco 
ravvicinasse, un fascino irresistibile ; a Bologna, a Pisa, a Pavia, a Roma, ovunque egli 
professo, divenne ben presto il centre intorno al quale si adunavano gli studiosi delle piii 


« le obamp des id6es niathdmatiqiies n’en forme qu’une tr6s-faible partie; ou, pour mieux dire, 
« elles n’y figurent, a mon avis, que comme les raies de Fraunhofer dans I’etendue du spe- 
« ctre solaire. Ainsi il y a une gamme matli6matique comme il y a une gamme musicale. De 
« ce point de vue, un raisonnement matbematique est comme une suite d’ accords tirds de 
« la lyre intellectuelle forin4e par les raies matbematiques de la pensee bumaine, et la d4cou- 
« verte d’une branobe nouvelle de matbematiques est comparable A celle d’une nouvelle modu 
« lation barmonique, Mais tandis qu’on pent tres-bien d^placer la gamme muslcale sans alt6rer 
« les rapports armoniques, on ne peut pas d^placer la gamme matb^matique; du moins Ton 
« n’a pas d’exemple, dans Thistoire de la science, que le m§me tb^oreme se soit pr^sent^, h 
« differents epoques, ou cbez differents peuples, dans des tons differents. Les accords ma- 
« tb^matiques ont done une existence absolue, tandis que les accords muaicaux n’en ont qu’une 
« relative. 

« P, S, Si ces id^es paraissent h M. Wolff trop 6tranges ou trop compromettantes, je suis 
« pr^t A les supprimer ; pourvu qu’il laisse toujours subsister entre son esprit de musicien et 
« mon esprit de matbematicien ce seul accord veritablement parfait, qui repr^sente Tamitid la 
«plus sincere. E B » 

A proposito del ravvicinamento fra la matematica e la musica, mi sia concesso di citare al- 
cuni passi di altra lettera (pib antica) del Nostro, provocata da una nota deirillustre Sylve- 
ster cbe si leggo a pag. 613 della Memoria On the real .and imaginary roots of algehrioal eqtia^ 
tions (Philosophical Transactions, parte III, 1864). La nota e la seguente: 

« Herein I think one clearly discerns the internal grounds of the coincidence or parallelism, 
« which observation has long made familiar, between the mathematical and musical i'Oos;. May 
« not Music be described as the Mathematic of sense. Mathematic as Music of the reason ! the 
(( soul of each the same! Thus the musician feels Mathematic, the mathematician thinks Music, 
« — Music the dream, Mathematic the working life — each to receive its consummation from 
« the other when the human intelligence, elevated to its perfect type, shall shine forth glorified 
a in some future Mozart-Dirichlet or Beethoven-Gauss — a union already not indistinctly 
« foreshadowed in the genius and labours of a Helmholtz ! ». 

E. Beltrami nella sua lettera da Pisa, 7 aprile 1865; 

« Credo che ci sia molto di vero nel pensiero del Sylvester che mi trascrivesti. lo non ho 
mai studiato profondamente la cosi detta Armonia, che ^ queUa parte della scienza musicalo 
che pub in certo qual modo riguardarsi come dottrina razionale, avendo i suoi postulati ed i 
suoi assiomi, da cui tutto il resto e dedotto. Ma per quel poco che ne so, parmi infatti che il 
processo meutale ad essa applicabile sia identico o poco meno con quello delle matematiche. 
Mettendomi per un istante neH’ipotesi materialistica, direi quasi che nell’una e nelF altra scienza 
sono posti in azione gli stessi organi. Quanto poi alia composizionej nel senso pih lato, parmi 
che subentrino altri elementi, assai differenti dai primi, Comunque sia, b notevole che uno dei 
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diverse discipline, I’anima di una conversazione geniale e dotta, non mai pedantesca *). 

Della sua costante fedelt^ al culto della seienza e prova indiscutibile il fatto che, nella 
sua carriera di oltre trentasette anni, non si lascio mai adescare, ne per ambizione, ne per 
guadagno, ad accettare uffici che lo svagassero dagli studi. Non voile mai far parte di 
Corpi amministrativi, ne essere Preside di Facolta o Kettore di Universita; accettS sol- 
tanto di entrare nel Consiglio superiore dell’istruzione, mandatovi dai suffragi dei col- 
leghi. Non cercd alcuni degli onori soliti a conferirsi ai dotti, ma li ebbe tutti. L’Accademia 
di Bologna fino dal 1867, la Societa Italiana (dei XL) dal 1870, questa E. Accademia 
dei Lincei dal 1873, Tlstituto lombardo, PAccademia di Torino, la Societa Reale di Na- 
poli, le Accademie delle scienze di Parigi, di Berlino, di Monaco, la Societa di Gottinga, 
la Societa matematica di Londra ed altre lo aggregarono a se come Socio o come Corri- 
spondente, Dottore honoris causa delle Universita di Kazan (1893) e di Halle (1894). Ca- 
valiere del merito civile di Savoia (1879). 

Della grande riputazione che il Nostro aveva acquistata nel mondo scientifico, anehe 
presso gli stranieri, mi sia concesso addurre quest’altra prova. Nel 1889 scadeva il quin- 
quennio di professorate straordinario di analisi matematica per la celebre Sofia Kowa- 
LEWSKY all’Universita di Stoccolma. Per deciderne la conferma a vita, come professore 
ordinario, quell’ Universita chiese i pareri di tre scienziati che riteneva i piu autorevoli 
in quell’indirizzo di studi: Hermite, Bjerknes e Beltrami. I pareri furono tutti e tre 
onorevoli ed in favore di quel savant^ dont le sexe etait aussi exceptionnel que le mSriie (se- 
condo una frase del Nostro, da una lettera del 18 maggio 1889 a Hermite). Ma non erano 
compiuti due anni e una morte crudele toglieva immaturamente I’illustre donna, all’U- 
niversitJb ed alia seienza che da lei attendevano ulterior! frutti del suo miracoloso ingegno. 

Ultimo onore la nomina a Senatore del Regno : onore che a lui giunse assai gradito, 
perche la sua modestia non gli toglieva di sentirsene degno, c sopratutto perche, per atto 
di alta e cavalleresea cortesia, la comunicazione gli venne dall’augusta bocca del nostro 
amato Sovrano, nell’adunanza solcnne dei Lincei, il 4 giugno 1899. 

Ed ora quello spirito eletto non e piu fra noi. Se qualche cosa sopravvive oltre la 
tomba, di certo egli e salito ad un astro superiore, piu perfetto del nostro pianeta, ed ivi 
si delizia nella beatitudine del vedere illuminati e risoluti quei problemi che trascendono 


piii grandi armonisti e compositori dei tempi moderni, Meyerbeer, abbia cominciato coUo 
studiare matematiche, nelle quali si addottord ». 

*) Celoria, 1. c. 


Cremona, tomo III 


31 
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I’acume della mente umana, ma spesso la tormentano affannosamente. Di lassu egli im- 
plora rassegnazione e pace alle anime desolate delle due infelicissime donne, la madre e 
la vedoya che gli sopravyivono, anelanti di ricongiungersi a lui. Alle sue preghiere uniamo 
i nostri yoti 

A me ed a quelli che con me hanno oltrepassata I’eta del Beltrami, non rimane alcun 
eonforto, se non sia il ricordo della sua cara e preziosa amicizia. Ma i gioyani non dimen- 
tichino che hanno un tesoro da custodire: I’esempio di una yita immacolata, tutta spesa 
nel culto della scienza e nella scuola del doyere, e la gloriosa memoria di un altissimo 
ingegno, che ha onorato la patria e rumanitl 



NOTE DEI REVISORI. 


[*] Pag. 3. Veggasi quanto b detto su questa Memoria nella nota del tomo 2.*^ di questc 
Opere, e precisamente a pag. 444. 

La sostanza del primi tre Capitoli si trova gi^i, pin ampiamente svolta, nei « Preliminari » 
(n. 70 di quel tomo 2.<^). A partire dal Cap. 4.<* la Memoria b tradotta in tedesco, in <i.O'berfUiclien » 
(v, nel tomo attuale il n. 85), colla seguente corrispondenza tra i numeri dei paragrafi: 

Memoire 47-113, llBi'i% 114-177 
OhtTfldchen 158-224, 225 , 226-289 

Anche per questo M6moire useremo I’indicazione (A), per citare le correzioni od aggiunte 
fatte a mano dal Cremona in un suo esemplare. Cio che, nel testo o nelle note a pi^ di pa- 
gina, verr^ racchiuso fra | |, b tolto di 1^: fatta solo eccezione per le note ai n.^ 118, 155, 165, 166, 
ove le citazioni che si troveranno fra j ( son prese da « Oherfldlcheii ». 

[*] Pag. 5. Aggiunto, da « Oberfllichen » e da (A). 

[3] Pag. 6. Ci6 non pu6 generare equivoci, pel fatto che con parentesi quadre [ ] si di- 
stinguono in quest’ edizione le lievi aggiunte fatte dagli editor!: poich6 queste si trovan di 
regola nel testo, e quando sono nelle note a pi^ di pagina sono richiami a queste Opere. 

[^] Pag. 11. Aggiunto, dai Preliminari n.88. 

P] IS* II principle di corrispondenza nel piano, che qui s’invoea, b dimostrato nella 

nota a pi6 di pagina soltanto pel caso di una corrispondenza intersezione complefa di due con- 
nessi algebrici (ijl, (v, v'): men tre la corrispondenza, considerata nel testo, fra i puhti del 
piano E non sar^ in generale di quella specie. Ma il problema attuale si trovera risolto per altra 
via al n. 38. 

[®] Pag. 24. Vedasi quanto b esposto su questa teoria nella nota (relativa ai « Preli- 
minari*) a p. 448 del tomo 2.^ di queste Opere. 

P] Pag. 25. V. la nota al tomo 2^, p, 449. 


[*] Pag. 28. V. la nota al tomo 2®, p. 449. 
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[9] Pag. 82. Questo ragionamento, come Paltra frase tra j | che lo precede, h tratto da (A), 
ove sostituisce una eonsiderazione scorretta del testo originale. 

Pag. 32. In margine ad (A), preceduta dalle parole « meglio cosi: », sta qnest’altra 
dimostrazione ; 

« Le prime polari toccate in o da uno stesso piano E formano un fascio, ed hanno i poli 
in nna retta che passa per o' e giace nel piano polare di o. A causa del contatto in o, questo 
punto assorbe due dei 4:{n — 2)^ punti doppi del fascio; dunque la retta dei poli 6 tangeiite alia 
Steineriana in o'. » 

Pag. 33. Invero, se cosi non fosse, i piani polari di oj, rispetto alia rete delle prime 
polari dei punti del piano qualunque dato, formerebbero tutt’al piu una Stella (« Prelwiinari » 
n. 74), non darebbero tutti i piani dello spazio. 

[^-] Pag. 43. In (A) Cremona nota; « Questa h analoga alia O4 che Reyb considera a pag. 237 
e seg.i della Geomttrie der Lage » [vol. 2.^ della 2.® edizione, 1882; corrispondente alia pag. 146 
e seg.i del vol. 3.^ nella 4.®- edizione, 1910]. 

[^3] Pag. 43. Qui seguiva nelP originale una deduzione errata, segnata in (A) con uii punto 
interrogativo. Conviene sopprimerla, senz’altro. 

Pag. 47. La rete di quartiche considerata nel ragionamento precedente derivava dalle 
quadriche polari rispetto ad una superficie cubica; non era quindi cosi generale come in questo 
enunciato. L’estensione del risultato che s’era ottenuto al caso generale si basa siilla coiiser- 
vazione del numero. — Similmente nel succesivo n. 82. 

Pag. 47, Questa deduzione b incompleta. II fascio di coni quadrici, oltre al caso che il 
vertice sia fisso, puo presentare I’altro: che i vertici dei coni costituiscano una retta O', ge- 
neratrice comune, di contatto, per tutti i coni. Si hanno allora sulla Hessiana le due rette 
G, G', fra loro corrispondenti. Per altro questo fatto non si presenta sc la superlicie cubica 
generale, ma solo per superficie speciali. 

In (A) Cremona ha scritto in margine: « vedi Ciani, Rendic. Lincei, 4 maggio 1890 
alludendo ad una Nota Sulle superficie algehriche simmetriche r> (ivi, serie vol. 6), ove 
appunto (alia pag, 406) il Ciani rileva quella lacuna. 

Pag. 51. In (A) si osserva: « I punti ahcd a'b'c'd' sono otto vertici di un esa<‘dro com- 
pleto polare (Rbye) » . 

Pag. 56, Qui vi 6 un equivoco. Il cono taglia i tre piani secondo le tre rette ' jti, 
che essi congiungono a due a due. Probabilmente si voleva dire invcce delle intersezioni del 
cono coi piani congiungenti le quattro rette basi del fascio. 

Pag. 57. La deduzione non 6 cosi immediata. Un ragionamento complete si trover^ poi 
a pag. 207, in un Zusatz zu n. 214 di « OberfUichen » (n.° corrispondente all’attuale n. 103). 
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[^®] Pag. 59. In (A) si osserva: 


Se cc~0, z/— 0, w~0, (ove ® pentaedro, e 

la superficie cubica, quei piani . hanno per equazioni : 

hy-\-oz-{-d'W-\-eu=Q^ ax-\~cz-\-diu-{-eu==0^ ecc. 


Poi, alia fine della proposizioiie attuale del testo, per il piano che ivi 6 nominato, h data 
I’eqnazione : 


ax-^hy-\-cz-\-dw-\-eu==^0 


[“'^] Pag. 62. La nota a ciii qtii allude I’Autore sta a pag. 334 del tomo 2.*' di queste Opere. 


Pag. 64. La locuzione espaces projectifs non va presa qui nel senso consueto, ma solo 
in quello di corrispondenza biunivoca. 


p2] Pag, 67. Nelle ultime due linee si e fatto un lievissimo ritocco, secondo (A). 

[‘*^3] Pag. 71. La considerazione dei tre fasci di piani duplo-projettivi a^j come tre par- 
ticolari stMe projettive di piani, che qui accennata e poi adoperata, non viene abbastanza 
chiarita. In conseguenza non 6 sufficiente la deduzione die nel seguito di questo n.® I’Autore 
vuol fare della generazione di F;^ con tre stelle projettive general! da quella con tre fasci 
duplo-projettivi. Cio e stato rilevato dal sig. R. Sturm a pag. 200 della sua commemorazione 
di Cremona, Archiv der Mathematik und Physik, (3) 8, 1904, pag. 11 e 195. — V. anclie su 
quella trasformazione dei fasci in sfellei C. Sbgrb, Sur la giniration projective des surfaces 
cuhiques, in quell’ Archiv (3) 10, 1906, p. 209; e la Nota seguente (ivi, p. 216) di R. Sturm, 
Ueher die Erzeugung d.er FUiche 3. Ordnung durch kolUneare Bilndel und trilineare BiXscTiel 
(nella quale si troverA- anche, a p. 217, una semplicissima dimostrazione diretta della possi- 
bility, di generare una superficie cubica generale con tre stelle projettive di piani). 

\^*] Pag. 71. Questo non 6 vero, in generale. In fatti, nella dimostrazione che segue, le 
rette IV", m"' non si taglieranno in generale in uno stesso punto: a meno che i tre punti 
di concorso delle altre terne di rette, di cui si parla, siano allineati. 

[2'’] Pag. 74. In « OberflUchen » h detto : 

«... von der Ordnung 3?z und dem Geschlecht ^ (3n^— *371+2) — (5+a), vorausgesetzt dass 

die beiden Flachen in o Puncten eine einfache und in a Puncten cine stationare Beriihrung 
haben » . 


[2«] Pag. 76. L’ultima asserzione 6 esatta solo se le due rette non-secanti rispettivamente 
delle due curve sono sghembe fra loro. Se invece quelle due rette s’ incontrano, le intersezioni 
delle due curve sono se^. 

[27] Pag. 76. Nell’originale stava: dix. La correzione h in (A). 

[^] Pag. 78. NelPoriginale era; neuf 
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Pag. 79. NeH’originale stava: vingt. 

[30] Pag. 80. Si aggiunga la curva del settimo ordine e genere tre, residua intersezioiK 
delle due superficie eubiche, quando queste si tocchino luiigo una retta. Sua imagine iiel pianc 
rappresentativo di e, ad esempio, tina quintica 132 34 5 6. 

[3^] Pag. 80. Quando P iiitersezione di Fg con una superficie del 6.^ ordine si spezza in 
due curve del 9.“ ordine, il genere di queste (lo stesso in generale per entrambe) non ^ ne- 
eessariamente 1, ma puo anche essere 2,3, ...10. 

p2] Pag. 80. Per questa C6,o, in (A) b scritto: 

« Per esempio si ha questa curva segando Fg con una superficie gobba di 4." grado aveute 
per curva doppia una cubica gobba situata in Fg e della quale siano corde le sei rette a . » 

[33] Pag. 85. Cioe biimivocamente. Cfr. [^^] 

[31] Pag. 90. Invece il punto che qui si ottiene 6 il vertice del cono primitive. Tutto questo 
periodo si potrebbe sopprimere. 

[35] Pag. 90. Dal fatto che il piano x tocca, per esempio, le due coniche (^)? ((Jp^)del 

cono non si puo trarre, senz’altro, che x sara tangente a questo cono. Il risultato, cio 

nondimeno, 6 esatto. Indichiamo con £Co=0, ccj cc^cCg^O il trilatero e sia 

Fg^ccj cCgCCg +XQ^aikXiXk. 

I vertici dei quattro coni Staranno sulla retta del piano a?,)=0, avente in 

questo piano le tre coordinate omogenee: — 2 aiia 2 g— 2a^g a,g, ed analoghe. 

[36] Pag. 92. In « Oberfldchen » vi e a questo punto una nota a pic di pagina, cosi ; 

«R. Sturm (Synthetinche Untersuchungen fiber FUichen dritter Ordmmg^ Leipzig 18G8) neimt 
zwei conjugierte Systeme von drei Geraden ein Doppeldrei^ und die Hyperboloide H Doppeldrei- 
hyperboloide . » 

p] Pag. 95. La deduzione e insufficiente. Bisogna invocare 1’ inverse (che non fu dimo- 
strato prima) del n. 121: una curva piana d’ordine B7i passante ?i volte per ogni punto fon- 
damentale h imagine di una curva intersezione di Fg con una superficie d’ordine n. 

[33] Pag. 99, In (A) e aggiunto: 

« Si ottiene questa superficie, anche partendo da due triedri totalmente imaginari, format! 
da piani rispettivamente coniugati: 

^4 ^14 ^1 ^6 Cjg 

^2 ^6 ^26 ^2 ^4 ^24 

^35 1^24 


*^35 ^26 <^14 
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dove si suppongaiio reali ® I’iperboloide da esse determiuato dia tre altre rette 

reali ( 6 . 5 , Cig). » 

PI Pag'. 102. Agg’iunfca in (A), analoga alia precedente: 

«Questa superficie si puo anche ottenere mediante due triedri interamente imaginari, I’uno 
formato dai piani coniugati a quelli dell’altro; per esempio dai triedri 

^4 ^5 ^45 ^4 ^6 ^64 

^5 ^6 ^56 ^5 ^4 ^45 

^6 ^4 ^64 ^6 ^5 ^56 

supponendo reali le rette ^ 4 , e ehe 1 ’ iperboloide da esse determinato dia una sola nuova 

retta reale 

PI Pag. 107. In (A): 

« Infatti se si considera, per esempio, un piano ehe non seghi C 4 in punti reali, le due 
cordc reali comuni alle coniche sezioni fatte da esso piano nei coni saranno totalmente esterne 
alle coniche stesse, » [Quelle corde stanno in una quadrica rigata del fascio.] 

Pag. 109. Pare che, a tutta prima, si possa dedurre solo Tesistenza di almeno wi cono 
reale (ad iniiniti punti reali). Ma dal seguito risulta poi che sono due. 

[^-] Pag. 115. Quest’ indice h state qui completato con aggiunte, tolte (tranne una) dal- 
r indice di « Oberfldcheii » , e distinte col racehiuderle fra | j. 

[^3] Pag. 125. Veramente cio che qui si prova ^ soltanto che ad un punto della (4) risponde U7i 
pun to della (1). Nell’ affer mare che, viceversa, ad un punto della ( 1 ) risponde un punto solo della 
( 4 ), si suppone implicitamente che un punto generico della (1) provenga da un sol valore diX; il 
che non si verifica sempre. Comunque, se un punto generico della curva ( 1 ) proviene da piu 
valori di X, si pu 6 in ogni caso, in virtu d’un noto teorema di LIIroth (Mathematische Annalen, 
Bd. 9, 1876), prendere come nuovo parametro |jl una funzione razionale conveniente di X, per 
guisa che in relazione a jjl la ( 1 ) sia suscettibile d’una rappresentazione del tipo considerate 
dall’A. e soddisfacente all’ipotesi sottintesa. Avvertasi che quest’ipotesi h necessaria anche per 
talune delle deduzioni successive. 

[ 44 ] Pag. 133 , Un estratto di questa lettera fu pubblicato daH’HoilBL con alcune righe d’in- 
troduzione nei Nouvellea Annalei de MatMmatiques (2.® s^rie, tome VIII (1869)^ pp. 278-283). 

Pag. 137. Questa Memoria fu presen tata all’Accademia di Bologna nella sessione ordi- 
naria dell’ 8 Aprile 1869, colle seguenti parole (Eendiconto di quell’ Accademia, Anno 1868-69, 
pp. 68-69): 

La memoria h divisa in tre parti 0 capitoli. Nei primo capitolo (Biduzione degli 
integrali abeliani alle tre specie)^ e nei terzo (Teorema di Ahel)^ rAccademico ha avuto 
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di mira le materie trattate nei primi due paragrafi deireccellente Teoria deUe fn'}t%io)ii 
abeliane dei professori Clebsch e Gordan, esponendole pero iu una forma di gran Iiinga 
pill viciiia all’intuizione geometrica: ond’e che gli riesci in alcimi panti d’ottenere 
iiotabili semplificazioni. La seconda parte poi (Formaxione degli integrali di 5/' e di 2.^ 
specie) ^ nuova anche nella sostaiiza: imperocche T A. forma gli integrali normali di 
3.^ specie in modo affatto diverse da quello tenuto dai signori Clebsch e Gordan e ne 
ricava come caso particolare gl’ integrali di 2.^ specie, senza urtare nelie difficolta al- 
gebriche alle quali si allude nella pag. 28 deU’opera menzionata. 

II grande interesse che i matematici odierni annettono alio studio de’ trascendenti 
abeliani induce FA. a sperare che questo suo lavoro non riuscira del tutto inutile e 
sgradito. 

L®] Pag 149. Questa dediizione non ^ legittima, perche, se non si vuole che il polinomio N 
svanisca ideiiticamente, i siioi coefficienti possono assoggettarsi soltanto ad eqna- 

zioni liiieari (omogenee) indlpendeati, Tuttavia resta vera la conclusione dcll’A., che cio6 N 
e determinata in modo iinico (a meno di im fattore di proporzionalit^) dalle (19), (21) e dalle 
condizioni che la curva N=0 passi pei pimti singolari di /*=0 e per altri p punti gcuerici 
del piano. Cio perche le 2?^ equazioni (19), (21) si ridneono non gi^ a — 1, maa2;^ — 2 li- 
nearnienfce indipendenti, come si vede subifco osservando, ad esempio, che la serie lineare 
completa staccata su f^O, fuori dei punti singolari, dalle « aggiunte » del tipo N --“-0, 

ainmette per residno, rispetto alle 2n — 2 intersezioni (diverse da -q) di /‘-~0 colic rette ^ !^, 
rfi , una serie completa. 

Pag. 150, Qui e nel seguito s’indica indifferenfcemcnte col simholo - 9od 

/*(cc^“^c) —0, I’equazione della priraa polare del punto c rispetto alia (cfr. coll a pag. 1.38). 

ps] Pag. 155. Qui 6 stata soppressa una formola portante la indicazione (34)', perche, era 
semplicemente una ripetizione della (32). 

Pag. 169. Nella Memoria originale iu luogo dell’ultima espressione tra sgralfe si 
(l.M 
l©gge:<2.a [. 

fs.O 

Pag. 174. Aggiungere: « o tutti i termini positivi delle tre matrici 

Pag. 183. Come s’era detto nella nota [s^] del Tomo 2.<> (p. 444) e nella [^] del presente 
Tomo (p. 483), e come anche e spiegato nella prefazione del Traduttore, che qui si riporta, que* 
sfc opera (di cui alia pag. 181 s’ 6 riprodotto il frontispizio, e che in que.ste note usiamo ci- 
tare brevemeute con « Oberflachen >) contieue le traduzioni tedesche delle due Memorie che 
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in questa edizione portano i n.^ 70 e 79 . Nella ristampa di quelle Meniorie original! abbiamo 
g'ia teuuto conto, con apposite note, od inserzioni fra j i, delle pin piccole aggiunte introdotte 
neir edizione tedesca. Qui riporteremo ora, staccatamente, le aggiunte pin liinghe. 

La prefazione e preceduta da una dedica dell’ opera: « Herrn Geheimen-Regierungsrath 
iind Professor — Dr. Johann August Grunert — in — Greifswald, — seinem verehrten Lehrer 
— gewidmet — vom — Uebersetzer. » E al Grunert che si rivolge il Traduttore nella pre- 
fazione. 

p] Pag. 184. Questi n.^ 158-289 corrispondono a quelli del Memoire (79), nel modo che e 
gi^ stato indicate in [^]. 

Pag. 185. La parte del Cap. VI, che qui si riporta e che si trova a pag. 47 e 48 del 
volume, ^ costituita dai n.^ 45, 46, 47, i quali nelPindice del volume stesso sono indicati come 
riferentisi alle stelle ed ai piani reciproci, e alia generazione dclle quadriche per mezzo di essi. 

[5‘i] Pag. 187. Di qiiesto Cap. I si riproducono i 77, ... fino a 82, che vanno dalla met^ 
di pag. 70 a met^ pag. 73 di « Oberfldchen •» . Un titolo chc si prcndesse dair indice non ne 
farebbe capire il contenuto. Si puo dire che essi tendouo principalmente alia dimostrazione del 
risultato finale: che i punti di contatto di una superficie Fv colie bitangenti passanti per un 
dato punto son le intersezioni di Fv , della prima polare di quel punto e di una superficie ulte- 
riore d’ordine (v — 2)(v — 3). 

[55] P 3 ,g., i 9 ()^ Qucsto Capitolo, che non stava nei « Preliminari », va, nel volume di « Ober- 
fidcheri » , da mot4 pag. 81 fino al principio di pag. 95. Esso sarebbe da inserire dopo il n. 90 
dei « Prelimmari » (Tomo 2.^ di queste Opere, p. 349). 

[^®] Pag. 190. Per i confronti colie formole dei « PreliminoH » , che qui e nel seguito si 
adoperano, si tenga prescnte che (corn’ b detto nella prefazione a queste « Oberfidchen » , che 
abbiam riprodotta) i caratteri numerici che 1^ eran rappresentati da lettere latine, qui sono 
indicati con lettere greche. Si hanno ciob i seguenti cambiamenti: 

€ Preliminari » m n r g h x y 
« Oberfidchen » 

Pag. 197. La deduzione non sembra abbas tanza giustificata, ma il risultato e esatto. 
Si puo in fatti dimostrare che la curva (0 passa pel punto m (doppio per la curva (v)) con 
due rami compMi (o cicli) di 2.^ ordine aventi entrarnbi per tangente la retta PP' (e per piani 
osculatori due piani coniugati armonici rispetto a P e F). 

[58] Pag. 203. L’asserzione che vien dopo non risulta vera, in generale. 

[59] Pag. 204. Si traggono da questo Cap. V due brani. Il primo comprende i n.^ 118, 119, 
(pag. 101 e 102 di « Oberfidchen »), i quali son diretti a determinare direttamente il numero dei 
punti doppi apparent! della curva intersezione di due superficie, che nel precedente n. 117 
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(corrisponclcnte al n. 95 dei « Preliminari ») era derivato dall’ applicazioiie delle formolc di 
OATiiRV. Cfr. la iiota a p- 448 del Tonio 2®. Si teiig'ano auchc preseuti Ic coiisiderazioni 
dei n/ 77-79 (precedentemente riportati), che qui occorrono. 

n secondo brano, levato dal n. 121 (p. 104 di « Oherfldchen »), e iiri’ag-g-iunta al corrisi)ou- 
dente n. 97 dei << PreliTninari ^ e si coiinette al precedeiite ii. 120, ossia 96. Li si eraiio con- 
siderate due superficie la cui intersezione si spezzi in due curv'e; e qui ora si ag-giung-e Tipo- 
tesi che esista un pun to multiplo comune alle superficie e curve. Le notazioni pei caratteri di 
queste si corrispoiidono cosi: 

< Preliminari » n r d s h i k 

« Oherfldchen » v (p p o a 8 i x 

[•^'J Pag. 206. I n.i 141 e 143 tolti da questo Cap, VII (p. 119 e p. 121 di « Obevftdclien O appli- 
cano alia determinazione della Jacobiana di cinque, o di sei superficie le proposizioni sulla gene- 
razioiie con cinque o sei sistemi lineari projettivi, che stanno nei n.^ 140 c 142, equivalenti ai 
n.i 116 e 117 dei « Preliminari ». 

Pag, 207. II n. 214 di « Oherfldchen -h a cui qui si allude e la traduzioiic del n. 103 
del Memoire 79. V. la nota Questo Zusatz occupa Pultima pagina (228) di « Oherfldchen 
Per le citazioni che esso contiene si abbia presente la corrispondenza indicata in [^] fra i n.^ 
del Mmioire e quelli della traduzione in « Oherfldchen » . Quanto alle lettere che rappresentano 
puuti e rette, sono stati fatti quest! cambiamenti: 

« Mimoire » c d p x 

« Oherfldchen c h p p 

p] Pag. 209. Questa Memoria, presentata alP Accademia di Bologna iiella sessione ordi- 
naria del 12 maggio 1870, fu accompagnata dalla seguente relazione (Ecndiconto di detta Ac- 
cademia, Anno 1869-70, pp. 86-88): 

Questo lavoro cousta di due parti, Puna riguardante la teoria delle linee di (‘ur'vuiura 
delle superficie in generale, Paltra coiitenente Papplicazione alle superficie di 2.® urdiiH‘. 

])Jella 1.^ parte si pongoiio in evidenza due linee di curvatura, possedute da una 
superficie qualsivoglia : cioe la sezione alPinfinito, e la curva di contatto eolla svihippa- 
bile simultaneamente circoscritta alia superficie data ed al circolo iinaginario alPinfinito. 
Queste linee sono algebriche, purehd sia algebrica la superficie. 

II processo ordinario che consiste nel considerare le linee di curvatura come quelle 
che, in nn punto qualunque della superficie, sono ortogonali e hanno le tangenti coniu- 
gate, stabilisce un legame intimo fra Pequazione diJfferenziale di quelle linee e clue altre 
equazioni differenziali; Puna relativa alle linee (linee cicliche) le cui tangenti iiniontrano 
il circolo imaginario alPinfinito; Paltra relativa alle curve assintotiche. L’A. introduce 
un’altra equazione differenziale, che si pud sostituire a quella delle linee cicliche, e ciod 
Pequazione differenziale delle curve di contatto Ira la superficie data e i coni circoscritti 
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i cui vertici soiio all’ iiiiinito iiel circolo imagiiiario. Questa nuova equazione e subito 
integrata, e I’integrale e algebrico, ogni qualvolta sia algebrica la snperficie data. L’in- 
tegrale complete di questa equazione da appunto la seconda delle linee di curvatura 
sopra accemiate. 

L’A. trova sotto forma omogenea e simmetrica (si rispetto alle variabili che ai cliffe- 
renziali) requazione ditferenziale delle linee di curv^atiira^ e le altre eqnazioni differenziali 
ora accennate, supponendo pero che la snperficie sia algebrica e rappresentabile punto 
per punto sopra un piano. 

Le formole che souo qui assegnate, mirano ad applicazioni che I’A. riserba ad altra 
occasione. Per ora egli si limita, nella 2.^ parte, a considerare Tesempio di una super- 
ficie di 2,® ordine, dotata di centre. II metodo col quale vien determinata I’equazione 
fiuita delle linee di curvatura consiste in questo : che, rappreseiitata la snperficie sopra 
un piano, e supposte algebriche le linee di curvatura, quando si conoscano le imagini 
di cinque fra queste (le quali debbono essere curve di nna medesima rete) si trova 
I’integrale completo precisamente come se si trattasse di costruire per tangenti una 
conica della quale cinque tangenti siano date. E chiaro di per se che questo procedi- 
mento potra servire alia ricerca delle linee di curvatura, delle linee assintotiche, in 
generale di linee forinaiiti una tal serie che iie passino due per un punto della super- 
ficie: ben inteso, nel caso che la snperficie sia algebrica e rappresentabile sopra un 
piano, e che inoltre le curve cercate siano algebriche. 

p-q Pag. 226. Questa Nota vien dopo alia Memoria di R. Sturm intitolata: Sur la surface 
eriveloppde par les pla?i$ qui coupent U7ie courhe gauche du ordre et de La espece en quaire 
points d/un cercle (volume indicate, pp. 73-84). 

7j^ la snperficie, di 4.^ olasse, cui si riferisee quel titolo. La curva C del 4.® ordine sega 
il piano all’infinito. E in quattro punti r, e P iperlboloide H contenente C incontra I’assoluto 
in quattro punti i. I due quadrangoli completi, che cosi si ottengono in E, hanno come lati 6 
rette R e 6 rette I giacenti in Z 4 . Inoltre E, piano triple di questa snperficie, la tocca lung'o 
una curva di 3 .« classe Z 3 (tangente alle rette E ed I). Sono rette triple (come luoghi) di Z^; 
le 4 generatrici di H, trisecanti di C, che passano pei punti z; e le 4 generatrici di H, unise- 
canti di C, che passano pei punti r. [**] 

[**] Pag. 236. La Nota di Briosohi, a cui qui si allude, e che precede immediatamente que- 
sta di Cremona, considera la quartica piana oon un punto doppio {x=^y^o) rappresentata in 
coordinate omogenee cc, z, dalP equazione Qz^v — w— 0 , ove ‘U,v sono forme binarie di x, y 
rispettivamente del 4.® e del 2.<^ ordine. Di queste due forme binarie Brioschi introduce al- 
eune forme invariantive simultanee, fra cui un covariante quadratico w e alcuni invariant! 
indicati con I, A, B, A. Pone poi 

D=i(I + VA), E=|(I-VA): 
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ed introduce uua forma quadra tica 0 (determinata solo a meno del seg'iio) tale chc 

(3) 

Pill oltrc Brioschj, iudicando con f> una radice delPequaKionc 

(4) p^ + 6Ep2— 8Np — ove N=yAE^4'Bl, 

(il segno del radicale essendo individuato dal valore assunto per 0), pone 

( 5 ) 2hf=^fi — pv: 

e nota che le (3), (4), (5) forniscono una seconda soluzione per le funzioni /; scambiando D 
con E, cioe mutando il segno di V A* 

Si puo aiicora avvertire che le tre forme biquadratiche considerate da Buiostnii, a lie quali 
si riferisce la fine della Nota di Cremona, sono la w, il primo membro della (4) e il primo mcin- 
bro delPaltra equazione che si deduce da essa per lo scambio di D con E. 

P] Pag, 243. Si sottintenda « proiettivamente » . 

[«fi] Pag. 243. Si intenda iiel sense spiegato altrove (Queste Opere, toino 2.% pag. 32S e nota 
ivi, 0 questo tomo 3.o, note [^^]). 

p'^j Pag. 243. Questa affermazione deve essere modificata e cornpletata. CiotN 1’ intersezione 
di colla Jacobiana delle superficie cp h costituita da quelle linee (le rettc, L conicho, 
cubiche (razionali) , . . . , di cui parla poco dope PA.), le quali hanno per imagini ncl piano H 
rappresentativo di tanto le curve k costituenti la Jacobiana della rete K che non sono fonda- 
mentali per quella rappresentazione, quanto i punti fondamentali della rappresentazionc stessa 
che non sono punti base della rete K. A questi punti Cremona allude alciine righe appresso 
colla frase fra parentesi « tenuto conto di quelle linee di cp^ che corrispondono a punti di II » . 
Cfr. il n. 96, ove, al n. 20, trovasi Penunciato precedente, tranne le restrizioni qui espresse. 

[®®] Pag. 243. Si tenga presente nei vari punti a cui si riferisce questo richiaino la prece- 
dente nota [^^]. Alla osservazione contenuta in questa nota si possono collegare alciine modifi- 
cazioni che verranno suggerite nelle note seguenti. 

Pag. 244. Invece di « La Jacobiana delle K rappresenta » deve dire « T punti fonda- 
mentali L 2 della rappresentazionc che non sono punti base della rete K rappresentano » . La 
correzione 6 stata poi fatta dal Cremona nel n. 96 (n. 21). 

po] Pag. 244. Aggiungasi: « ed il punto 2». Cosi h nel n. 96 (n. 25). 

Pag. 244. Il eollocare i punti o, Oj, in linea retta non d^ una trasformazione spazialc 
particolare, il che deve poi essere stato osservato anche dal Cremona, il quale nel n. 96 (n. 25) 
tace di questo caso particolare. 


Pag. 244. Aggiungasi : « ed i punti 1, 2 » . Cosi h nel n. 96 (n. 33). 
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P^] 245, 246, 247. Aggiungasi : « e quelli dei punti 1 , . . . , 6 che non sono su tutte le 

curve K » . 

P'^] Pag. 246. Aggiungasi: «o questo luogo insieme al punto 1 negli ultimi tre casi». 

p‘*] Pag. 247. Aggiungasi: « o questo luogo insieme al punto 1 contato una o.due volte » . 

p] Pag. 256. Neiroriginale stava: «tre». 

P^J Pag. 260. La Nota delle Nachrichten 6 a pp. 129-148 del volume indicate e porta lo 
stesso titolo della presente. Aggiunte di rilievo sono quelle di cui si dice nelle note seguenti 

ri. 

Pag. 2G.J. Neiroriginale stava: «neunter/>. 

Pag. 268. II passo segiiente dellMctos* Beispiel manca nelle Nachrichten. 

Pag. 272. Qui fniisce la Nota delle Nachrichten : tutto cio che segue e stato aggiunto. 

[«ij Pag. 272. Cfr. le note p'^], p^| per le modificazioni occorrenti alle considcrazioni generali 
qui espost(‘., che sono la riproduzione di quelle del n. 91, alle quali si riferiscono le dette note. 

[^“1 Pag. 277. Questa Memoria fu presentata, nella sessionc del 4 Maggio 1871, all’Acca- 
deniia di Bologna, con altro titolo. Ecco la parte della relazione di detta sessione che si riferisce 
alia Memoria stessa (Rendiconto della citata Accademia, Anno 1870-71, pp. 75-76): 

Lii Memoria poi dolPAccademieo Prof. L. Cimona 6 intitolata Happresenlazione 
plan, a d^N.na cerla> sNperflrie di. 4.^ ordine dotMa di (piialtro p'unti doppj. — La super- 
ficie eoiisi(l<irata (UilTA. Cj, frn, quelle del 4.^ ordine, la prinia che abbia potato ossere rap- 
presoiitiita sopra iiii piano, senza che sia dotata no di una linea multipla, no di an panto 
triple. Kssa non ha die qaatti’O punti doppj, tre dei quali sono conici, mentre il quarto 
b uniplanare ed il relative piano tangeiite sega la superficie secondo quattro rette con- 
oon*enti nel punto stesso. La superficie non possiede alti*e rette, e sii di essa esiste 
un numero limitato di (joiiichc. L’A. ha ottoiiuto questa superficie, non aiicora studiata 
dai goonietri, applicando ad una superficie di 2.® grado una certa trasformazione razionale 
di 2.^ grado, la (uii inversa b del grado. Nolla rappresentazioiie piana d’ordine miniino, 
le imagini delle sezioni piaiie della superficie in discorso sono curve del 6.^ ordine. 

P] Pag. 281. Con cid s’ intende di dire che la retta indieata fa parte di una conica dege- 
nere di ciascuno dei due fasci. 


Pag. 295. Va rilevato che fra la Gcometria proiettiva delle coniche di un piano e 
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quella dei complessi Uneari di rette dello spazio ordinario esistono pure essenziali diiferenze 
(Cfr. ad es. Sbgrb, Considerazioni intorno alia Geometria delle conicUe di un piano e alia sua 
rappresentazione svMa Geometria dei complessi Uneari di rette, Atti della R. Accademia di 
Torino, vol. XX (1885)). 

p] Pag. 296. Questa relazione non 6 esatta: deve scriversi cosi 
bc-\‘Ca-\^ah-\-^af~\-2'bg-\-2cli=^0', 

dalla quale nasce la = 0 per le sostituzioni (ad esempio) 


l=c-\^2f, m=a^2g , 7i=^b~\-2h. 

In conseguenza, al posto della (1) del testo, si ha la seguente 

ax(x--z)’^by{y — x)-\-cz(z—y)-\-lyz-{-mzx-j;-nxg=0. 

p®] Pag. 296. Per I’osservazione fatta nella nota precedente i coefficienti esatti sono 

a+|i, p+v, 1^, V. 

[^'^1 Pag. 301. Qui sono state soppresse le formole i[jL({x-l-3) —Ss- + (nella 

i 

quale non si tien conto di cio che dicesi presentemente incompletezza e sovrabbondanza di un 
sistema linear e) e Pal tra che ne segue = -j-6, cancellate dal Cremona in vart esein- 

i 

plari dati in dono a scolari e colleghi nel 1880 e dopo. 

[88] 3 Q 2 . Nella dimostrazione precedente sono state introdotte alcune semplici modi- 
ficazioni, consistent! sostanzialmente nel supporre il punto I senz’altro variabile (non dapprima 
fisso), le quali si trovano fatte per mano di Cremona negli esemplari ricordati nella nota 

Da questi esemplari sono pure state tolte le aggiunte fra j ‘j che si trovano nei n.* 7, 9, 18 

[ 89 ] Pag 3Q3^ p^-j^ generalmente si puo dire che al punto comune corrisponderanno due 
curve Ci,C;(z<,;) aventi comune una curva d’ordine < che even tualmente potri coincidere 
colla prima (o con entrambe se i—j). II caso chela curva comune sia d’ordine <4 si presenta, 
ad es., nel n. 33, per il punto comune alle tre rette doppie della superficie di Steiner ivi con- 
siderate, riguardandolo come comune a due di tali rette. 

[90] pg^g^ p bene rilevare che nel testo si sottintende PefiPettiva esistenza degli enti 
ivi consider ati (altre superficie cp, luogo L, rete K). 

[®^] Pag. 306. Si dica piu esattamente : « o questa passa per un punto fondamentale della 
rappresentazione IT che non appartiene a tutte le curve K » ; giacch^ se il punto di cui parla 
il testo appartenesse a tutte le curve K, il crescerne la moltiplicit^ farebbe spezzare la curva? 
e questo h il caso precedente. 
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['^-J Pag*. Qui devoiio farsi le restrizioni dette nella nota al n. 91 . 

P] Pag. 309. Qui e in seguito, in casi simili, si ripeta una osservazione analoga a quella 
fatta nella nota p] al n. 94 . 

P'*] Pag. 311. Alle parole: «la retta D', cosi » si sostituiscano queste altre: «la direttrice 
deir iperboloide stesso passante per uno A' del punti di sezione della generatrice D' colla F 
(quello la ciii proiezione piana e .stata assunta come uno dei tre punti fondamentali della tra- 
sformazione quadratica detta sopra), cosi, se quella direttrice sega ulteriormente la F nel 
pun to B', ». 

P^] Pag. 311. Alle parole: «e pei due punti doppi» si sostituiscano queste altre: « pel 
punto doppio imagine di A' e pel punto semplice imagine di B' » . 

P^] Pag. 319. Per le corrispondenze studiate in questo capitolo ^ soltanto ^x = 3, 4, 5. 

Pag. 320. Invece di : « che passa per Oj e incontra D e » si legga : « diversa da D 

sezione dell’ iperboloide DGiGgOjOg col piano OjD*. 

[98J Pag. 321. Invece di : « che passa per Or e si appoggia a D, G > si legga : « diversa da D 
sezione dell’iperboloide DGO 1 O 2 O 3 O 4 col piano DO,. ». 

P‘‘>] Pag. 325. La continuazione, che presum ibilmente si doveva riferire agli altri tipi di 
trasformazioni (|x -'=--3, 4, . . . , 9) non considerati nel capitolo e accennati nel titolo di esso, non 
h mai venuta. 

Pag. 320. Questa Memoria fu presentata all’Accademia di Bologna nella sessione 
ordiuaria del 18 Aprilc 1872 (V. il Rendiconto di detta Accademia, Anno 1871-72, p. 83) colle 
stesse parole messe qui per introduzionc. 

Pag. 331. Dalle (lO), neirorigiiiale, mancavano i coefficient! numeric!, che qui si son 
messi affxuchi!^ le formole di rappresentazione di F assumano veramente la forma (17), e sus- 
sista senza mutarnenti cio che vien dope. 

Pag. 332. Abbiam sostituito « intersezione > alia parola « contatto » che era nell’origi- 
nale. (K invece conica di contatto tra F., e le quadriche quella di cui si dice nel rigo segueute 
del testo). 

[103J i)i questa Memoria soiio state fatte tre edizioni italiane edite dalF Hoepli. 

La prirna edizione usci a Milano il 1.** giugno 1872, per le nozze di Camilla Brioschi con 
CosTANZO Carcano, insieme alia Memoria di Casorati: Le proprietd cardinali deyli strumenti 
ottici ajiche non centratU La lettera scritta dai due autori alia Sposa in quella occasioiie ter- 
mina cosi: ' 

non Le displacer^, ne siamo sicuri, che due suoi vecchi amici abbiano voluto 
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in questo giorno solenne attestare pubblicamente anche i sensi di gratitudiae e di am- 
mirazioiie per queirillustre di cui Ella ha la fortuna di essere degna ed amatissima 
Figlia, e del cui alto ingegno e della cui indefessa attivita fanno splendida testimo- 
nianza non solo gli studi posti nelle pin ardue questioiii della scienza astratta, ma 
questo medesimo Istituto che abbiamo visto sorgere in Milano, merce F opera siia; che 
lia gia dati tanti giovani cooperatori alle nostre crescent! industrie, ed acceso in pa- 
recchi Famore per quelle applicazioni della scienza di cui Tingegnere sente ogni di 
piu il desiderio e il bisogno. Tra quest! ultimi ci mettiamo anche noi; e per cio ap- 
punto abbiamo voluto che a siffatte applicazioni si riferissero i presenti nostri lavori. 

La seconda edizione comparve poco tempo dopo, preceduta dalla seguente prefazione (avente 
la data: Milano, 12 agosto 1872): 

Questo breve lavoro era gia veouto alia luce una prima volta, accompagnato da 
Lina Memoria del mio amico Felice Casorati, in certa occasione solenne, che fu vera 
festa di famiglia per gli amici del Direttore delFistituto politecnico milanese (1.® giiigno 
p. p.). Ora lo ristampo senz’aggiunte, aU’infucri di qualehe lieve emenda, in edizione 
piu modesta^ a comodita de’ giovani allievi delTIstituto che debbono seguiro il corso 
di statica grafica. 

L’argomento di queste poche pagine, cioe Tuso de’ metodi geometrici per deter- 
minare le tensioni e le pressioni nelle travature reticolari sottoposte a dati sistenii di 
forze esterne, avrebbe meritato uno svolgimento piu ampio; ed infatti, era mia inten- 
zione di far succedere una seconda parte a quelPunica che, a eagiono del giorno Hsso, 
pote allora essere stampata. Ma anche adesso Pattnazione del proposito d impedita da 
altri ostacoli, sicche m’e forza rimandarla ad altra occasione. 

In questa seconda edizione trovasi alia fine una nota relativa al 1, che qni hi ri porta: 

Noi italiani troppo spesso dimentichiamo i meriti do’ nostri connazionali. Il mio 
dottissimo amico prof. Chelini, poiche ebbe vediita la 1.*^ edizione di quest’opuscolu, 
mi fece ricordare che la teoria delle figure reciproche, offerta dalla statica nolla ridu- 
zioiie delle forze, prima che da Mobius, fu data dal sig. Gaetano Giorgini (ora sonatore 
del Eegno) in nna Memoria che ha per titolo Sopra alciine proprieta dei pi mil del 
mome?iti principali e delle eoppie di forze equivalentij da lui presentata alia Societu 
Italiana delle scienze nel 1827 e stampata nel t. 20 (Modena 1828) delle Memorie della 
Societa. Ivi, a p. 247^ si legge il teorema sulla corrispondenza fra punti e piani; a p. 249 
qiiello sulle rette reciproche, ed assunto Passe centrale per asse delle PAutoro ot- 
tiene formole, che in sostanza non differiscono da quelle del 5. 

Il medesimo prof. Chelini ebbe la bonta d’infoi^marmi che « il Giorgini ^ autore 
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« di iiii^opera Elemejiti di statica (Firenze 1835), dove sono dimostrate parecchie pro- 
« posizioni contenute nella Memoria del 1828 » ; e che « nella Gorrespondance m^athe- 
« matique et physique di A. Quetelet, t. II (Bruxelles 1830), p. 112, il sig. Chasles, 
« parlaiido del Giorgini gia stato suo compagiio di studi alia scuola politecnica di Francia, 
« fa allusione alia sunnominata Memoria, e dice che anclie in tale ricerca i due antichi 
« condiscepoli si sono incontrati insieme nolle medesime vedute ». 

L’illustre Chasles espose la teoria delle figure reciproche, di cui qui e discorso, 
aiiche nella sua Memoria Stir deux principes genmrmx de la science: la dnalite et 
Vhomographie, presentata nel 1830 alFAccademia delle scienze nel Belgio e iiiserita 
nel t. II dei Memoires couronnes (Bruxelles 1837): veggasi p. 679. 

Nelle brevi righe che Feditore Hoepli premise alia terza edizione (colla data: Milano, 
giugno 1879), h detto che Cremona avrehbe desiderate di rifondere il suo lavoro per appro- 
fittare delle posteriori pubblicazioni snlFargomento, ma che, non avendone trovato il tempo, 
aveva infine consentito a qiiella terza edizione confer me alia seconda, astrazion fatta da al- 
cuni ritocchi nelle indicazioni bibliografiche. Inoltre questa terza edizione fu fatta precedere 
da iina breve Introduzione^ appositamente scritta dal Prof. G. Jung, dietro accordo col Cremona, 
snlle propriet^i del sistema nnllo dedotte dalla composizione delle forze nello spazio. 

Nel 1885 fu pubblicata una traduzione francese di Louis Borsut, Capitaine du Genie 
(Paris, Gauthtbr-Villars), alia quale Cremona pose la seguente prefazione (colla data: Rome, 
mars 1884) : 

L’ Opuscule Le figure reciproche nella Statica grafica, livr6 au public, pour la 
premiere fois, en 1872, out Fhoniieur et le bonheiir d'obtenir un accueil tres amical, 
presque euthousiaste, d’un juge {eminent, Fillustre Culmann, le cr6ateur de la Statique 
graphique *). Depuis lors, un grand nombre d’e(U‘ivains exercerent leur sagacity sur 
les applications des figures r6ciproques a la science des constructions **), 

M. le capitaine Bossut (par Feutremise de moii cher ami le lieutenant-colonel Dewulf) 
et M. Gauthier-Yillars m’ayant exprime le d6sir de faire une edition fran^aise de cet 
Ouvrage, j’acceptai lour honorable proposition, en leur sugg6rant de le faire suivre d’un 
Appendice comprenant les progros les plus importants que la th6orie des figures re- 
ciproques et son application aux travures r6tioulaires ont faits depuis 1872. M. Saviotti 
aidant par ses excellcnts M6moires ot par d’autres contributions nouvelles, M. Bossut 
a pu rdunir et coordonner les matdriaux qui constituent les cinq Gliapitres de FAp- 
pendice. Le locteur intelligent sera houreux d’y rencontrer un travail presque entie- 
rement original. De plus, F6dition fran9aise a couserv6 FIntroduction que M. Jung avait 
plac6e en tete do la troisitoe 6dition italieiine (Milan^ 1879). 


Voir la Preface de la deuxi^.me Mition allemande (Zurich, 1875). 
**) Ltijvv, Favbro, Saviotti et plusieurs autres. 


Gremona, tomo III 


32 
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Je serai satisfait si, en eacourageant ceite publication, j’ai contribue a confirmer 
cette v6rit6 proclamee bien haut par Ctjlmann, que ia G-6ometrie mod erne (G6ometne 
de position, G6om6trie projective) est im element essentiel et puissant pour le 
loppement de Tart de Tingenieur. 

Du reste, [’application des figures reciproques aux trarares reticulaires n’est que 
I’un des Ohapitres de la Statique graphique, de cette Science dont le Traite le plus 
complet est encore celui de Culmann. Quel malheur que le professeur de genie de 
Zurich ait 6te enleve a son ecole et a la Science, en pleine activity et avant qu’il ait 
pu achever la seconde edition, si vivement desiree, de son Ouvrage classique! 

Je termine en remerciant, pour M. Saviotti et pour moi, MM. Bossut et Gauthier- 
VnxARS pour les soins intelligents que, chacun de son cote, ils ont mis a vaincre les 
difficult6s qui s’opposaient a une bonne execution de leur plan. 

L’appendice, di cui Cremona discorre in questa prefazione, ha per titolo : « Nouvelles me- 
thodes pour le calcul des travures reticulaires et V etude des travures chargees d'une fagou quel- 
conque; par M. Ch. Saviotti, Professeur a FEeole des Ing^nieurs, a Rome ». 

Nel 1890 apparve una traduzione inglese, pubblicata insieme alia traduzione inglese degli 
Elementi di Calcolo grafico, di Thomas Hudson Beard (Graphical statics^ Two Treatises by 
L. Cremona, Oxford, At the Clarendon Press), colla seguente prefazione di Cremona (avente 
la data: Rome, October, 1888): 

At a time when it was the general opinion that problems in engineering could be 
solved by mathematical analysis only, Culmann’s genius suddenly created Graphical 
Statics, and revealed how many applications graphical methods and the theories of 
modern (projective) geometry possessed. 

ifo section of Graphical Statics is more brilliant or shows more effectually the ser- 
vices that geometry is able to render to mechanics, than the one dealing with reci- 
procal figures and framed structures with constant load. 

It is to this circumstance that I owe the favourable reception my little work (Le 
figure reciproche nella statica grafica, Milano, 1872) met with everywhere; and not the 
least from Culmann himself. It has already had the honour of being translated into 
German and French. Having been requested to allow an English version of it, to be 
published by the Delegates of the Clarendon Press, I consented with pleasure to Pro- 
fessor Beard undertaking the translation. 

I have profited by this occasion to introduce some improvements, which I hope will 
commend themselves to students of the subject. 

Questa traduzione inglese contiene soltanto i due lavori di Cremona, il quale aggiunse 
una breve trattazione geometrica del sistema nullo che si riporta nella nota 

Per il resto, tanto nella traduzione francese quanto nella inglese, sono state iutrodotte, 
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prescindendo da lievi differenze di forma che non occorre rilevare, alciine piceoie variazioni, 
in parte conteniite manoscritte nella copia della terza edizione, appartenente al Cremona, che 
ha aervito alia presente pubblicazione. Nella quale, conforme alle convenzioni stabilite, si sono 
messe fra sgralfe le ag’g'iunte e variant! desnnte dalla detta copia e dalle ricordate traduzioni, 
come pure le nuove indicazioni bibliografiche, inserite specialmente nella traduzione francese. 

E stata pure fatta, nel 1873, una traduzione tedesca col titolo: Die reciproken Figuren in 
(lev grapMschen Statik^ von Luiai Cremona prof, am Polyfechnikum zu Mailand^ in freier 
Uehersetzung aica dem Italimi^ehen und mit Voratt^ischickiing einer kurzen Ahleitnng der Theorie 
der reciproken Polgeder von A. Miootti Ingenieur. Fu inserita nella Zeitschrift des Oesterrei- 
chischen Ingenieur-und Architeckten-Vereins, XXV Jahrgang, Wien 1873, pp. 230-240. 

Di tale traduzione, la quale non presenta alcuna particolarita che merit! di essere osser- 
vata, Cremona dfi notizia alia tine di questa terza edizione (pag. 366 del presente tomo). 

[io4j Pag-. 336. Ai n. 1, 2, 3 Cremona sostituisce nella traduzione inglese la segnente trat- 
tazione: 

1. That dual and reciprocal correspondence between figures in space, discovered by 
Mobihs, in which, to any plane whatsoever, corresponds a pole situated in the same 
plane, and all planes passing through any one point have their poles on the polar plane 
of that point, is called a Null-system by German mathematicians. 

t8uch a correspondence is obtained in the following manner. Let there be a plane 
d, and four points in it A, B, C, D, no three of which are in one straight line; and lot 
there be three other planes a,p,Y passing through AD, BD, OD, respectively. These 
will be the fixed elements in the construction. 

Draw any plane whatever o cutting the straight lines ya, ap in P, Q, R re- 
spectively, then the planes PBC, QGA, RAB will all intersect in the same point S of 
the plane a. 

Deynoyistration, Let X, Y, Z, Xi, Yi, Z^, be the points in which the straight line ad 
intersects the sides BC, CA, AB, AD, BD, CD of the complete quadrilateral ABCD; these 
points form three pairs of (ionjugate points of an involution, by Desargues’s Theorem. 
Since the planes §, a, a, meet in Xi, the straight line QR common to the planes a, a 
passes through that point; similarly RP passes through Yi, and PQ through Z^. Of the 
six points in involution, taken now in the plane a, three, Xj, Y^, Zi, belong to the sides 
QR, RP, PQ of a triangle PQR; therefore the straight lines XP, YQ, ZR meet in one 
point S, which with PQR forms a complete quadrilateral. 

Therefore the planes BCPX, CAQY, ABRZ meet in a point S ot the plane PQR. 

This theorem may be expressed as follows. 

If the faces of a tetrahedron ABCS pass respectively through the vertices of another 
tetrahedron PQRD, and if three faces of the latter pass through three vertices of the 
former, then the fourth face of the second tetrahedron will pass through the fourth 
vertex of the first (Theorem of Mobius). 
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2. Starting from the fixed elements A, B, C, a, p, if , let any plane a whatever be 
given, and let it be required to determine by means of this theorem the point S 
Ijing in it. 

The plane a meets the straight lines Pt? three points P, Q, K, and the three 

planes PBC, QCA, RAB intersect in the required point S. 

Conversely, given any point S ‘whatever, to determine the corresponding plane a, 
which passes through S. 

The planes SBC, SCA, SAB intersect p 7 ,'ra,ap in three points P, Q, R; the plane 
of these points is the required plane. 

The point S is called the pole of the plane o, and the latter is termed tlie polar 
plane of S. 

3. If the plane o change its position, the points Q, R in it remaining fixed, the 
planes QCA, RAB will remain fixed, and therefore the point S will move on the straight 
line (which passes through A) common to these two planes. When the point P fails 
on D, that is, when o coincides with QRD (i. e. a), the plane PBC coincides wdth ABCD, 
and S falls on A. Then A is the pole of the plane a, and similarly B and C are the 
poles of p, y. 

If the arbitrary plane o passes through BC, the traces of the planes QCA, RAB on 
it, will be the straight lines QC, RB which are the traces of the planes y, p; therefore 
the pole falls in the straight line py, i. e. on P. The points P, Q, R are consequently 
the poles of the planes PBC, QCA, RAB. 

If the arbitrary plane coincides with ABC, the point P fails on D, i. e. D is the pole 
of the plane ABC. 

4. The pole S of the arbitrary plane a (or conversely the polar plane o of the 
arbitrary point S) has been determined starting from the system, supposed given, of 
three planes a, p, y (having no straight line in common) and their poles A, B, G. But 
in the tetrahedron ABCS the relations between the vertices (or the faces) are perfectly 
reciprocal, that is, are interchangeable; so that just as S has been deduced from ABCapy , 
so A may be determined from SBCopy; and so on. Prom this it follows that if Hi, S., 
Sg are the poles of any three arbitrary planes Oj, Og, Og (not passing through the same 
straight line), deduced in the manner above described from the system ABCapy, the 
pole S of the plane o, determined from this same system, coincides with that which 
would be determined by a similar construction starting from Sj S 2 S 3 Oi Go G 3 as the given 
system. 

5. From the theorem of Mobius it follows that if the plane g be drawn through 
the pole P of a plane 'jc=PBC, the pole S of the plane g falls in therefore: — 

If a plane passes through the pole of another plane, conversely the latter contains 
the pole of the former, that is to say: — 
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If a point lies in the polar plane of a second point, the latter lies in the polar plane 
of the former. 

From this it follows that the poles of all the planes passing through a point S lie 
in a single plane a, the polar plane of S; and the polars of all the points of a plane a 
pass through one and the same point S, the pole of o. 

6 . Let a, p be two planes, and B theirs poles. Any plane whatever through AB 
will have its pole in a and in p, that is, in the straight line aP; conversely, the polar 
plane of any point whatever of ap will pass through A and B, i. e. through the straight 
line AB. And any plane whatever through the straight line ap, which contains the 
poles of the planes through AB, will have its pole on the straight line AB ; and con- 
versely, any point whatever of AB, being on the polar plane of the points of ap, will 
be the pole of a plane through ap. 

Two straight lines, such as ap and AB, each of which is the locus of the poles of 
planes passing through the other, are called reciprocal straight lines. 

Hence it follows that if a straight line r passes through a point A, its reciprocal 
lies in a, the polar plane of A; and conversely. 

7. A straight line r, which lies in a plane a and passes through A, the pole of a, 
coincides with its reciprocal, that is to say, it is reciprocal to itself. In fact, if M is any 
other point whatever of r, since M lies in a, the polar plane of A, then (x, the polar 
plane of M, passes through A. And since must also pass through M, the polar plane 
of it or of any point whatever of the given straight line r, passes through the straight 
line r. 

From this it follows, that two reciprocal straight lines r and r', which are non-coin- 
cident, cannot lie in one plane. If a plane a passes through both r and r\ the pole A 
of the plane will be on both r and r', and r would lie in a plane and contain its pole, 
therefore r would be reciprocal to itself. 

All straight lines reciprocal to themselves and passing through a given point A 
lie in a, the polar-plane of A. All straight lines reciprocal to themselves and lying in 
a given plane a pass through A, the pole of a. 

A system of straight lines reciprocal to themselves is called a linear complex,^ and 
the straight lines are called rays of the complex. 

Each ray of the complex which meets a given straight line r (not itself a ray) 
meets also its reciprocal straight line /. In fact, if A is the point common to the ray 
and to r, the plane a, the polar of A, must pass through the ray and the straight line 

Conversely, if a straight line t meets two reciprocals r and r', the straight line t is 
necessarily a ray. For, the point tr is the pole of a plane which passes through this 
point, and through r'; therefore the plane also passes through t. Hence t lies in a plane 
polar to one of its own points, or if is a ray. 
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From this it follows that all the straight lines (necessarily rays) cutting two reci- 
procal straight lines r and r', and another line s, also meet the straight hue s’ reci- 
procal to s. Two pairs rr', ss' of reciprocal straight lines are therefore situated on the 
same hyperboloid, the generators of which of another system are all rays of the complex. 

8 . All planes parallel to the same plane may be considered as having in common a 
line r' situated at infinity, therefore their poles all lie on a straight line r, the reci- 
procal of )■'. Changing the bundle of parallel planes, the straight line r remains parallel 
to itself, because it passes through a fixed point 1 lying at infinity , that is, through 
the pole of the plane i at infinity, in which the straight line r' is always situated. 

Such lines r, whose reciprocals lie at infinity, are called diameters of the complex. 

Planes perpendicular to the common direction ot the diameters are paiallel to each 
other, therefore their poles are on a diameter. This diameter n, which is distinguished 
from the other diameters by being perpendicular to the planes whose poles it contains, 

is called the central axis of the complex. 

Straight lines parallel to the central axis are reciprocals to straight lines in the 
plane at infinity t; and in particular the central axis is reciprocal to the line at in- 
finity common to all planes perpendicular to the central axis itself. The point I, at in- 
finity on the central axis, is the pole of the plane at infinity. 

9 . If r and r' are any two reciprocal straight lines whatever, the straight line which 
passes through their points at infinity wilt be a ray of the complex, and will therefore 
pass through the pole I of the plane at infinity; that is, the points at infinity of two 
reciprocal straight lines and of the central axis are all three in one straight line. Hence 
it appears that two reciprocal straight lines and the central axis are parallel to the 
same plane. 

Therefore, planes parallel to the central axis and passing through two reciprocal 
straight lines are parallel to each other. 

From this it follows that: 

If two reciprocal straight lines are projected, parallel to the central axis, on a plane, 
not containing the direction of the central axis, their projections will be two parallel 
straight lines. 

We shall suppose that the projection is made on a piano perpendicular to the 
central axis. 

Moreover, it follows that the straight line meeting two reciprocal sti'aight linos 
and perpendicular to them cuts the central axis orthogonally. 

Dopo di che la traduzione inglese continua come nei n.* 4, 5, fi . . . , solo variando I’ordine 
dei n.' 4, 5 (che sono rispettivamente i n.* 11, 10 di quella traduzione). 

[‘•*] Pag. 406. La Memoria di Vbkonbsb (pp. 649-703 del citato volume), che ha dato ori- 
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gine a questa Memoria di Cremona, fu presentata all’Accademia dei Lincei, nella seduta della 
Classe di Scienze fisiclie, matematiche e natural! dell’ 8 aprile 1877 dal Socio Battaglini, il 
quale ne lesse un sun to, a nome dell’Autore, come 6 detto nel rendiconto della seduta stessa 
(Atti citati, Transunti, serie III, volume I (1876-77), pp. 142-143). Eiportiamo qui la parte ri- 
manente di quel rendiconto che si riferisce alia Memoria di Cremona: 

« II Socio Cremona prende allora la parola e, premesse alcune riflessioni per mettere in 
evidenza i pregi del lavoro test^ presentato dal collega Battagltni, aggiunge quanto segue : 

Avendomi il sig. Veronese pregato di leggere la sua Memoria, io feci pensiero di 
verificare i risultati in essa contenuti per una via diversa da quella che PA. aveva 
seguita. Mentr’egli si e attenuto sempre alia geometria piaua, io ebbi ricorso alio spazio 
a tre dimensioni e propriamente ad una superficie di terzo ordine dotafa di un punto 
doppioj ed ottenni cosi delle figure che proiettate dal punto doppio somministrano im- 
mediatameiite quelle del sig. Veronese. 

Per brevita di discorso, applichero ai punti ed alle rette dello spazio le denomi- 
nazioni che competono alle loro proiezioni. Oltre alle 6 rette situate sul cono tangente 
che ha il vertice nel punto doppio, la superficie cubica ha 15 rette situate a tre a tre 
in 15 piani tritangenti. Due piani tritangenti non aventi in comune una retta della 
superficie si segano lungo una retta di Pascal; le coppie analoghe di piani tritangenti 
sono 60 (che in proiezione damio i 60 esagoni formabili con 6 punti di una conica), 
epperO si hanno 60 rette di Pascal. Esse costituiscono a tre a tre gli spigoli di 10 
coppie di triedri conjugati (Cremona, M4m>oire de geometrie pure sur les surfaces du 
3.^ ordre (Berlin 1868) [Queste Opere, n. 79], n.® 148.); dove i triedri di una coppia 
si intersecano fra loro lungo 9 rette della superficie. I vertici di questi triedri, conju- 
gati a due a due, sono i 20 punti di Steiner. 

C’6 un’altra specie di triedri; se prendiamo una retta di Pascal, i due piani tri- 
tangenti che passano per essa contengono sei rette della superficie; le altre nove rette 
formano allora tre triangoli che sono le facce di un triedro della seconda specie. I triedri 
analoghi sono 60; i loro vertici sono i punti di Kirlcman.^ coordinati per tal modo alle 
rette di Pascal. I due piani tritangenti la cui intersezione 5 una retta di Pascal e i 
tre piani tritangenti che concorrono nel corrispondente punto di Kirkman formano un 
pentaedrOj i cui dieci vertici sono tutti punti di Kirkman e i cui dieci- spigoli sono le 
corrispondenti rette di Pascal. I pentaedri analoghi sono sei^ e danno in proiezione le 
sei figure % del sig. Veronese. Due pentaedri hanno sempre un piano comune, ma i 
vertici e gli spigoli sono tutti different!. 

Ogni retta di Pascal contiene un punto di Steiner; le otto rette di Pascal che sono 
in uno stesso piano tritangente concorrono a due a due in quattro punti di Steiner che 
sono in una retta {retta di Steiner^Plilcker). Il numero delle rette analoghe ^15, una 
in ciascun piano tritangente, Pei detti quattro punti di Steiner passano altre quattro 
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rette di Pascal e qiieste giacdono in uno stesso piano, che diro piano di PUlcker. Come 
le rette di Steiner-Pliicker cosi anche i piani di Plticker sono coordinati ai piani tri- 
tangenti, eppero in uiimero di 15. 

I 20 punti di Steiner e le 15 rette di Steiner-PUlcker sono i vertici e yli spigoli 
di un esaedro completo, che puo riguardarsi come il nocciolo di tutta la figura. 

Considerando due pentaedri e tralasciando il piano ad essi coniune, le altre facce 
formano due tetraedri prospettivi. Il centro di prospettiva e un punto di Salmon; il 
numero del punti consimili e 15. Le facce omologhe si segano in quattro rette di Pascal 
situate in un piano di Plticker ; e le rette congiungenti i vertici omologhi sono rette 
di Cayley. Le rette di Cayley sono 20 in numero, coordinate ai punti di Steiner; cia- 
sciina di esse contiene tre punti di Kirkman, tre punti di Salmon e un punto di Steiner, 
e giace in tre piani di Plticker. Ogni punto di Salmon e vertice d’un angolo quadri- 
spigolo oompleto, i cui 4 spigoli sono rette di Cayley e le cui 6 tacce sono piani di 
Plticker. Cosi pure, ogni piano di Pliicker contiene un quadrilatero completo i cui 4 
lati sono rette di Cayley ed i cui 6 vertici sono punti di Salmon. Ecc. ecc. 

Del resto, queste proprieta non sono esclusive alle 15 retie di una superficie di B.® 
ordine dotata di punto doppio; esse appartengono ad ogni sisfcema di 15 rette distri- 
buite a tre a tre in 15 piani, come accade per le 15 rette che si hanno dalle 27 di 
una superficie cubica generale tralasciando le 12 di nn Doppelsechs. 

Si puo anche partire da un esaedro date ad arbitrio. Allora rimaue ancora arbitrario 
uno dei 15 piani tritaugenti, da condursi perd per uno degli spigoli dell’esaedro. Fis- 
sato questo piano, i restanti 14 e tutfci gli altri elementi della figura riescono indivi- 
duati. Un piano tritangente e un piano di Plticker passanti per uno stesso spigolo 
delPesaedro sono separati armonicamente mediante le due facce delPesaedro. Varianclo 
insieme, i piani tritaugenti e i piani di Pliicker producono altrettanti fasci proiettivi; 
le 15 rette della superficie generaiio degli iperboloidi avonti per direttriei tre spigoli 
delPesaedro: i punti di Salmon descrivono delle cubiche gobbe; ecc. La superficie cubica 
varia in una serie tale, che per un punto qualiinque dello spazio passano tre superficie. 

Partendo dalPesaedro e dai sei pentaedri si puo ottenere una catena indofinita di 
nuovi sistemi ciascuno di sei pentaedri, corrispondenti ai sistemi di punti Z e di rette x 
del sig. Yeronese. Nel secondo sistema e nel terzo, nel quarto e nel qiiinto, o cosi di 
seguito, i pentaedri sono formati cogli stessi piani, ma presi in ordine difl'erente. Quosti 
sistemi corrispondono semplicemente ai termini di una serie iiumerica i cui primi ter- 
mini sono 1, 3, — , nella quale ogni termine in posto pari da col precedente la somma 
costante 4, e da col susseguente il prodotto costante 1. » 

Pag. 436, Della sottoscri^ione si fecero promotori Cremona e Beltrami con un breve 
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articolo pubblicato nel Giornale di MaUmaticM (Volume XVI (1878), p. 345), del quale arti 
colo la parte relativa ai merit! del Chelini e qui inserita quasi integralmente. 

[107] Segue la lista delle pubblicazioni scientifiche del Chelini. 

Pag. 440. Nell’originale il e il 3.® termine avevano il coefficiente 3. 

Pag. 440. In luogo di si legga 2 (^ 1 - 4 -% + ^ 3 )* 

[^^0] Pag. 440. In luogo di si legga 

[^^4 '^^2. La questione 556 era stata proposta dallo stesso Cremona (a pag. 240 de 

tomo citato), coU’enunciato che egli qui, nel darne la soluzione, ha riprodotto. — 

Pure nel tomo 6.® (che fu I’ultimo) della Nouvelle coi'respondance (di E. Catalan), s’in 
contrano a pag. 228 e 263 due estratti di lettere del Cremona, diretti prima a chiedere schia 
rimenti, poi a completare quest!, a proposito della questione 538 (quel tomo, pag. 142), relativi 
ad una particolare superficie unilatera: superficie che risulta essere dovuta a R. Hoppe (Grit 
nert’s Archiv 57, p. 328). 

Pag. 458. Nei Proceedings of the Royal Society of Edinburgh, vol. XII (Novembe] 
1882 to Juli 1884), fra i lavori letti dai Soci nelPadunanza del 21 Aprile 1884, si trova « 
pp. 599-601 un sun to in italiano di questa Memoria. Porta il titolo: « Esempio del metodo d 
dedurre una superficie da una figura piana. By Professore Cremona. » E comincia colie se 
guenti parole: 

Scopo della presente piccola comunicazione e di mostrare con un esempio notevole 
ed in connessione colla teoria conosciuta della rappresentazione piana di una certa class( 
di superficie, e con quella delle trasformazioni razionali dello spazio, come da un si 
sterna piano di punti, rette e curve si possano dedurre la costruzione e le propriety 
di superficie situate comunque nello spazio (di quelle che sono rappresentabili punt( 
per punto sul piano). 

[113] Pag. 463. E sottinteso che la nuova superficie cubica abbia anch’essa un punto dop 
pio in 0 . 

[11'*] Pag. 482. Segue I’elenco, in ordine di tempo, delle Opere scientifiche del Bertram: 
(1862-1898), elenco completato nella riproduzione fattane nel citato volume del Giornale d 
Mate m at i che. 
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DISTRIBUZTONE IN ORDINE ALFABETICO 
DEI PRINCIPALI ARGOMENTI TRATTATI NEI TRE VOLUMI 

DI QUESTE OPERE, 


Avvertenze. — Si richiaraano soltanto i numeri d’ordine di quei lavori, nei quali si 
trovano trattazioni complete o parziali, o anche singole proprieta relative all’ argo- 
mento indicato. Si noti che i lavori dal n. 1 al n. 31 sono nei tomo I, quelli dal n. 32 
al n. 78 nei tomo II e quelli dal n. 79 al n. 114 nei tomo III. — Per i quattro lavori 
n. 29, 70, 79, 85, contenuti il primo e il secondo rispettivamente nei tomi I, II, e il 
terzo e quarto nei tomo III, si sono estesi i richiami ai vari capitoli in cni sono di- 
visi, citando, fra parentesi, dopo il n. del lavoro, la pagina in cui comincia il capitolo 
richiamato. 

* 

* sK 

Angolo triedro trirettangolo: teorema: 59. 

Area di un segmento di sezione conica: 44. 

Asintotiche doile, superficie romana di Steiner: 28, 71; — - delle superficie gobbe di 3.o 
grado: 71; — delle superficie gobbe razionali con due direttrici rettilinee: 77. 
armonici: 29 (p. 328). 

Bissestuple di una superficie cubica: 79 (p. 61), 103, 104. 

Galcolo di un particolare determinante: 15. 

Cayley ana di una cubica piana o di una rete di coniche: 29 (p. 436, 445), 58. 

Centri armonici: 29 (p. 328). 

Cilind/ri congiunti rispetto ad una quadrica: 20. 

Classe di una curva piana: abbassamento: 29 (p. 379). 

Classifieazione delle cubiche gobbe: 12, 13, 24; — delle cubicbe plane: 49; — delle 
quartiche gobbe di l.» specie: 79 (p. 96); — delle superficie cubiche general! : 79 
(p. 96); — delle superficie gobbe di 4.® grado: 78. 

Commemorazioni di A. Glebs oh, D. Chelini, H. J. S. Smith, V. Spottiswoode, E. 
Beltrami: 99, 105, 109, 110, 114. 
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Gomplessi simmetrici: 70 (p. 372), 79 (p. 24). 

CondizioM die determinano una curva piana: 29 (p. 348); o una superfide: 70 (p. 296); 
0 la curva d’ intersezione di due superfide (di dati ordini); 70 (p. 296); — date da 
punti eomuni a due curve plane: 29 (p. 358); o da punli comuni a due, o a tre 
superfide: 70 (p. 349). 

Congruenze di rette, di 2.° grado: 101. 

Coni: 70 (p. 283); — circoscritti aile superfide: 70 (p. .334), 79 (p. G); — coiigiunti ri- 
spetto ad una quadriea; 20. 

Oonica dei 14 punti: 64. 

Goniche: 6, 17, 22, 29 (p, 3.50, 372, 412), 33, 44, 58, 64, 65, 66; — congiimte: 20, 58; 
— focali di una quadriea: 19, 32; — iscritte in una sviluppabile di 3.“ classe: 12, 
37; — polari rispetto ad un trilatero: 43; — questioni numerative: 47, 48, 51, 52, 
61; — sferiche: 16. 

Gontatti doppi di curve di una rete eon una linea data: 29 (p. 406); — V. anche: 
« Punti di eontatto . . . ». 

Corde comuni a due curve gobbe; 38; — (passanti per un punto) della linea d’interse- 
zione di due superfioie: 70 (p. 349), 85 (p. 204). 

Conelazione. V. e Reciprocitd ». 

Oorrispondenze. V, « Trasforma-zioni ... d , eec. 

Costruzioni. V. « Oemrazione ...... 

Cubiohe gobbe: 9, 10, 12, 13, 17, 24, 37, 38, 41, 45, 50, 54, 57, 63, 106; - cireolari: 57. 

Cubiche piam: 17, 29 (p. 350, 358, 376, 436, 445, 456), 43, 49, 53, 56, 57, 58; — dr- 
colari: 56, 57; — come Hessiane di altre cubiche: 29 (p. 445, 456). 

Curva parabolica di una superfide: 70 (p. 334), 79 (p. 29, 83). 

Curve gobbe. V. « 8vi.luppabiliy>; — generate per mezzo di due stelle in corrispondenza 
birazionale: 62; — intersezioni di due superficie (loro caratteri): 70 (p. 349); — suite 
quadriche: 28, 30; — suite superficie cubiche: 79 (p. 72). 

Curve: piane 29 (generality a p. 344, 347, 348), 53; — determinate da ima relazione 
algebriea fra due segment! di una retta (con estensioue alio spazio): 16, 18; — ge- 
nerate dalle polari quando il polo si muova con data legge: 29 (p. 406); — iperel- 
littiche: 80; — polari rispetto ad una curva: 29 (p. 379, 388, 396, 406 425 429) 
43, 48, 53. 

Elementi di diramazione di una corrispondenza (2, 2): 72. 

Enneaed/ri di una superficie cubica: 84. 

E$aed/ri polari rispetto ad una superficie cubica: 104. 

Esagono gobbo: 4. 

Esagrammo di Pascal: 103, 
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Fasd di curve piane: 89 (p. 350, 363); — di quadriche: 79 (p. 96); — disuperflcie: 70 
fp. 320, 334); — projettivi di curve piane: 29 (p. 363); — projettivi di rette projet- 
tanti due dati gruppi di sette punti: 34; — projettivi di superfieie: 70 (p. 349), 79 
(p. 12); — sizigetici di cubiehe piane: 29 (p. 446, 456), 63. 

Figure reciproche nelia Statica grafica: 98. 

Plesei di una cubica piana: 29 (p. 350, 445, 456), 49. 

Forma algebrica (2, 2): uguaglianza degl’invarianti dei suoi discriminanti: 72. 

Pormole di Cayley: 70 (p. 286), 86 (p. 190); — di PlOcker: 29 (p. 403). 

PuocM di un fascio e di una schiera di curve piane: 56. 

Oenerazione delle curve piane mediante fasci projettivi; 29 (p. 363), 63;— delle quadriche, 
con stolle e piani reciproci: 85 (p. 185); — delle superfieie cubiche: 79 (p. 61, 96). 

Oenere delle curve, rigate, ece.: 70 (p. 325). 

Qeometrm delle coniche di un piano, in relazione a quella delle rette dello spazio: 96; 

— delle sfere: 95, 101, 102. 

Hessiana di una enrva piana: 29 (p. 388, 419, 425, 429); — idem, del 3.° ordine:29 
(p. 436, 445, 456); — di una superfieie: 79 (p. 29); — idem, del 3.“ ordine; 27, 
79 (p. 42, 45), 86 (p. 207). 

Indicatrici di un punto rispetto ad una curva piana : 29 (p. 388, 419). 

Insegnamento della Geometria elementare: 22, 88. 

Integrali a differenziale algebrico: 83. 

Intersezioni di curve piane; 29 (p. 347, 368); — di superfieie: 70 (p. 349), 85 (p. 204). 

InvarianH di una cubica piana: 49; — di una forma binaria di 4.° grado: 29 (p. 319, 336); 

— idem, (2, 2): 72. 

Inviluppi: dei piani che tagliano una superfieie cubica in curve armoniche od equianar- 
moniche: 79 (p. 45); — di superfieie: 70 (p. 323); — generati mediante una conica 
ed una curva del suo piano (ed estensione alio spazio): 67; — polari rispetto ad 
una curva piana di data classe: 29 (p. 379); — idem, ad una superfieie: 70 (p. 347), 
79 (p, 6). 

Involuzioni: 7, 28, 29 (p, 336) ; — projettive: 29 (p. 336). 

Jpocieloide a tre regressi: 63. 

Jacobiana di 3 curve piane: 29 (p. 396); — di2, 3, 4, 5, 6 superfieie: 70 (p. 361), 79 
(p. 12), 86 (p. 206); — di una rete di curve piane (Hessiana) : 29 (p. 396), 53, 61 ; — 
di una rete o sistema lineare di superfieie; 70 (p. 361), 79 (p. 12). 

Linee di curvatura delle superfieie, in particolare delle quadriche: 21, 86. 

Luoghi: generati mediante una conica ed una curva del suo piano (ed estensione alio 
spazio): 67; — di un punto il cui piano polare rispetto alia Hessiana di unasuper- 
ficie presenta talune particolarit^, in relazione col piano o quadrica polare del punto 
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stesso rispetto alia superficie fondamentale: 70 (p. 29); — di un punto la cui quadriea 
polaro rispetto ad una superficie e circoseritta od iscritta a tetraedri coniiigati di una 
quadriea fissata, oppure della quadriea polare del punto rispetto all’Hessiana: 70 
(p. 29). — V. anehe : « Punti . . . », « Eette ... k 

Massimo numero di punti di contatto di due superficie: 70 (p. 349); — di punti doppi 
di una curva irriducibile: 39 (p. 348). 

Metodo euclideo: 83; — di Grassmann: 17. 

Moduli delle curve algebriehe: 81. 

Normali ad una coniea: 66. 

Omografia piana: 3. — V. anche; « Projeliivitd ». 

ParaAola gobba: 13, 13, 17, 34, 37, 50, 64. 

Peniaedro di Sylvester: 79 (p. 45), 103, 104. 

Piani tritangenti di una superficie cubiea. V. « Retie ... ». 

Poliedri formati da piani oseulatori di una cubica gobba: 106. 

Poligono gobbo di un numero pari di lati : 4. 

Porismi di Chasles: 39 (p, 350). 

Projettivitd delle forme di 1.^, 2,®, 3.® specie: 3, 33, 36, 39 (p. 325), 70 (p. 311). 

Projezione iperboloidiea di una cubiea gobba: 46. 

Prolusions ad un corse di Geometria superiore: 36. 

Prospettiva lineare secondo Taylor: 69. 

Punti eomuni a curve e superficie. V. « Intersezioni ». 

Punh di eontatto delle bitang enti da un punto ad una superficie: 86 (p. 187); — delle curve 
di due 0 tre fasci di curve piane: 39 (p. 388); - delle superficie di un fascio con una 
superficie data o coUa eurva d’intersezione di due superficie: 70 (p. 361), 79 (p. 12); 

— delle superficie di una rete eon una data superficie, o colle superficie di un dato 
fascio: 70 (p. 356), 79 (p. 12). 

Punti doppi delle curve di un fascio: 39 (p, 388), 63; — delle superficie di un fascio: 70 
(p. 349), 79 (p. 12); — idem, di una rete, o di un sistema lineare di superficie 70 
(p. 356), 79 (p. 12); — delle superficie generate da sistemi lineari projettivi; 70 
(p. 372), 79 (p. 24). — V. anche: « Jaeobiana ». 

Punti uniti in una corrispondenza fra due piani sovrapposti: 79 (p. 12). 

Quadriche: 19, 38, 33, 64, 70 (p. 304, 311), 86 (p. 185), 86; — eongiunte: 30; — diro- 
tazione passanti per una cubica: 64; — iscritte in una sviluppabile di 4.® classe: 11; 

— omofoeali: 19; — seganti una superficie cubica secondo tre coniche, o secondo 
sei rette: 79 (p. 83). 

Quartiche gohbe di 1.® specie: 79 (p. 72, 96); — di 2.® specie: 37, 38, 79 (p. 72); — con due 
tangenti stazionarie: 75; — con punto stazionario: 36. 
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Quartiche piane con punto doppio: 90. 

Quaterna armonica (condizione algebrica): 29 (p. 319); — equianarmouica (iderci): 29 
(p. 336). 

Questioni proposte: 42, 

Rap 2 )orto anarm'onico: 29 (p. 319). 

Rapprpsentazione piana delle superficie: 93; — delle superficie cubiche: 79 (p. 61, 72, 92); 
— delle superficie di Steiner e delle superficie gobbe di 3.° grado: 71; — delle su- 
perficie gobbe razionali con due direttrici rettilinee : 77 ; — delle superficie di 3.* 
classe, generali: 111 ; — di superficie dotate di curve cuspidali: 97. 

Reciprocity: 85 (p. 185), 98. — V. anche: Projettivitd 

Relazione intorno ad una Memoria a Sulla resistenza d’attrito»: 100. 

Reti di coniche: 29 (p. 412, 456), 53, 58; — di curve piane: 29 (p. 396), 53, 58, 61; — di 
quartiche sopra una quadriea (generale o no): 79 (p. 45); — projettive di superficie: 
70 (p. 356), 79 (p. 12); — omaloidiche: v. « Trasformazioni birazionali fra due piani 3>. 

Rette congiunte rispetto ad una conica: 20; — di una superficie cubica: 79 (p. 61, 83, 92, 
96), 84, 103; — osculatrici ad una superficie nei punti comuni con un’altra super- 
ficie: 79 (p. 29). 

Riviste bibliografiche an Opere di Staudt, Amiot, Ceva, Poudra, Hesse, Desargues, 
Chasles, Poudra, Casorati: 8, 22, 23, 26, 31, 46, 52, 68, 76. 

Serio (co^) di coniche: 47, 48, 51, 52, 61; — di curve piane: 29 (p. 348, 388, 429), 47, 48, 
73; — idem, d’indice due: 29 (p. 429); — di superficie, in particolare d indice due: 
70 (p. 323); — projettive di curve piane, luogo generator 29 (p. 388). 

iS'/cm circoscritta ad un tetraedro: 14. 

Sistemi di rette o sistemi di sfore, in corrispondenza fra loro: 101, 102. 

Sintemi lineari di superficie: 70 (p. 320); — projettivi: 70 (p. 320, 368); — projettivi, 
di dirnensione tre: 70 (p. 361), 79 (p. 12); — triplamente infiniti, particolari, di se- 
stiche piane: 107; — oinaloidici, di superficu^: v. « Tras/omasiom birazionali fra 
due spazi 

Staiica graflca: 98. 

Steineriana di una curva piana: 29 (p. 388, 419, 425, 429); — di una rete di curve piane: 
29 (p. 396), 53 ; — di una superficie: 79 (p. 29); — di una superficie cubica: 79 (p. 42). 

Storia della Geometria: 22; — della Prospettiva: 68. 

Superficie: 70 (generality* a p. 296, 311); — cubiche, generali: 28, 79, 103 ; — cubiche, con 
punto doppio: 103; — d’egual pendonza circoscritte ad ima conica: 67; — del 4.^ 
*ordine: v. dopo; — del 5.® ordine e 3.“ classe: 97; — del 10.^ ordine, passantiperi 
135 punti d’intersezioue delle 27 rette diuna superficie cubica: 70 (p. 92); — gobbe: 
V. dopo; — inviluppi: 70 (p. 323); — inviluppi dei piani seganti una quartica ra- 


Vremonaf tomo III 
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zionale in quattro punti d’un circolo: 87; — passanti pei vertici d’infiniti poliedri 
circoscritti ad una cubica gobba: 106; — poiari rispetto ad una superfieie data: 70 
(p. 334, 347, 349, 366, 361), 79 (p. 6 , 12, 29, 83, 92), 85 (p. 187, 206); — poiari 
rispetto ad una superfieie sviluppabile: 70 (p. 347), 86 (p. 190); — varie: v. vTrasfor- 
masioni birazionali fra due spazi », ed in particolare 93. 

Superfieie del 4.° ordine a conica doppia: 88 ; — a conica cuspidale: 97; — con tacnodo: 
94, 108, 112; — eon tacnodo e conica doppia: 89; — di Steiner: 28, 56, 71, 79 
(p. 42, 45); — idem, eon due o tre rette doppie coincidenti: 71; — particolare, con 
punto triplo: 87, 

Superfieie gobbe: 27, 39, 70 (p. 326); — con due direttrici rettilinee (distinte o eoinci- 
denti): 70 (p. 325), 74, 77, 78; — del 3.® grade; 24,27, 28, 39, 71; — idem, colle di- 
rettrici coincidenti: 39, 71; — del 4.“ grade; 78. 

Sviluppabili (e curve gobbe): 70 (p. 286, 311), 86 (p. 190); — eircoscritte ad una su- 
perficie lungo una sua sezione piana: 79 (p. 29); — di 3.® classe: v. «Cubic}ie 
gobbe »; — di 4.® classe: 11, 36, 67; — di 5.° ordine: 36; — luogo delle tangent! 
alia curva d’intersezione di due superfieie: 70 (p. 349), 79 (p. 12), 85 (p. 204). 

Tangenti coniugate e sfero-coniugate di una superfieie: 1 , 21 ; — doppie di una quartica 
con punto doppio: 90. 

Teoremi: d’ABEL: 2, 83; — di Carnot; 29 (p. 350); — di Cayley, Jacobi, Pluoker (ru 
intersezioni di curve piane): 29 (p. 358); — di Ceva: 23; — di Coriolis; 23; — di 
Moutard: 70 (p. 326); — di Riemann: 70 (p. 325); — metrico, relative ad un 
angolo piano e ad un punto del suo piano, ed estensione alio spazio; 6 . 

Trasformazione birazionale nulla, particolare, fra due spazi: 36; — delle curve iperellit- 
tiehe: 80. 

Trasforrmzioni birazionali fraduepiani: 36, 40, 60, 62; — fra due spazi: 91, 92, 93, 96; 
— idem, di 2.° ordine: 88 , 91, 94, 96, 97, 108; — idem, di 3.° ordine; 79 (p. 61), 91, 
92, 93, 96, 97; — idem, di 6.0 ordine (colle inverse del 4° e 6 ® ordine): 112, 113. 

Triedri coniugati di una superfieie cubica: 79 (p. 83, 92), 84. 

Trilateri: polarity rispetto ad essi: 43; — sizigetici di una cubica piana: 29 (p. 445), 49 . 



ERRATA-COERIGE. 


Tomo I. Pag. 463, linea 14 dal basso. Invece di 344, leggasi 347. 

» » » » 11 dal basso. Invece di 347, leggasi 348. 

» » 464, » 15. Invece di 376, leggasi 379. 

» » » » 13 dal basso. Invece di 404, leggasi 403. 

Tomo II. )) 12, » 15. Invece cbe « de quatre plan » leggasi « de quatre plans ». 

» » 15, » 6. Invece di «qn’a» leggasi « qui a ». 

» » 138, » ultima, in fine. Si aggiunga il ricbiamo [^'2“] di una nota del revisore 

da collocarsi a principle della pag. 438 e cosi concepita: 

a J^Tella Einleitung ^ messo qui un ricbiamo *), colla 

seguente nota a pi6 di pagina (p. 262) : — In Bezug auf den 
einfaebsten Pall dieses und des folgenden Lebrsatzes sebe man 
Cayley: Nouvelles rechercJiea sur V Elimination et la fhSorie des 
eourbes (Crelle’s Journal, T. 63. Berlin, Reimer, 1863, S. 34) ». 
» n 240, » 5 dal basso. Dopo la parola « passing » si deve leggere « tbrougb 

a and A, it will ». 

» » 366, » 11. Invece di n, leggasi n 3 . 

» » » » 19. Invece di « Jaeobiana» leggasi « Jaoobiana». 

» » 391, » 7 dal basso. Invece di « unde » leggasi (c und ». 

» » )) » 6 dal basso. Invece di « bSrubren » leggasi a berxibren ». 

» » 398, )> ultima. Invece cbe « ayants » leggasi « ayant ». 

» » 435, » 2 dal basso. Invece di « precedut » leggasi a preceduti ». 

» )) 437, » 12. Alla fine va soppressa la virgola. 

Tomo III. » 237, » 12 dal basso. Invece di «le» leggasi « les ». 

» )) 301, » 11. La '^imi si corregga cosi: . 

t i 
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